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第 一 章 ”抽象 代数 的 基本 概念 和 
有 限 域 的 结构 


抽象 代数 一 般 被 认为 是 研究 代数 结构 的 性 质 的 理论 ， 在 
这 一 章 里 我 们 将 介绍 群 、 环 、 域 这 三 个 基本 代数 结构 的 定义 ， 
并 详细 地 讨论 有 限 域 的 结构 . 首先 ,我 们 从 读者 所 熟悉 的 有 
理 数 域 @, 实数 域 和 复数 域 6 出 发 归纳 出 域 的 概念 ， 接 着 
我 们 构造 了 对 于 编码 理论 来 说 是 重要 的 有 限 域 2 和 Ζ,[οΊκο 
作为 例子 。 我 们 构造 有 限 域 的 方法 比较 形式 , 这 是 因为 我 们 
想 避 免 同 余 类 环 这 一 比较 复杂 的 概念 , 因而 直接 在 2 中 引进 
模 2 加 法 和 模 2 乘法 , 同时 直接 在 2o[z]wxo 中 引进 模 p(w) 的 
加 法 和 模 2(z) 的 乘法 ， 对 于 熟悉 模 2 加 法 的 工程 技术 科研 
人 员 来 说 , 也 许 这 样 做 并 不 难 接受 , 在 87 中 介绍 了 同 余 类 环 
的 概念 以 后 , 读者 也 就 会 更 清楚 在 7, 和 Ζ, [ο] κω 中 直接 引入 
的 加 法 运算 和 乘法 运算 的 由 来 ， 在 8 4 里 我 们 从 域 的 加 法 群 
和 乘法 群 概括 出 交换 群 的 概念 ， 并 证 明了 有 限 域 的 乘法 和 群 是 
循环 群 这 一 重要 结果 . 8 5 中 关于 有 限 域 的 结构 定理 ， 我 们 
采用 的 是 初等 证 明 ， 显 得 比较 复杂 .读者 可 以 从 书后 所 阶 
参考 书目 中 的 [1 雪 ，[18]，[14 或 [20] 里 找到 用 较 深 工 具 的 
简单 证 明 。 为 了 能 概括 更 广 的 一 些 代 数 结构 ， 如 整数 环 2， 
整数 模 πι 的 环 Ζω (oz 是 个 复合 数 ) 以 及 域 上 多 项 式 环 Ρ[α, 
有 Eco φ», .'', wr] 等 ,我 们 引进 了 交换 环 的 概念 ， 对 于 了 解 编 
码 理论 的 基础 部 分 来 说 ,一 般 的 群 ( 即 它 的 运算 不 满足 交换 律 
的 群 ) 和 一 般 的 环 〈 即 它 的 乘法 运算 不 满足 交换 律 的 环 ) 并 不 


ο 1. ο 


Ὅτε 


十 分 必要 , 因此 在 本 书 中 并 没有 讨论 ，. 对 于 一 般 的 群 和 环 有 
兴趣 的 读者 请 参考 书后 所 附 参考 书目 中 [1 起 或 [12] ,为 了 引 
进 同 余 类 环 , 同时 也 为 了 以 后 讨论 循环 码 的 需要 , 我 们 还 介绍 
了 理想 的 概念 ， 在 最 后 一 节 里 我 们 介绍 了 我 国 古代 数学 的 重 
要 成 就 之 一 一 一 孙子 定理 ， 并 着 重 指出 了 它 与 近代 环 论 中 环 
的 直 和 分 解 的 关系 . . 


51 域 的 概念 


我 们 从 大 家 都 熟悉 的 有 理 数 开始 讨论 我 们 不 是 考察 一 
个 一 个 的 有 理 数 ， 而 是 考察 有 理 数 的 全 体 记 组 成 的 集合 ， 我 
们 用 8 来 代表 有 理 数 的 全 体 所 组 成 的 集合 ， 我 们 知道 , 在 @ 
中 可 以 进行 四 则 运算 . 即 任意 给 了 两 个 有 理 数 a 和 5， 可 以 
对 它们 进行 加 法 运算 ， 得 到 它们 的 和 十 也 是 个 有 理 数 ; 可 
以 对 它们 进行 减法 运算 ， 得 到 它们 的 差 4 一 5 也 是 个 有 理 数 ; 
可 以 对 它们 进行 乘法 运算 , 得 到 它们 的 积 a.3 也 是 个 有 理 数 ; 
如 果 ὅ»40 的 话 , 还 可 以 用 5 做 除数 ,用 a 做 被 除数 进行 除法 
运算 , 得 到 它们 的 商 邓 也 是 个 有 理 数 ， 我 们 也 知道 ， 差 可 以 
表 成 和 的 形状 ， 即 如 果 用 一 表示 的 相反 数 (适合 条 件 
b 十 (一 0) 一 0 的 数 一 0), ΒΒΔ. α--δ--αἼ-(--δ), 这 样 4 减 5 所 
得 的 差 就 表 成 了 < 与 一 8 的 和 . 同样 , 商 也 可 以 表 成 积 的 形状 ， 
即 当 5 关 0 时 ， 如 果 用 5"! 表示 6 的 倒数 (适合 条 件 2.0-1= κ 


ΜΕ), λα σα. ῦἳ, ΧΕ αὶ ὁ 除 所 得 的 商 就 表 成 了 


a 与 67! 的 积 。 因此 在 有 理 数 的 四 则 运算 中 , 加 法 和 乘法 这 两 
个 运算 是 更 为 基本 的 . | 

”我 们 也 都 知道 , Q 中 的 加 法 和 乘法 这 两 种 运算 满足 以 下 
这 些 运算 规则 ; | 


T.1 对 任意 4, 5EQ, 有 
α--ὁὂ-ὖ--α (加 法 交换 律 ) 
1.9 对 任意 4&, 5, cEQ, 有 
(α--ῦ) -Γο--α--(0--ο). (加 法 结合 律 ) 
I.3 @ 中 有 一 个 数 , 即 0， 具 有 性 质 
αἱ-0--0--α--α,. 对 一 切 5cEQ. 
I.4 对 任意 acEQ, @ 中 有 一 个 与 它 相反 的 数 , 即 一 2, Ε 
有 人 性质 
α(--α)--(--α)--α--, 
Π.1 对 任意 1, 有 
αὐ--δα, (乘法 交换 律 ) 
Π.32 对 任意 gc b, οςΏ, 有 
(αὔ)ο-- α(δο), (3Ε 1ε 38 6-48) 
Π.9 人 中 有 一 个 数 , 即 工 具有 性 质 
α-Ἱ--1.0--α, 对 一 切 5cEQ. 
IT.4 对 任意 eaEQ 而 cx0，Q@ 中 有 它 的 一 个 倒数 ， 即 
ca ,具有 性 质 
σ.α-Ἱ-α 0 一 工 
ΠΙ. 对 任意 4&, 5, CEQ, 有 
a (b+6) --αὖ ἠ-αο, 
(6 -Γολα-- ba+ca. (3 8541) 
上 面 这 些 运 算 规 则 中 ,I 是 关于 加 法 的 ， 工 是 关于 乘法 的 ,I 
和 下 完全 是 平行 的 , II 是 说 乘法 对 于 加 法 来 说 是 分 配 的 . 
我 们 再 考察 实数 的 全 体 所 组 成 集合 ， 我 们 把 这 个 集合 记 
作 及 ， 我 们 知道 ， 在 及 中 也 可 以 进行 加 法 运算 和 乘法 和 运算: 
任意 给 了 两 个 实数 gc 和 2， 对 它们 进行 加 法 运算 , 得 到 它们 的 
和 Kg 十 8 也 是 个 实数 ， 对 它们 进行 乘法 运算 ， 得 到 它们 的 积 
α.ὐ 也 是 个 实数 ， 而 且 Ἐ 中 加 法 运算 和 乘法 运算 也 满足 上 面 


. 3. 


举 出 的 运算 规则 I，I，II， 当 然 要 把 其 中 的 8 改 成 
“我们 再 考察 复数 的 全 体 所 组 成 的 集合 ,并 把 它 记 作 0. 在 

4 中 也 可 以 进行 加 法 运算 和 乘法 运算 : ΤΗ Έα, 5E0, 它 
们 的 和 αἠ-δ 与 积 4*2 也 都 是 复数 , 而 且 O 中 的 加 法 运算 和 乘 
法 运算 也 满足 上 面 举 出 的 运算 规则 1, III， 当 然 要 把 其 中 
6 μι Ὁ, 

从 上 面 这 些 例子 ,我 们 可 以 归纳 出 " 域 的 概念 ， 
~ 定义 1 设 了 是 一 个 非 空 集合 ,的 成 员 岂 做 元 素 ， 假 
Ἐ7Ε Ρ 中 规定 了 加 法 和 乘法 这 两 种 运算 , 即 对 于 五 中 任意 两 
个 元 内 4 和 6, .可 以 对 它们 进行 加 法 运算 和 乘法 运算 , 把 加 法 
运算 的 结果 记 作 ec 十 2， 叫 做 它们 的 和 ， 并 把 乘法 运算 的 结果 
记 作 ga.6, 叫做 它们 的 和 权 ， 我 们 还 要 求 五 中 任意 两 个 元 素 经 
加 法 运算 和 乘法 运算 的 结果 仍 是 五 中 的 元 素 , 即 了 中 任意 两 
个 元 素 的 和 与 积 仍 都 是 也 中 的 元 素 ( 这 个 性 质 通常 称 为 万 对 
于 加 法 运算 和 和 屏 法 运算 是 自封 的 )， 我们 说 了 对 于 所 规定 的 
加 法 运算 和 乘法 运算 是 一 个 域 , 如 果 以 下 运算 规则 都 成 立 ; 

11 对 任意 4, 6EF, 有 

/ g++b=b+a, 
1.2 对 任意 5, οΕΡ, 有 | 
(ᾱ-- δ) }-ο-- α-Ι- (ὁ- ο): 
1.8 了 廊 中 有 一 个 元 于 ,把 它 记 作 0, 具有 性 质 
5 十 0 一 G， Χ- ας Ε. 

I.4 对 任意 4E 了 ,了 中 有 一 个 元 素 , 把 它 记 作 --ᾱ, 具 

有 性 质 | 
| 5 十 《一 0) --0; 
"πα 对 任意 & 20E 太 ,有 
α-ὂ--δ»α: 


II.2 Ντα, b, οΕΕ, 有 


(α.δ) «--α. (2.60): 
II.8 万 中 有 一 个 关 0 的 元 素 , 把 它 记 作 。 具有 性 质 
qe 一 4， 对 一 切 4EF， 

Π.4 对 任意 %E 卫 而 @#0, 五 中 有 一 个 元 素 , 把 它 记 作 

α, 具有 性 质 
| G0 .--ε: 
ΠΠ 对 任意 gc， δ, ες, 有 | 
α. (0-Γο)Ξ-ασ.ῦ--α.ο, 

值得 注意 的 是 ， 在 这 个 定义 里 ， 因 为 假设 了 加 法 交换 律 
1.1 成 立 ， 所 以 在 1.8 中 我 们 仅仅 要 求 gc 十 0 一 0， 而 略 去 了 
0-Γσ-α 这 一 要 求 ， 这 是 由 于 从 I.1 和 &+0=&g 可 以 推出 
0 -α--αι 同 理 , 我 们 在 I.4 中 只 要 求 a 十 (一 @) 一 0, 而 略 去 了 
(-α)--σ--ο 这 一 要 求 ， 因为 我 们 在 这 个 定义 里 假设 了 乘法 
区 换 律 卫 .1 成 立 ， 所 以 在 Π.8 中 只 要 求 g"e 一 ga， 而 略 去 了 
e.G 一 和 这 一 要 求 ;在 I 开 .4 中 只 要 求 gd 一 6 而 了 略 去 CT 一 6 
这 一 要 求 ; 1Ε ΠΙ 11 180 {455 Γ(ὅ--ο).α-θ-ἄ-γο σα -- 5 

基于 这 个 定义 并 根据 前 面 的 分 析 , 我 们 可 以 说 ,所 有 有 理 
数组 成 的 集合 @ 对 于 有 理 数 的 加 法 和 乘法 运算 来 说 是 一 个 
域 ,叫做 有 理 数 域 ; 所 有 实数 组 成 的 集合 及 对 于 实数 的 加 法 和 
乘法 运算 来 说 是 一 个 域 , 叫做 实数 域 ; 所 有 复数 组 成 的 集合 C 
对 于 复数 的 加 法 和 乘法 运算 来 说 也 是 一 个 域 , 叫做 复数 域 .我 
们 也 知道 B 是 0 的 子 集 , 而 了 及 中 的 加 法 运算 和 乘法 运算 即 是 
把 Ἐ, 中 的 元 素 看 作 忆 中 元 素 所 作 的 加 法 运算 和 乘法 运算 . 这 
时 我 们 说 及 是 《的 子 域 . 一 般 地 ,我们 有 下 面 这 个 定义 . 

定义 2 设 卫 是 一 个 域 ,而 Zoo 是 五 的 一 个 非 空 子 集 . 如 
果 2o 对 于 五 中 的 加 法 运算 和 乘法 运算 来 说 是 一 个 域 , 这 就 是 
说 ,对 Zo 中 任意 两 个 元 素 按 了 中 加 法 运算 和 乘法 运算 进行 运 


算 所 得 的 和 与 积 仍 是 Fo 中 的 元 素 , 而 且 五 中 的 加 法 运算 和 条 


法 运算 对 于 Fo 来 说 也 满足 定义 1 中 的 运算 规则 I ΤΙ, ΤΠ, φὲ 


们 就 说 wo 是 五 的 子 域 . 

值得 注意 的 是 , 设 厂 是 域 ,而 Fo 是 万 的 一 个 非 空 子 集 ,如 
果 对 于 五 中 的 加 法 运算 和 乘法 运算 自封 ,那么 要 验证 Ρο 
是 的 子 域 ， 只 要 验证 I.3, 1.4, ΠΤ.8, I.4 在 fo 中 成 立 就 
11 Υ, 因为 这 时 了 .1, 1.2, Π1.1, 11.2, JI 在 fo 中 自然 成 立 ， 

根据 定义 3, 我 们 可 以 说 及 是 0 ΤΙ, Q 也 是 0 的 子 
域 , @ 还 是 及 的 子 域 . 

为 了 搞 清楚 域 的 概念 , 下 面 我 们 再 举 几 个 例子 . 

” 例 1 考察 所 有 形状 
5 二 DA/ 2， α, bEQ | 

的 实数 的 全 体 所 组 成 的 集合 ， 把 这 个 集合 记 作 Q[w 21. 我 


_ 们 规定 @[vV 21 中 两 个 元 素 的 和 与 积分 别 是 它们 作为 实数 的 


和 与 积 。 我 们 来 验证 Q@[V 2 ] 对 于 实数 的 加 法 运算 和 乘法 运 
算是 一 个 域 , 因而 是 及 的 子 域 .首先 , 设 s+bV2, οἷ-άν 2 
εθ[ν 21,14 | 
(+bV 2)+(ctdav 92) 
--(α--ο)--(ὁ-κά)ν 2, 
(α-ἷ- ὃν 2) (ο--ζ αν 2) 
--(αο-- 90) -- (ad+ bc) Ἡ 3. 
显然 ec 十 o δ--ᾱ, σο--20ᾷ, ad 十 bcEQ, 因此 Q@[M 2] 对 于 加 
法 运算 和 乘法 运算 是 自封 的 , 其 次 , 还 要 验证 Q@[MV 2 1 中 的 加 


法 运算 和 乘法 运算 满足 运算 规则 I.3, 1.4, Π.8, II.4. 


显然 0=0+0w2EQFv 23]， 而 对 一 切 4bV2E€ 
Q[YV23]， 有 (4+bV2)+0=g+bV23， 因 此 了 I.3 成立 ， 
其 次 ， 对 任意 %+bV 2 EQ@ [V3],， 有 ~a+(--b)MV2E 
Q [vv 21, 而 


(α--ὃν 2) --[--α-ξ (--ὂ)ν 1-0, 
μι, 1.4 也 成 立 . 
本 以 平行 地 证 明 ΗΠ.δΊΊἩΠ.Α 也 成 立 ， 只 要 注意 1 一 1 十 
0V? EQ [V2]; ΠΠ αν ?2 EQIV?], α-!--ὸΨ 3-0 
时 , αἲ 一 20* 关 0, 因此 | 


a 0 
a mV 2 EQLV 21, 
ΠΗ (otbV DD) (pV 2). 
这 证 明了 Q@[V 2] 是 Β 的 子 域 


63 考察 所 有 形状 

α γώ δ, a, bEQ 
的 实数 的 全 体 所 组 成 的 集合 , 并 把 这 个 集合 记 作 8, 如 果 规定 
S 中 两 个 元 素 的 和 与 积分 别 是 它们 作为 实数 的 和 与 积 ， 这 时 
S 不 是 域 , 这 是 因为 S 对 于 乘法 运算 不 是 自封 的 ， 例 如 

M2:V2=MV4 
就 不 是 形状 a 十 $M 2 (α, 3EQ@) 的 数 . 
但 是 , 如果 考 察 所 有 形状 
αἼ-δὺ/ 3 -ο8/4, ab cEQ 

的 实数 的 集合 , 把 这 个 集合 记 作 QINw 2], 并 规定 Q@[3/3] 中 
两 个 元 素 的 和 与 积分 别 是 它们 作为 实数 的 和 与 积 ， 可 以 验证 
Q [V 2] 是 域 ， 请 读者 自己 验证 一 下 . 

例 3 考察 全 体 整 数 ( 正 、 负 整数 和 0) 的 集合 ， 并 把 这 个 
集合 记 作 Z， 圈 然 2 对 于 整数 的 加 法 运算 和 乘法 运算 是 自封 
的 ， 而 且 Z 中 加 法 运算 和 乘法 运算 满足 运算 规则 1.1, 1.9, 
1.3, 1.4, IT.1, 11.2, 11.9 ΠΠ. 但 是 在 ἆ 中 芽 .4， 却 不 成 
立 。 辟 如 , 2 和 任意 刺 数 之 积 都 不 能 等 于 1， 因 此 2 不 是 域 . 

下 面 我 们 经 常 要 用 到 关于 整数 分 解 的 一 些 性 质 ， 不 熟悉 
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这 部 分 内 容 的 读者 请 先 阅读 本 书 的 附录 二 . 

无 论 是 0, Β, Q@ 或 是 @[LV21, Q[IV2], 它 们 的 元 素 个 
数 都 是 无 限 的 . 但 在 编码 里 用 的 却 是 元 素 个 数 有 限 的 域 我 
们 有 

定义 8 设 卫 是 域 . 如 果 万 的 元 素 个 数 无 限 ， Ε ΛΙΠΗ , 
限 域 . 如 果 了 的 元 素 个 数 有 限 ， 忆 就 由 有 限 域 也 叫做 罗 ΚΕ 
(Galoig) 域 . | 

我 们 人 举 一 个 有 限 域 的 例子 . 

[4 设 2 有 是 一 个 给 定 的 素数 ， 令 2 表示 所 有 <2 的 非 
负 整 数 所 组 成 的 集合 

2 一 {0, 1, 2，…，1 一 十 } ， 
显然 按照 通常 的 整数 加 法 运算 和 乘法 运算 ，2 不 是 域 ， 因 为 
2» 对 于 通常 的 整数 加 法 运算 和 乘法 运算 都 不 自封 ， 下 面 我 
们 将 用 另外 的 方法 来 规定 6, 中 的 加 法 和 乘法 运算 使 2 成 

我 们 先 引 进 一 个 记号 ， 这 个 记号 今后 经 常 要 用 到 ， 设 a 
πι ὁ 是 两 个 整数 ,而 0-0, ΒΕΛΗ ὁ 去 除 a 所 得 的 商 是 g 而 
余数 是 7, 即 κ | 
ΜΠ ᾱ--ᾳὖ}-Υ, 0-!-«|δ], 
我 们 知道 , 9 和 7 由 & 和 唯一 确定 引进 记号 

r= (48), 
来 表示 用 ὁ 去 除 α 所 得 的 余数 
现在 设 c ὃς, 我 们 按 下 式 来 规定 4 与 5 的 和 (把 它 
记 作 45) 与 积 (把 它 记 作 ας δ): : 
gDb= (α--ὂὴρ, 
| α(»)ὃ -- (ζ.0),, 
我 们 也 常 把 5, 中 的 加 法 Θ 叫做 模 p 加 法 , ΤΙΣ Ζ, 中 的 冬 法 
所 员 做 模 2 乘法 。 我 们 来 验证 Ζ, 对 于 如 上 规定 的 加 法 和 乘 、 


法 运算 是 域 . 
首先 , 显然 有 
Ο--(αἼ-ὄδ}ρ-φ, Ο--(α-ὄὂ}ρο-φ. 
因此 7, 对 于 模 p 加 法 和 模 ?2 乘法 是 自封 的 . 
其 次 要 验证 如 上 规定 的 2» 中 的 模 2 加 法 和 模 p 36 Ἱδ ὑλ 
足 运 算 规 则 I,，IH, ΠΠ, 
先 证 I.1 和 II.1 成 立 ， 对 任意 4, 5E2,, 我 们 有 
a--b=0+o, αὐ--δα, 
因此 (6+B)p= (6+0)s {(α. )ρ'- (6°0),. 
这 就 是 说 a@Bb=b@a， αθὺ- Όωα. 
在 验证 I.2 和 了 开 .23 之 前 ,我 们 先 证 明 下 面 这 个 引 理 . 
引 理 工 ἦξαι, α,, δ 都 是 整数 ， 而 5 关 0。 ΒΡ (αι)υ-- 
(ά1)υ, 4 Η 1 δ[αι--α). 
ΙΕ, '(α1)υ--(αϑ)υ, 34Η 31 δ]|αι--αᾳ’ 这 个 命题 的 涵 | 
意 是 说 ο4 ὦ | σι-- σε 时 ，(ci)b= (ab δ (αι) (62) ιβ}, 
ja 一 aa 这 两 个 命题 同时 成 立 . 
根据 带 余 除法 , 可 以 设 
ai=q0+ a), Όςκ(αιδι«]δ]. 
α)--ᾳ1ὖηἠ-ίάυ)λυ, Ο-(αν)υ-«|ὀ|. 
ΒΔ. | 
Cd --ᾳ32-- (ᾳι--ᾳ2)ὂ {-(αι)ο-- (σι)υ. (1) 
当 ja 一 aa 时 ,由 (已 式 可 推出 ὦ | (ca) 一 (aa)b. 但 因 0<(caa)u 
(αο)υ«|δ|, 故 0< (84) 一 (42)b| 达 15|， 因 此 一 定 有 (4204 一 
(a2)bp， 反 过 来 , 当 (ά1)υ- (αο)υ Βή, 由 (1) 式 显然 有 51@1 一 as. 
这 网 证 明了 引 理 1, 
从 引 理工 可 以 推出 关于 符号 〈a) 5 的 运算 规则 , 即 
引 理 2 ἵζαι, α;, ὁ 都 是 整数 , ΤΠ 0-06, 那么 
* bla 表 示 a 能 被 整除 。 


(αι]- αι) υ”- ((αι)υ-- (69) ο), (2) 
(σ1ά9}υ-- (61) 5° (σο)ν)υ, (5) 
((2) 式 实际 是 两 个 式 子 , 等 号 双方 取 “十 号 得 到 一 个 式 子 , 等 
号 双方 取 ' 一 号 又 得 到 一 个 式 子 ， 以 后 出 现 符号 土 ' 时 ,也 
作 此 了 解 , 而 不 一 一 说 明 . ) 
证 .首先 注意 , 对 于 任意 整数 a, 根据 带 余 除 法 , 可 以 写 
a~gb+(a)s, Ο-(α)υς|δ|. 
因此 ὀ]α-- (α)ν. 
ΛΠ, ΒΗ 
(aai 土 oo) --((αι)ι-Ἑ (ca) ϱ) = (01— (αι)υ) + (Co 一 (Co)b) 
和 σιᾶ»-- (αι)υ(ϑ9)υ--σι(άᾳ-- (02)5) 十 (qi 一 (qa)b) (43)υ 
ἈΞ: ὁ 的 倍数 ,所 以 根据 引 理 工 就 推出 (2)，(3) 两 式 . 
”显然 ， 可 以 将 引 理 2 推广 到 m” 个 整数 αι(ό--1, 2, ''., τι) 
的 和 与 积 的 情形 , 即 | 
(ca 十 Ga 十 … 十 Cao) 一 人 (01)5 十 ga) 十 … 十 (an)a)b 
(άιᾶ»2--:αῃ)υ--((άι}υ" (49}υ'""(ἄλλνλυ. 
请 读者 自己 把 证 明 补 出 . 
现在 来 验证 在 ἄν 中 1.2 和 1.2 成 立 ， 由 2 中 加 法 运算 
和 乘法 运算 的 定义 可 知 , 对 任意 gs，2，cEZQo, 有 
(αζθὀ)Εϑο-- ((α-0)ρ-ο)», 
(e086) Oe= ((αὔ), ο), 
οςᾖ,, 所 以 (oo 一 2。 因此 由 引 理 2 推出 
(Cg 十 0)p 十 C)o 一 《人 (4G 十 0) -Γ6)ρ, 
((αὖ),-ο),-- ((αὖ) ο)». 
再 根据 整数 加 法 和 乘法 的 结合 律 可 知 
(α--ὃ) ἠ-ο--ᾱ-Ἴ-(δ--ο), 
(αὔ)το--α. (6ο). | 
内 此 ((α--ὂ) ἠ-ο}γ--(αἼ-(ὐἠ-0)λο, 
ο 10 5 


ο ((αὔ) ο)ρ-- (α. (06) )ρ. 
仍 根据 引 理 2 Ἡ 
(a+ (ὅ -ο))ρ”- (a+ (5 --σ)ρ)», 
(α» (ο) ρ-- (6. (96) ϱ),. 
再 根据 Ζρ 中 模 2 加 法 和 模 2 乘法 的 定义 有 
(a+ (ὁ -Ι-ο)ρ)ρ” ας (ο), 
(ᾱ: (δ6)ρ)ο--ας- (29). 
那么 从 以 上 请 式 立 刻 推 出 
(ας50) We= ας) (ὅςϑο), 
(ας δ) (9)6-- ας) (bE)0), 
这 证 明了 I.2 31 1.2 在 2 中 都 成 立 . 
το 先 来 验证 II 在 2, 中 成 立 ， 根 据 Z。 中 加 法 运算 和 乘法 
运算 的 定义 有 
/ ας) (690) = (α: (ὅ--6)ρ)». 
根据 引 理 2, 有 | 
(σα. (b+0)p)s (σα. (0+0))s. 
因为 整数 的 乘法 运算 对 于 加 法 运算 是 分 配 的 ,有 
g* (p+c) Ξαῦ--αο, 
因而 有 (α- (δη-ο))ο-- (ab+ao)y. 
仍 根据 引 理 2， 有 
(αὖ -αο)ρπ- ((αῦ)- (α0) 
再 根据 2, 中 加 法 运算 和 乘法 运算 的 定义 ,有 
((αὐ) ρ-- (αο)ρ)ρ-- 2 bPDa. 


那么 从 以 上 诸 式 推出 
6(9)(ὀ (ο) "αλα. 
这 证 明了 II 1ε Ζ,ΡΝΝ. 
再 来 证 明 在 2 中 I.3 和 II.3 成 立 , 显然 对 任意 &EQo 有 


α--θ-α. 


, 11» 


因此 αοθ- (ασ), (ὤλν-α, 对 任意 <E2o， 
这 表明 2 中 0 这 个 元 素 有 I.3 所 要 求 的 性 质 ， 可 以 平行 地 证 
明 2 中卫 这 个 元 素 有 工 .3 所 要 求 的 性 质 , 即 
oO1=a， 对 任意 acE2Z，. 
再 来 证 明 在 2; 中 I.4 成 立 . 对 于 任意 4a€2y, Εθςσ-«ρ, 
一 定 有 (2 一 opE2p， 显 然 有 
ας) (ρ--α) ντ (at (ρ--α)ν)ρ-- (0) 0. 
这 表明 对 于 任 一 给 定 的 4€2,， 2 中 《2 一 0)p 这 个 元 素 有 工 .和 
所 有 要求 的 性 质 . | 
最 后 来 证 明 2, 中 Π.4 成 立 ， 对 任意 saE2o ΤΙ α-κ0, ΒΙ 

0-α-ρ, 因 2 是 素数 ,所 以 (a, 1)" =。 那么 一 定 有 整数 0 和 
ὦ 存在 使 

| 1--σ6α--ἀρ. 
显然 p| (cz 十 ap) 一 cg。 因此 根据 引 理 二 有 

1-- (1}»-- (ct+dp)s= (σα), 

根据 带 余 除法 , 可 设 
| 0 一 42 十 (6), ὂς(ο)«ϱ. 

仍 根据 引 理 1 有 
| 1= (cm)yp= ((gp+ (0) 9)0) 9—= (4ρα-ἵ- (6) 1.) ν 

-((σ)ο'α)»--(α-(ό)ρ)». 


再 根据 Ζ, 中 乘法 运算 的 定义 ,有 
| (α: (ο)ρ)ρ--ας) (ο)ρ. 
因此 1 --α(9) (δ)ρ, ᾿ 


”这 表明 Ζ, 中 的 元 素 (0)。 有 工 .4 所 要 求 的 性 质 . 
这 证 明了 Ζ, 是 一 个 域 . 
”2 正好 有 2 个 元 素 , 因此 是 个 有 限 域 . 因为 素数 的 个 数 
是 无 限 的 , 而 对 任 一 素数 ， 我 们 都 如 上 定义 了 一 个 有 限 域 ， 所 
“(a, 9) 表示 a 与 2 两 个 整数 的 最 大 公 因 数 。 
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以 我 们 得 到 了 无 限 多 个 有 限 域 . 
特别 , 当 2= 一 2 时 ， 我 们 得 到 一 个 仅 含 两 个 元 素 0 和 工 的 
有 限 域 2， 它 的 加 法 表 和 乘法 表 分 别 是 


69 0 1 Ὁ, 0 1 
0 ο 1 0 ο 0 
1 1 0 1 ο 1 


加 法 吉 的 读 法 是 : 加 号 多 下 面 的 α(--0 或 1) 与 加 号 由 右 便 的 
6(==0 或 1) 相 加 所 得 的 和 4 十 ? 是 4 所 在 的 行 写 6 所 在 列 的 
Ἀ3ΕΠΟΆΚ. 因此 有 
0-0-0. 0-1--1, 1+0=1,，1+1=0. 
乘法 表 的 读 法 是 : 36.6 ΓΙΠΗΗ͂ αἷ--0 5ὲ 1) ΠΕ 5 ΘΗ 
δ(--0 πὲ 1)1ΗΞΕΡΤΊ3ΗΗΤ! α. 是 a 所 在 的 行 与 5 所 在 的 列 的 
公共 元 素 。 于 是 有 | 
0.:0=0， 0.1-0, 1»0-0, 1.1=1, 
值得 注意 的 是 ， 在 2, 中 ， 
| 1001 --0, 

当 2=3 时 ， 我 们 得 到 一 个 会 3 个 元 素 0， 1112 的 有 限 

域 2a， 它 的 加 法 表 和 乘法 表 分 别 是 


田 |0 1 2 @|0o 1 32 
0|01 2 ο | ο ο ο 
1 | 1 2 0 1 |0 1 2 
οἱ 2 ο 1 2 | 0 2 1 
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在 Co 中 ， κ 1Φ191”-0 


一 般 地 ,在 2, 中 ， | 
1Φ1Φ.: ΦΙ-- (11-1---ἠ-1ρ-- (p)s=0, 
一 一 一 RE 
ρΤ1 Pp 个 1 


这 一 点 与 @, B 以 及 C0 中 的 加 法 很 不 一 样 . 
一 个 自然 发 生 的 问题 是 ， 如 果 在 上 面 的 讨论 中 用 一 个 复 
合 数 ( 既 不 是 二 也 不 是 素数 的 正 整 数 叫 复合 数 )m 来 代 瞧 素数 
2, 即 令 
m= {0, 1, 2. m—1} 
并 按 同 样 方法 来 规定 Zr 的 加 法 运算 和 法 运算 即 如 果 
α, ὂξζῳ, 规定 
ca 一 (十 0 思 m， 
| | ας)ὂ = (α.θ)ι, | | 
并 把 它们 分 别称 为 模 mw 加 法 和 模 m 乘 法 .我 们 问 这 时 2Zm 是 
不 是 域 ? 仔细 检查 一 下 上 面 的 证 明 可 以 看 出 Zw 对 于 如 上 规 
定 的 加 法 运算 和 乘法 运算 都 是 自 寿 的 , 而 且 上 面 大 于 了 上 1Η. 1, 
1.2, 工 .3 和 II 在 人 中 成 立 的 验证 可 以 原封 不 动 地 搬 到 Zr 
上 来 , 但 是 在 2m 中 , Π.4 却 不 成 立 ， 实 际 上 , 因 公 是 复合 数 ， 
m 就 有 一 个 真 因数 分 解 
m=mma, Ἱ «πι, Mm 
因此 maz， m2 € Lm. 于 是 
Mmm = Mi 13) m= (MmM) m= 0. 
显然 ms 到 0， 但 对 于 ms 不 可 能 有 m21 ΕΖει 18 πιρώ)πιΣ'-- 1; 
因为 否则 将 有 
ο. ποιο ) 
= (Mmm) Om =00ma =0, 
这 与 1<m 达 m ΗΕ. 因此, 当 么 是 复合 数 时 ，2v 不 是 域 ， 
我 们 往往 把 定义 1 中 的 Π, ΠΠ 叫做 域 的 公理 . 大 家 和 都 


ο 14. 


知道 , 有 理 数 的 加 法 运算 和 乘法 运算 , 实数 的 加 法 运算 和 乘法 
运算 ， 以 及 复数 的 加 法 运算 和 乘法 运算 所 满足 的 运算 规则 不 
只 有 1 Π, ΤΠ 中 这 几 条 . 但 我 们 说 I ΗΠ, 111 这 几 条 是 最 基 
本 的 ， 其 余 的 一 些 加 法 和 乘法 运算 的 规则 可 以 从 它们 推导 出 
来 ， 因 此 我 们 把 它们 抽出 来 作为 域 的 公理 ， 这 样 在 我 们 验证 
一 个 定义 了 加 法 运算 和 乘法 运算 的 集合 是 不 是 域 时 ， 队 了 验 
证 这 个 集合 是 不 是 对 于 加 法 和 乘法 自封 之 外 ,只 要 验证 上 Ἡ, 
HI 是 否 成 立 就 行 了 ,而 无 须 检验 其 他 运算 规则 是 否 成 立 .下 
面 我 们 从 域 的 公理 出 发 来 推导 域 的 另外 一 些 运算 规则 ， 我 们 
把 它们 归纳 在 下 面 三 个 定理 里 . 

定理 1 设 卫 是 任意 一 个 域 ， 那 么 

i) δ 中 适合 条 件 

& 十 0 一 C， 对 一 切 CE 

的 元 素 0 是 唯一 确定 的 . 

η) 对 于 任意 %E€8, 了 中 适合 条 件 

α-- (--α)--0 

的 元 素 一 上 是 唯一 确定 的 . 

1) 五 中 不 等 于 0 而 且 适 合 条 件 

α.ε-α, 对 一 切 &aEF 

的 元 素 ο 是 唯一 确定 的 . 

iv) 对 于 任意 aE 了 而 4 大 0, 了 中 适合 条 件 

a*0 1-6 

的 元 素 α-’ 是 唯一 确定 的 ， 

πε, 设 五 中 有 元 素 0 和 0' 分 别 适合 条 件 

σ.θ-α, 对 一 切 ας Ες 
α--θ0--α, Ἀ-- τας ΕΕ, 
在 前 一 式 中 令 &=0， 有 
0 十 0 一 0 
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在 后 一 式 中 令 4 一 0, 有 


0+0'=0. 
但 是 根据 I.1， 有 | 
. ϱ/--0--03-0'. 
因此 一 定 有 0=0. 
这 证 明了 上 成 立 . 


对 于 任意 aE€F8, ἐξ ΡΠ -< 和 2 有 性 质 
: α-- (--α)Ώθ, 0 十 0 一 0 
那么 | 
ο ὁ- δες ὸ- (a 二 (一 a))= (ὁ--α) - (--α) 
--(αἠ-δ) ἡ-(--ᾱ)--0ἠ-(--α) | 
--(--α)-ο----α 
这 证 明了 1) 成 立 . 
完全 可 以 平行 地 证 明 14) 和 ἐν) 也 成 立 ， 我 们 就 不 重复 
了 . 
基于 定理 1, 我 们 可 以 给 出 下 面 这 个 定义 . 
定义 4 设 五 是 任意 一 个 域 ， 五 中 适合 条 件 
a+0=g， 对 一 切 4EE 
的 唯一 的 那个 元 素 0 叫做 卫 的 零 元 素 。 对 任意 ας, η 
适合 条 件 
46 十 (一 0) -θ 
的 唯一 一 的 那个 元 素 -αΙΜΜαμ η ξ. 7 中 适合 条 件 
σ.θ-α, 对 一 切 a€EF 
的 唯一 的 那个 关 0 的 元 素 。 叫做 五 的 单位 元 素 , 对 任意 GE 了 
而 gx#0, Ρ 中 适合 条 件 
α.α -ο 
的 唯一 的 那个 元 率 α- 叫做 & 的 北 元 素 。 
定理 2 设 五 是 个 域 , 那么 在 中 以 下 运算 规则 也 成 立 . 
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Ὁ 加 法 消去 律 。 设 4, δ, c 是 五 中 任意 三 个 元 素 。 如 果 
ἄ--ο--δ-ἠ-ο, 那么 一 定 有 6 二 5. 
ii) ἘΠ} 1. Ὁ α, ὑ, ο 是 不 中 任意 三 个 元 素 ， 而 
ϱ-0. 如果 ac=bc, 那么 一 定 有 4=6. 
ii) α.0-θ, 对 任意 4 EF 
iv) 设 &, 98E8， 如果 αὐ--θ, 那么 一 定 有 4=0 或 6=0， 
证 ， 设 4 十 c=0 十 c, 那么 
α-α--θ--α--(ο-- (--9)) Ξ- (α--ο) -- (--δ 
-(0--ο)-- (--ο) Ξὐ--(ο- (-ο)) -ὐ--0--ὂ, 
这 证 明了 了 写 . 
ἘΣ ce=pc, 而 c 关 0, 那么 
α-- α.ἐ--α. (0.01) -- (ᾳ.ο) «ο-ἳ 
--(δ.0).«ο-.--ὐ.(6.03) --ὂ.ος-ὃ. 
这 证 明了 11), 
对 任意 &E€， 我 们 有 
α.0-Γ0-α.0--α.(0-:0) -α.0--α.0, 
1 ΒΗ 1} 可 推出 &:0=0.， 这 证 明了 11), 
最 后 , 如果 αὐ--θΤῃ α-ο, 那么 利用 让, 可 从 
α.ὐ-- 0--σα.θ 
推出 6=0, 因此 iv) 10Η, 
从 定理 2 中 的 i ἈΠ), 即 加 法 消去 律 和 乘法 消去 律 ， 可 
以 推出 下 面 这 个 重要 的 事实 
系 理 1 设 卫 是 个 域 ,而 Zo 是 也 的 一 个 子 域 ,那么 了 的 
零 元素 和 单位 元 素 一 定 都 属于 Fo， 而 且 分 别 就 是 Fe 的 零 元 
素 和 单位 元 又 . | | 
证 ， 设 0 是 五 的 零 元 素 ， 而 0。 Εο ή Ἔ πι η. 因为 
06oEF 而 0 是 了 了 的 零 元素 , 所 以 根据 I.3 有 0o 十 4=0o。 又 因 
为 0 是 Fo 的 零 元 素 ， 仍 根据 I.3 有 0ο-0ο”-0ο. 因此 0 十 0 
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---. 


一 0o 十 0 那么 利用 加 法 消去 律 耽 得 出 0=0。. 
同样 方法 可 平行 地 证 明 五 的 单位 元 素 一 定 属于 Ρο, 而 且 
也 就 是 Fe 的 单位 元 素 . κ 
从 定理 2 中 的 证), 可 推出 下 面 的 
系 理 2 ΕΡΕ} Βὶ, 4E 了 而 4 关 0。， 那 么 a 的 逆 元 素 
da- 也 一 定 天 0、， 
证 ， 假 定 e+= 0, 12:11 ε--σα-.--α.0--θ, 但 在 域 的 公 
理 Τ1.8 中 要 求 e 头 0， 因此 一 定 有 0 1 天 0. 
定理 3 设 了 五 是 一 个 域 . 那么 在 中 以 下 运算 规则 成 立 : 
1) 一 (一 0) =6, 对 任意 %ER. 
1) 一 (g 十 5b) 一 (一) 十 (一 0), 对 任意 64, 6EF. 
11) &( 一 2) 一 (一 4)5= 一 (qb), 对 任意 4, bE 
iv) 《一 @) (一 90) =ab, 对 任意 4, δε, 
ν) (ac 下 -= oa ΧΕ ας Ρ ΠΠ α-εΏ͵ 
τι) (αὐ)-1--α-!δ-1 对 任意 @ δΕΕ ΤΠ α-θ, ὃ30, 
νι) (--α)-᾽-- 一 ar 对 任意 6EF 而 60. 
证 ， 我 们 有 | 
α-- (--α) --θ, --(-α)τ (--α) το. 
因此 --(--α) {-(--α)--ατ (--α). 
再 利用 加 法 消去 律 ， 从 上 式 了 就 推出 
-(--α)Ξ-α, 
这 证 明了 外. 
| 其 次 ,我 们 有 
(σα ϐ) -[(--α)--(--0)1 
-[(α--δ)τ(--α)]-- (--ὂ) 
-[(0--α) 十 (一 功 ] 十 (一 中 
--[ὅὁ--(α-- (--α)) 1 (--δ) 
-(0--0)-ς(--δ) 一 0 十 (一 中 = 一 0. 
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但 是 另 一 方面 , 显然 有 κ 
(α-- ὃ) Ἴ- [--(αἲ- δ)1 --0, 


因此 有 (a+b)+[— (ob)] 
-(αγό)-γ[-α)-ε(-)], 
再 利用 其 法 消去 律 就 推出 
一 (C 十 妇 一 (一 9) 十 (一 站)。 
这 证 明了 Ὁ), 
我 们 有 


0--α.θ--α- (b+ (-- ϐ)) --αὐ}-α(--δγ. 
0--αὖ -- (--(αὐ)). 


因此 αὖ --α(--- δ) --αὖ-- (--- (ab)), 
青 利用 加 法 消去 律 束 推出 
α(--ὂ) = — (ab). 


同 理 可 证 (一 @) «ὃ-- --(αὔ), ΑΗ 1) 也 成 立 , 

利用 13) 711) 又 可 推出 

(-α)(--ὁ)----(α-(--ὁ)) 一 一 (一 (cb)) --αὖ, 

因此 iv) 也 成 立 . 

ν) 和 vi) 可 分 别 仿 照 i) πι) 的 证 明证 之 ， 我 们 就 不 重 
复 了 . | 

至 于 νη), 对 任意 ος δ ΤΠ απ0, 根据 iy) 我 们 有 

(-ᾱ)(--α-.)--σα-.-6, 

因此 有 (一 号 一 一 一 0 

这 样 定理 8 就 完全 证 明了 . 

在 本 节 开 始 时 , 我 们 就 曾 指出 , 在 有 理 数 域 中 ， 利 用 相反 
数 和 倒数 可 以 将 减法 运 筑 和 除法 运算 分 别 用 加 法 运算 和 敢 法 
运算 表 出 ， 在 任意 域 了 中 , 我 们 也 可 以 利用 负 元 素 和 逆 元 素 
来 引进 减法 和 除法。 即 , 如 果 @ ὄξς ΖΡ, 那么 定义 
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ᾱ--δ--α-(--δὴ, | 
τν 0ο, 那么 定义 
α--)τ- οὗ. 
从 域 中 加 法 运算 和 乘法 运算 所 满足 的 运算 规则 ， 即 域 的 公理 
和 上 面 的 三 条 定理 中 的 规则 , 还 可 以 推出 域 中 加 、 减 、 乘 、 除 四 
则 运算 所 满足 的 有 理 数 域 中 四 则 运算 的 另 一 些 规 则 .例如 ， 
对 域 中 任意 三 个 元 素 4, 8, ο, 我 们 有 
6 一 (十 c) 一 4 一 0 一 0， 
5 一 (0 一 一 4 一 0 十 6， 
α(0--ο) --αὖ--ας, 
4 一 (pc) 一 CD 如 果 0 关 0， c*0, 
αι (ὅ--ο) - οὐ”, 如 果 050, ο--0, 
等 等 ， 
设 4 是 域 环 中 任意 元 素 ， 而 是 任意 正 整数 ， 我 们 还 约定 


“把 n 个 4 之 和 


C 十 4 十 … 十 2 
| nN 个 a 
简 记 作 πα, ΒΕ 
πα--σ--α--...-ᾱ, 
% 个 
“并 规定 0 个 & 是 正中 的 零 元 素 0, 即 
| θα --0. 
注意 上 式 左 侧 的 0 是 整数 0， 而 右 侧 的 0 是 域 丰 中 的 零 元 素 。 
仍 设 n 是 正 整 数 ,那么 一 n 是 负 整 数 , 我 们 定义 
(—n)a= — na), 
那么 我 们 有 以 下 这 些 运算 规则 
i) 对 任意 a E88, 任意 整数 mw 和 nn, 都 有 
(m+n)g= mg nd, (MN)G=m NG),. ' 
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4) 对 任意 a4, 5EF, ΜΕΝ, 都 有 
τν(α -- δ) --πα-- πὸ, 
11) 对 任意 4@, EB, 任意 整数 m 和 m， 都 有 
(σπα) (nb) = (ηνα) (αὖ), 


仍 设 4 是 域 到 中 任意 元 素 , 而 是 任意 正 整 数 . 
约定 把 nn 个 a 之 积 
σα. "νι: 8 Ω 
一 一 一 一 … 
πα 


简 记 作 a"， 即 定义 


nN 个 a 
当 απ-θ 时 , 我们 还 规定 
qd --θ, 
am 一 (0 3)". 
那么 我 们 有 下 面 这 些 运 算 规则 . 
Ὁ) 对 任意 E78, 任意 整数 mw 和 mn, 都 有 
QT 0 0", 
om 一 (om 
而 当 &=0 时 , 我 们 还 要 求 %w 和 nn 虱 20. 
η) 对 任意 &, 了 EF, 任意 整数 m, 都 有 
(00) "= a" 0", 
而 当 4=0 或 5=0 时 ,我 们 还 要 求 m0. 


我 们 还 


iii) 二 项 式 定理 。 对 任意 4, ὃς ἤ, 任意 正 整 数 τ, 都 有 


pe 


n 
ἐξ 


ΙΙ i 个 来 的 方法 数 ， 


亦 称 乞 中 取 4 的 组 会 数 ， 邵 


人 局? 
ΠΗΤΠΟ ΤΗ 


ο 914 


上 面 这 些 运 算 规 则 的 证 明 , 除了 二 项 式 定理 之 外 , 都 非常 
容易 。 至 于 二 项 式 定 理 的 证 明 , 在 任何 一 本 中 学 代数 课本 上 
都 可 以 找到 ,那里 的 证 明 可 以 原封 不 动 地 搬 到 任意 域 上 来 , 因 

此 我 们 就 不 重复 了 。 κ 


$2 多 项 式 和 有 理 分 式 


设 五 是 一 个 预先 给 定 的 域 ,而 % 是 一 个 符号 (或 称 文字 )， 

设 纪 是 个 非 负 整 数 , 形 如 
ας, mEF 
的 式 子 , 叫做 系数 属于 卫 的 \ 符 号 ) w 的 单项 式 。 而 有 限 个 系 
数 属 于 不 的 单项 式 aoz0，aao+t，cao2，…，dn 《其 中 多 是 任意 
非 负 整数 而 co αι, 4s,…, an EF) 的 形式 和 κ 
Com 二 QT 十 Qa 十 十 Qn" (1) 
就 叫做 系数 属于 的 w 的 多 项 式 ,或 简称 域 了 上 的 ww 的 多 项 
式 ， 在 多 项 式 ( 了 中 ,aw' 叫做 它 的 4 次 项 , a 叫做 它 的 4 次 项 
的 系数 . 当 w=e 时 , 记 e =42。 今后 我 们 约定 = 一 6 为 二 中 
”的 单位 元 素 , 记 aoz 0 为 mo， 并 将 对 记 作 α, 那么 多 项 式 (了 又 
可 写作 
do 十 0G40 十 Ca0 十 十 Goom 

我 们 往往 用 省 略 记 号 Γ (ο), σίω), πίω); Γιο), 等 等 来 代 
表 多 项 式 . | 

设 f(w) 和 g(w) 是 上 的 w 的 两 个 多 项 式 、 如 果 除 去 系 
数 等 于 域 王 中 的 零 元 素 0 的 项 以 外 ,它们 同 次 项 的 系数 都 相 
等 ,我 们 就 说 f(z) ἯΙ σία) 相等 ,也 说 f(z) 和 glw) 是 同一 个 
”多 项 式 , 记 作 

| Ρα) --σ(α). 

特别 ，. Go 十 Ga 十 0az2 十 … 十 Go， GE 万 


和 Co 十 Ca 十 Ca02 十 十 oa 十 Oon+1 
“0513. ... |.0 ο την 
ἘΞ 18 4 {8 αρα 
ΤΙ 9 |185{536 5} ΚΤΗΣΗ 45 ΠΠ τὰ 
[(α}--αο-Ἴ-αιο-!-αχοῖ---..}-α) ο” 
简 记 作 f (0) ~ Ya. 
如 果 去 0， 我 们 就 说 f(w) 是 nn 次 多 项 式 ， 记 作 09?f (wm) ==n， 
并 说 m 是 Fe) 的 首 项 系数 . 当 f(w) 的 所 有 系数 都 是 0 时 ， 
ΠΡ (ο) 是 零 多 项 式 ， 仍 用 0 来 代表 它 ， 并 规定 6°0= 
我 们 把 上 的 多 项 式 的 全 体 所 组 成 的 集合 记 作 ΡΤαΊ. 
下 面 我 们 来 规定 了 [wj] 中 的 加 法 运算 和 乘法 运算 ， 设 (ο) 
9(w) 是 一 Lo] 中 任意 两 个 元 素 , 并 设 
f= Σα, go) -- δλδ), 
令 Μ-τιαχ(η, πι), ΗΠ "ἐπιβῇ, Μ 就 是 2 和 和 中 较 大 的 
更 个 数 , ΠΠ Σ ητ-πι 时 , Mn 一 m， 置 
Ζῃμι--Ώμια--“'“--ῶὤμχ--Ὁ, {π}ἑ τος ΛΙ, 
Dnti1™—= bmt2= "= Ox = ? {μπι , 
那么 可 以 将 jw ΛΙ σία) 写成 


γί) = Ya, φ(ο) -Doe 
我 们 按 下 式 来 规定 f(z) 和 yg(w) 的 和 , 并 将 这 个 和 记 作 
{( +9(0) --) (tbh). 


显然 f(D) 十 g(w) ΕΕ[α], ΒΝ Ε[οῚ 对 于 如 上 所 定义 的 加 法 运 
算是 自封 的 ， 再 置 


dni1i™— Cnta™—*** = Qn+m= 0, 如 果 1:51, 


» 3 ο 


| ὄρι-δριο-:''--ὄμι-0, 41 ΣΡΙ, 
那么 可 以 将 了 (w) 和 g (%) 写成 


/ίο) - αρ, σία) δρ, 
我 们 按 下 式 来 规定 Γ(α) 与 g(o) 之 积 ,并 将 这 个 积 记 作 
ο) ο = ΣΣ αι.,)α' 


显然 f(w) «σ(ο) Ε Ε[α], ΒΙ Ε[α] 对 于 如 上 所 定义 的 乘法 运 
算是 自封 的 . 更 进一步 还 可 以 证 明 

bo(f (oz) --σ(ϱ)) «τιαπ(ϑθΡ(α), yg (2)), 

O° (fw) «φ(α)) =0°f (0) Γδ'ρ(α). 


”不 难 验 证 如 上 所 规定 的 了 [w] 中 的 加 法 运算 和 乘法 运算 


满足 运算 规则 I.1, 1.2, 1.8, 1.4, I.1,，IT.2,，IT.3 和 ΠΠ. 
但 在 了 [w] 中 , 开 .4 却 不 成 立 ， 实 际 上 , αἸξ Ρία] 中 就 没有 
逆 元 素 ， 如 果 了 (mw) ΕΕ[α] 是 % 的 道 元 素 , 即 2:f(w) =e， 那 


么 3°(wf(w)) --95ε, 但 Bo(of(o)) --θύα--θύγ(ω)»»9!ω--1, ΤΙ. 


8% 一 0、 这 是 不 可 能 的 。 ΒΑΛΤΕ ΕΙ] η Η.4 不成立, 因此 
了 [wj] 不 是 域 ， 
因为 了 [2] 中 有 头 0 的 元 素 在 了 [sw] 中 没有 道 元 又 ,所 以 
不 能 象 $1 中 对 于 域 所 做 的 那样 ， 利 用 道 元 素 通 过 乘法 运算 
来 引进 除法 ， 但 是 和 4 中 一 样 , Ρ[α] 中 也 有 带 余 除法 ， 
ο ο ο πο 是 也 [w] 中 的 两 个 多 
项 式 ， 而 5(o) 了 0， 那么 了 [wz] 中 有 唯一 的 一 对 多 项 式 4 (9) 
ΤΙ γ(α) 具有 下 面 的 性 质 . | 
α(α) --σ(α) (ο) (ο), r(x) «δ0δ(2). (2) 
”证 ， 先 对 a(w) 的 次 数 用 归纳 法 来 证 明了 [wj] 中 有 一 对 其 
有 性 质 (2) 的 多 项 式 g(w) 和 7(4%). 
当 gra(o) «θοὺ (ο) 时 ， 取 9(o) =0, τ(α) --α(ο), (3) 8 


ο 294». 


| EM et 


成 立 . 
τή 0 α(α) 6 δ() 时 , 设 
σ(ᾳ) Ξ-αρ--αια-Γσοσλ--..- --- αφ", 
ὃ(ῶ) 一 po 十 DZ 十 D222 二 .十 DO 
α,--θ, ὄμπεο ΒΑ η σπν 8 
αι(ω) --α(ᾳ) — nbn α "6 (α) 
那 久 δαι(α) <n 一 1， 根据 归 纳 法 假设 ， [Iw] 中 有 一 对 多 项 
式 σι() 和 71(%) 使 
Q1(%) --ᾳι(ῳ)δ(ῳ) Γι (α), 


Dr (α) «ΘΡὂ (ία). 
于 是 a (%) 一 [ao 二 goO)] CC) + ει(α). 
令 φ(ῳ) -αμόπ ap HOC) τ(ῳ) πια), 


πλ, Ἢ (2) αΝ. 

再 证 明 具 有 性 质 (2) 的 多 项 式 对 9g(w) Τ τα) 是 唯一 的 . 
设 有 男 一 对 多 项 式 φι(ῳ) 和 ri(w) 使 

α(ῳ) --ᾳι(ῳο)δ(α) τι (2), 
δι (2) «6 (7). 
那么 (q(%) -- φι(ῳ)}ὂ (α) = --η(ῳ) τα), 
于 是 δυ[(ᾳ(2) --Φι(αὴ) «ὃ (α)] --θ9(--γ(ο) ἠ-τι(α)). 
但 
δ9(--γ(ω) ἠ-τι(α)) «τιακ(θθεη(α), δύγι(α)) «Θ'δ(α), 
因此 O°[g (α) —g1(%))*b(%)] 
~0°(g(2) --φι(ῳ)) ἠ-ϑ"ὂ(α) < bx), 

所 以 一 定 有 9(2) 一 qi(%) =0， 即 gq(%) 一 qi(%)、 因 而 也 有 
γ() --τι(ῳ), χχ “ΕΠΗ Τ ΛΕΒ 1. 

定理 1 中 所 得 到 的 9(w) 叫做 用 5(w) 做 除 式 去 除 被 除 式 
α(ῳ) 所 得 的 商 , 而 7 (0) 叫做 用 5(w) 去 除 4(%) 所 得 的 余 式 ， 
我 们 记 


γ(ῳ) --(αἴα)λκο, 
而 (2) 就 叫 带 余人 除 法 算式 . 
系 理 Υξαιίω), αοίῳ) Τι ὃ (ο) 都 是 了 iw] 中 的 多 项 式 ， 
而 6(w) «0, 那么 | 
(σι(ω) 3- α1(α) ) ww) = (αι (8) }ικα-Ε (42 (0) ) vz), 
(αι(ῳ) * G2 (8) ) xz) 一 ( (αι (0) ) uz)* (02 (9) ) bz)) κα}. 
”证 .根据 定理 1, δὲ ΜΙ 
αι(α) = q1(%)0 (ο) + (G1 (8)) te, 
0 (@1(%) ) un <0°0(%), 
α2(ῳ) 一 99 (ω) ὃ () + (α2(ω)) ws, 
D (α»(α) κο --θ'δ (ία), 
那么 αι (7) 5 αχ(ῳ) -- (gq1(%) + gqg2(%)) 0(%) 
二 (Qi1 (0) )wuw 二 (G2 (7) ) ur). 
ΒΗ Θϑ((αι(κ)γκαγ5Ε (ααίσ)λλκω}) κ 
«τηαχ(θ)(αι(Ω))υων, (αν (0) κο) «δ (ο)... 
那么 根据 余 式 的 唯一 性 就 有 ! 
(αι (ῳ) + αα(ῳ) να) = (4ι(Φ)})κα;-Ε (02 (2) ) καν. 
其 次 ,我 们 有 
αι (ο) «αρ(α) -- (φι(α)φ»(α) ὃ (α) 
+ 91(%) (α2{(Φ) ) vem) + 92 (2) (αι (0) λυ) ὃ (9) 
| 十 (ai(z) ) ws) C02 (ο) 1 δα)». 
根据 定理 1， 可 设 
(αι (0) ) ves) (Gam)) bw) = 93 (2) δ (ο) 
+ ((@1(%)) ue) Ta (0) ) oem)) bw 
那么 @1(%) 'σε(ϱ) = (αι(ῳ)φο(α) ὁ (ῳ). 
+g1(7) (Gam) καν + 2 2) (41 (α) ) ws) 
+ ga(7))2 (8%) + ((αι (Ὁ) )ocs) (C2 (0) ) cw)) (αν. 
但 O° ((αι())ύζα; (C2 (2) } υἱαν) κο ὃ(α), 


ο 28 ο 


仍 根 据 余 式 的 唯一 性 就 有 
(αι(Ώ) » Wa (mW) ) pcs) = ((αι(α))κα»(α» (0) ) ικα) DC2Z)， 
这 个 系 理 也 可 以 推广 到 % 个 多 项 式 @(z) (ὅσα, 2 人) 
的 和 与 积 的 情形 , 即 | 
(αι (ῳ) + 2p) + + ᾱμ(α) }1α; 
一 《Ga (0) ) ns (2 (0) λε + (αν (0) uc), 
(αι(ῳ) Ga(T) τον. Qo(T) ) bo) 
= ((Q1 (8%) ) bn" (69 (0) ) bo (Ωμ (0) ) pcw)) xz)。 
这 两 个 式 子 的 证 明 请 读者 自己 补 出 ， 定 理 1 的 系 理 和 上 面 这 
两 个 式 于 以 后 经 第 用 到 , 硕 望 读者 能 把 它们 记 住 . 
还 应 该 指出 ， 定 理 1 中 的 归纳 证 明 实 际 上 给 出 了 具体 求 
9 (wz) ιτ) 的 方法 。 我 们 举 一 个 例子 来 阐明 这 一 点 、 设 
下 一 4 在 2&2[z] 中 取 
α(ω) = 二 2 十 2 十 0 十 1， 
(ο) --α}-Φ--1, 
我 们 可 以 按照 下 面 的 算式 ( 通 销 叫做 紧 式 ) 来 进行 带 余 除法 : 


tw] | 二 wt 1 十 1 ο ---α--ι 
ΡΝ 十 人 十? 
| οἱ Πω 1-1 
wt -- οὐ --ᾱ 
vw 十 十 十 1 
σ᾽ 十 必 十 二 
vp 
于 是 求 得 商 φίῳ) --αο +¢ 十 1 
和 余 式 (ο) τα 
所 得 结果 可 以 写成 模式 


» ΟἹ υ 


ο {αὐ ἠ-ο------ (w2 十 vw 十 1) (αὖ {-ς--1) - γα”, 
为 了 书写 和 计算 的 方便 ,我 们 约定 将 了 [tj 中 的 % 次 多 项 


式 | 
ao 十 0 ιο 十 … 十 aa 十 Go 

简 记 作 QnGn-1* "G100. 
例如 ,可 以 把 Zs[w] 中 的 多 项 式 

-ΩδΗ-α }-ᾱ5--1 
和 αὖ |-ᾳ--1, 
分 别 简 记 作 110101 
和 1011, 


同时 , 上 面 用 2 十 % 十 1 去除” 十 vw 十 十 1 的 带 余 除法 的 ΠΕ 
式 也 可 以 用 下 面 的 简 式 来 代替 . 
1011110101111- 
1011 


11001 
1011 


1111 
101 1 


1 


既然 Ε[α] 和 2 一样 也 有 带 余 除 法 ， 所 以 也 可 以 平行 地 
讨论 Ε[σ] 中 的 整除 性 、 因 式 、 倍 式 、 最 高 公 因 式 、 最 低 公 倍 式 
和 不 可 约 多 项 式 等 概念 . 

首先 ， 当 (2) 中 的 (2) =0 时 ,我 们 就 说 5(w) 是 a4(w) 的 
因 式 , 或 alw) 是 8(zw) 的 信 式 , 也 说 σ(α) 被 5(w) 所 整除 ,或 
b(w) 除 得 尽 a(w), 并 用 符号 

δίῳ) |α(ῳ) 
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来 表示 .我们 还 用 符号 
δ(α)α(α) 
来 表示 kz) 除 不 尽 α(α), ΠΡΙ δίῳ) 去 除 α(ω) 所 得 的 余 式 
站 0。 显然 如 果 δίῳ) 是 a(w) 的 因 式 而 a(w) 天 0， 那么 一 定 
有 
ob (ο) S00 (8). 

设 a(w), ὃ(α), οίῳ) 都 是 了 [wz] 中 的 多 项 式 ,而 c(%) -ἑ0. 
如 果 c(w) 既是 clw) 的 因 式 , 又 是 5(w) 的 因 式 , 我 们 就 说 c(w) 
是 a(z) 和 2(w) 的 公 因 式 .。 当 gal(w) 和 5(w) 不 全 等 于 0 时 ， 
aktz) Ἠι ὑ(ῳ) 的 公 因 式 中 就 有 一 个 次 数 最 高 的 而 首 项 系数 等 
于 ο 的 ; 我 们 把 它 叫 做 a(w) ΤΙ δία) 的 最 高 公 因 式 , 并 用 符号 

(α(α), δ(φ)) 
来 表示 . "α(α) 和 δία) 都 等 于 0 时 , 那么 任何 一 个 多 项 式 
都 是 它们 的 公 因 式 ， 这 时 % 和 2 没有 最 高 公 因 式 ， 因 此 符号 
(0, 0) 没有 意义 . 

设 α(α) ΙΙ δίῳ) 都 是 [wj] 中 不 等 于 0 的 多 项 式 ， 我 们 
1, π] 1 [1 48 4118 {κ ἠελ63ξ (α(α), ὑ(α)). 根据 带 余 除 法 ， 用 
0 (2) 去 除 α(α) 18518 σι (ϱ) 和 余 式 71(8%). 1118 τι(ῳ) 5:0, 再 
用 τα(ῳ) Ην δ(ω) Β5}58 93(%) 和 余 式 ναίω), 如 果 72(z2) 390, 
ΒΒ τεία) ΙΕ τι(ῳ) 得 到 商 σε(ο) 和 余 式 73(%)。 这 样 怨 转 
相 除 下 去 , 显然 所 得 到 的 余 式 的 次 数 不 断 降低 , 即 

605 (2) Do) De) 二 …， 
因此 在 有 限 次 之 后 ， 必 然 有 余 式 为 0。 于 是 我 们 有 下 面 这 一 
ΒΑ 

α(ῳ) --φι(ῳ)δ(ῳ) --νι(ο), Ο--δθηι(ω) «θ'δία), 

ὃ (ο) --φχ(ω)νι(ᾳ) 十 go) 0. ς«θγε(α) -«-θθτι(ῳ), 

γι() --φα(α)γε(α) Ελα), O&Ors (7) «πο (ϱ), 

oe ; (3) 
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Γι-8(0) = gn-1(2) In -3 (ασ) ια) ; 
OO, (2) Or,_2 (8), 
(0) = ga(v) {κι (ας) να), 
ος δύγ (2) «Θγη..ι(ῳ), 
γρ ι(0) = qnr1 (ο) (0). 
设 τι(ῳ) 的 首 项 系数 是 6c, 那么 
(α(), δ(φ)) το (ο) 
上 面 这 个 式 子 的 证 明 完 全 和 附录 二 中 关于 整数 的 情形 完全 一 
ΛΕ, 我 们 就 不 重复 了 . 另外 , 和 附录 三 中 关于 整数 的 情形 完全 
一 样 ,利用 上 面 这 一 串 式 子 , 还 可 以 将 gc(c) 和 5b(w) 的 最 高 公 
因 式 (α(ω), 5(w)) 表 成 a(w) 和 ρω) 的 多 项 式 系数 的 线性 组 
(α(ῳ), δ(ω)) --ο(θγα(α) a) do), (4) 
其 中 clw) 和 a(%) 都 是 了 [zw] 中 的 多 项 式 . 那么 从 上 面 这 个 
ΓΙ ἈΠΕ α(ῳ) 和 ὃ(α) μμ... (α(ῳ), 0(%)) 
的 因 式 . 
定理 2 没 万 是 域 而 olw) ΛΙ δία) 是 了 [wz] 中 不 等 于 0 
的 多 项 式 , 那么 a(w) 和 8(z) 的 最 高 公 因 式 (αίω), 6(%)) 可 
以 表 成 ae(e) 3Ι δία) 的 以 也 [w] 中 多项式 为 系数 的 线性 组 合 ， 
即 ， | 
(α(α), δ(α)} -ο(ο)α(α) “-ά(α) ὃ (9) ο (4) 
其 中 c(w) 和 d(w) 1 5] 中 的 多 项 式 , 而 且 α(α) 和 0 (α) 
的 任 一 公 因 式 都 是 (6(z), 5(w)) 的 因 式 ， 更 进一步 ， 如 果 青 
[8 1Ε Θ'α(ω) 20 ΤΙ Θδ (α)» 0 [ΠΠ α(α) Εο-δ(α) ΧΠΗ--- ἐς δ, 
那么 还 可 以 要 求 ( 包 中 的 οἷα) 和 ἀ(α) 适合 条 件 
Θθοίω) «Θθδίω) --Θ'(α(ω), ὁ(9)), 
Ο)α(ω) ««ὅδα(ῷ) --Θ)(α(ω), δία)}: (6) 
而 且 适 合 上 述 条 件 的 c(w) 和 ἀ(α) 是 唯一 的 . 
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证 ， 唯一 还 需要 证 明 的 就 是 本 定理 的 最 后 一 个 断言 . 
已 知 (公式 成 立 , 而 其 中 的 ο(α) 和 ἀ(α) 不 一 定 适合 条 件 
(5)， 令 
α(ῳ) --αι(ῳ) (α(α), ὃ(ᾳ)), 
(oO) 一 bi) (a (2), b(%)), 


那么 θα, (ῳ) --δια(α) --θθ(αί(ῳ), ὃ (ο)), 
δ'δι(ῳ) --Θ'δ(α) 一 CC) δ(ῳ)). 


cm) --Φι(ῳ) ὃι (0) ἠ-οι(ω), Θθοι (0) <O bi (r), 
ἀ(α) --φι(α) αι (ο) ἠ-ἀι(ο), θ'άι(ο) «-Φ'αι(α). 
于 是 (α (9) , b (2)) = (91(%) ἠ-ᾳο(ώ)}αι(α) δι (2) | 
«(α(ω), δ(ῳ)) Γοι(σ)α(α) "-ἀι(ω)ὂ(α), (6) 
今 n= (9) --δδ(ϱ) --θύ(α(ω), δ(ω) ὃ, 
那么 n= Og () --δ0δι (2) ἠ-θθ(α(ω), δ(0)). 
Βλ θδ(ω(α)α(ϱ) + (ο) δία) Zn 
又 因 α(α) --οὐίω), ἩΒ-- ος, 所 以 


0ai(oO) 十 02001(02) 20, 
因此 O° (a (4), 0(8)) «πι. 
但 是 O° (αι (2) δι(ῳ) (a(w), (82))) =n. 


于 是 由 (6) 式 推出 
qi(%)+ 92(7) =0. 
因此 (a {%), ῥ(ω)) --οι(α) α(ῳ) Γαι(ο) ὃ (ο), 
ΠΠ δει (ο) <D00 (α) --6 (ο) --θθ(α(α), δ(α)), 
Οὐ, (ο) ««δδαι (ο) -- δύα(α) --Θ'(α(α), ὃ(α)), 


ο 515. 


至 于 适合 条 件 (6) 的 ο(2) 和 4d(w) 的 唯一 性 , 我 们 放 在 后 面 去 
证 明 ， 

当 <c(o) 和 8(o) 的 最 高 公 因 式 是 e Βή, ΒΔ (αί(α), δίο)) 
“=e 时， 我 们 就 说 alw) 和 (ο) 互 素 ， 我们 有 

系 理 Ὁς ἓ ΕΠΙ, ΠΠ α(α) ΛΙ δ(ῳ) 是 五 [oj 中 两 个 互 素 
的 多 项 式 ,那么 一 定 有 了 [四 中 的 多 项 式 cz) 和 qz) 使 

εἜ-ο(ω)α(α) {-ἆί(ω) ὃ (α). 
更 进一步 ,如 采 再 假定 α(α) ΤΙ ὑ(ῳ) 都 是 次 数 5:1 的 多 项 式 ， 
那么 还 可 以 要 求 
go"olr)<D00(o)，Dod(o) --ῦα(αω). 

我 们 举 一 个 实例 来 曾 明 怎样 用 轧 转 相 除 法 来 求 两 个 多 项 
式 的 最 高 公 因 式 ， 以 及 怎样 将 最 高 公 因 式 表 成 它们 的 线性 组 
合 。 例 如 , 求 Ζε[αὶ 中 多 项 式 

0 十 x+ 二 23 二 oo 二 LT 和 α--αἳ--α--1ι 

的 最 高 公 因 式 ， 可 采用 下 面 的 算式 (通常 称 为 竖 式 ) 来 进行 加 
转 相 除 : 


σλ--α | αὐ 十 人 十 十 | αὐ Π-οἱἠ-α]η- 21-01-51 | 1 


σ΄ οὓ αν 十 2 十 022 十 ww 
οὐ -- ασ 十 和 十 工 ο΄ +1 | 
V+ ο 十 人 2 十 ww 十 1 
十 十 vw 2 
ο) 1-0 
0 


这 样 ”w 填 1= (5 十 十 十 2 十 ww 十 1 和， 十 ?十 wv 十)， 
也 本 以 将 上 面包 转 相 除法 的 竖 式 用 下 面 的 简 式 来 代替 
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1101061 1111111111 


1 1 10111 
1111! 1Ο0ΟΟΟΊ 
11. 10111 

11 11 [1 
11 


六 了 将 ww 十 1 表 成 丰 十 十 下 十 十 Vw 十 1 和 αὐ -Γ-αλ--α--ᾖ1 
的 线性 组 合 , 需要 先 把 上 面 轧 转 相 除法 的 竖 式 先 改 写成 横 式 
中 十 人 十 0 十 十 十 1 
二 (vw 十 1) (wt 十 必 十 jw 十 1) 十 (ww 十 2)， 
wt 十 2 十 ww 十 1 二 (αἳ--α) (十 v2) 十 (wv 十 1)， 
ο. --ωτ-ω(α--1). 
那么 
α-1.-- (οἱ --αἲ--α--τ) -- (αἳ Γ-α) (οὗ 十) 
--(αἳ--αἲ--α--1) ἠ- (21--ο) Γ(αὗ γα --αὸ --αἲ--α--τ1) 
十 (zw 十] 了。 (ο΄ -Γωλ--α-- 1). 
-- (01-29) (05 十 只 十 08 十 0 十 % 十 十 ) 
Ἱ-(οὖ--α--1) (αἱ 十 ?十 w 十 1). 

再 设 a(w), 5(w), c(w) 都 是 了 [w] 中 的 多 项 式 而 4a(%) 30, 
b(w) 六 0。 如 果 c(w) 既是 a(w) 的 倍 式 , 又 是 oz) 的 们 式 ,我 
们 就 说 οἷα) δὲ αίω) ἯΙ δ(α) 的 公信 式 、 最 然 g(C) 8(m) 是 
α(ῳ) 3} δ(ῳ) 的 一 个 公 倍 式 ， 因此 α(α) Τι ὃ (ο) 的 公 倍 式 中 
一 定 有 一 个 次 数 最 低 的 而 首 项 系数 等 于 e 的 ， 我 们 把 它 叫做 
α(ῳ) 3Ι ὁ (ο) 的 最 低 公信 式 , 并 用 符号 

[αίω), δρ) 
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来 表示 它 . 

和 整数 的 情形 一 样 ， 对 于 Ε[α] 中 有 限 多 个 不 全 =0 的 
多 项 式 αι(α), αα(ο), ..., α.(ῳ) 也 可 以 定义 它们 的 最 高 公 因 
πὸ, 并 把 它 记 作 (《@1(2),，@2 (82),， ακ(ῳ)). 54 αι(ῳ) (1--ὐ--π) 
都 不 等 于 0 时， 也 可 以 定义 它们 的 最 低 公 倍 式 ， 关 把 它 记 作 
[a Cz)，aQ2《w),，…，a,《w)]， 细 节 我 们 就 不 重复 了 .， 

设 plw) 是 五 [zm] 中 的 一 个 次 数 之 1 的 多 项 式 , 如果 ρ(α) 
在 Fiw] 中 的 因 式 只 有 了 中 的 -ᾱ0 的 元 素 c 和 cp(z)， 我 们 
说 plz) 是 了 [sw] 中 的 一 个 不 可 约 多 项 式 ， 否则 p(w) 就 叫做 
FIzj 中 的 可 约 多 项 式 ， 显然 了 [w] 中 的 一 个 次 数 之 1 的 多 项 
式 p(z) 是 不 可 约 的 ， 当 且 仅 当 p(w) 不 能 表 成 (或 说 分 钥 成 ) 
[sw] 中 两 个 次 数 <9%p(w) 的 多 项 式 的 乘积 ， 多 项 式 的 可 约 、 
不 可 约 的 概念 是 与 域 的 概念 密切 相关 的 .举例 来 说 ，2? 一 2 
是 Θ[α] 中 的 不 可 约 多 项 式 ; 但 在 及 [x] 中 ，w? 一 2 却 是 可 约 
的 , 因为 在 及 [ec] 中 ， 

ο --ᾱ-- (α-ΨΏλία--ψ 2), | 

那么 z 十 V3 和 2 一 V3 都 是 2 一 2 的 因 式 ， 
”平行 于 算术 基本 定理 ,我 们 有 

定理 8 (唯一 因 式 分 解 定理 ) 域 上 任 一 次 数 > 工 的 多 
项 式 f(z) 都 可 以 表 成 了 [w] 中 一 些 不 可 约 多 项 式 的 乘积 更 
进一步 , 如果 ΜΙ 

Fo --ρι(ο) ρε(α):“ρ,(ο) --φι(ω)φ»(α)»-«φι(α) κ 

”是 将 f(z) 分 解 成 不 可 约 多 项 式 之 积 的 两 种 方法 , 那么 一 定 有 
+ 一 5 并且 适 当 重 排 因 式 的 次 序 之 后 有 
Di (2) --οιιίω), | 
其 中 οι(ό--1, 2, τε. 9) 是 瑟 中 一 些 ο 的 元 素 . 

这 个 定理 的 证 明 与 附录 二 中 算术 基本 定理 的 证 明 完 全 平 
行 。 在 证 明定 理 的 第 一 部 分 时 , 可 以 对 了 (%) 的 次 数 作 数学 明 
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纳 法 .在 证 明定 理 的 第 二 部 分 时 , 要 对 σ 作 归 纳 法 ; 当然 在 证 
明 中 要 用 到 下 面 这 个 与 附录 二 中 引 理 1 相 平 行 的 一 条 引 理 . 

引 理 1 设 p(w) 是 Ε[α] 中 的 一 个 不 可 约 多 项 式 而 
ρίο)]α(ο)ὂία), Ἡτη' α(ο) 和 b(w) 都 是 了 了 iw] 中 的 多 项 式 . 
那么 p(w) |α(α) 或 p(w) | δ (ο), 

这 个 引 理 的 证 明 也 和 附录 二 中 引 理 1 的 证 明 完 全 一 样 ， 
我 们 就 不 重复 了 .我 们 将 证 明 它 的 一 个 推广 . 
ος δε ία), a(w), δίῳ) 都 是 了 [w] 中 的 多 项 式 , 而 
}(ο)-.0, 1π5ε }(ω)]α(αλδίω), ΠΠ (1), a(w)) 一 e， 那 么 
(9) ὐ(α). 

证 . μία), αία)) τε, 恨 据 定理 的 系 理 可 知 有 [al 
中 的 多 项 式 c(w) 和 wo 使 

6 一 cp) ῥ (ο) --ἆ(σ)α(α). 
将 上 式 双方 乘 以 2(o， 得 
ὃ(α) --δ(ο)οία)γ(α) + dl) α(ο b (8).. 

显然 f(m) 是 上 式 右 方 的 因 式 ， 因 此 f(%) 也 是 上 式 左 方 的 罗 
式 , 即 (2) (ο). | 

现在 我 们 利用 引 理 2 去 证 明定 理 2 中 所 遗留 未 证 的 那个 
断言 ， 即 假定 θἱα(σ) 20, δδ(ϱ) 0 ΠΠ α(α) -ἐοδί(ω) 对 任 一 
οΕΡ, 那么 (和 4) 式 里 的 c(w) ΤΙ ἀ(α), 如果 还 适合 条 件 (8)， 就 
是 唯一 的 ， 实 际 上 , 设 还 有 κ 

(α(ω), ὀ(α)) τ-οι(α)α(ϱ) ἡ-ἀι(ω)ὂίοὶ 7) 


ΠΠ ev) <OP (0) --Φ'(α(α), δίο)), . -".. 
δτᾶι (0) «Θ'α(α) --θ'(α(α), δ). . (8) 
那么 从 (4) 式 减 去 (7) 式 得 / 


colo) οι(α))α(α)4-(ἀ(ο)- RB BDO 
将 α(α) ΒΙ δα) 的 最 高 公 因 式 (4(6), 5(4)) 从 上 式 中 约 去 ,得 
(ο(ῳ) --οι(ϱ) }αι(ᾳ) + (ά(α) --ἀι(ο))ὂι(ῳ) -0. 
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因 (αι(ϑ), b1(%)) 一 e, 所 以 根据 引 理 2 有 
αι(ο) |ά(ᾳ) --ᾱι(α). 
但 是 由 (5)，(8) 两 式 得 
(qd(o) --ἀιία)) «δα (ο) — Oo), δ(ϱ)) --διαι(ᾳ). 
因此 ἄ(σ) --ἀι(α) --0, ΓΕ. (ο) --ἁι(α). 同 理 可 证 ο(ϱ) = 
οι(). 

δ ’(α)λπΙ σ(α"8βΒ: ΡΤ α]ΗΠ {ἡ 55 ΠΠπἑ,᾽ίῳ)5ε0 ΠῚ ϑ'σία)5:1. 
如 果 σ(ο)5| Ρίο), 我 们 说 σίῳ) 是 了 (w) 的 一 个 重 因 式 ,我们 来 
讨论 [wm] 中 一 个 0 的 多 项 式 f(w) 有 重 因 式 的 条 件 . 为 此 
我 们 引进 多 项 式 的 形式 微 商 的 概念 . 

设 ff(5) --αο-Γσιῶ-Γ-αοσᾖ---. Και ια Ἱ--αμον 
是 Fiw] 中 的 一 个 多 项 式 。 我 们 规定 je) 的 形式 微 高 六 (%) 
龙 

Τ' (0) --ᾱι-Ἴ-2ακο--»:'- (τυ--Ίλαῃ. ο πα, 
这 个 规定 自然 是 受到 微 积分 中 微 商 的 定义 的 局 发 而 规定 的 ， 
但 在 本 书 中 ,我 们 只 把 它 作 为 一 个 形式 定义 . 可 以 直接 验证 ， 
多 项 式 的 形式 微 商 满足 以 下 这 些 基 本 规律 . 
(0) Γσ(α))’-- (0) + 9 (α), 
(ef (ϱ)) =cf" (%), 
ον) gm))' -Ρ'(ῳ)σ(α) ἠ-Ρ(ῳ) 9 (ο), 
(Το))' -π1[(ω)''"Ῥ(α), 
其 中 了 (vw), φίο) Ε ΕΙ], ος Ρ 而 mr 是 任意 正 整 数 . 

定理 4 设 f(w) 是 了 [wm] 中 的 一 个 关 0 的 多 项 式 ， 如 果 
f(w) Ξ Γϱ) 互 案 ,那么 f(w) 就 没有 重 因 式 . 

证 .用 反 证 法 。 设 f(w) 有 重 因 式 , ἘΠ σία) 是 它 的 一 
个 重 因 式 , θ'ο(σ)31, 那么 可 以 写 | 

} (0) -- φ(ο)ηΡι(ῳ), 
于 是 ;' (ῳ) =2g(%)g Co) +9(2) (ο). 
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因此 7(G) 是 f(z) ἘΠ (ο) 的 公 因 式 ， 所 以 f(w) ΤΠ 7’ (ο) 不 

设 Τ() -- αο-ατ-|- ααοᾶ-]-:.' --- αχ" 
Ἐς Fw] 中 的 一 个 多 项 式 ,而 a€E€F， 在 f(w) 中 用 wa 代 2 得 到 
的 五 中 的 元 又 

Co 十 GCC 十 Ca0 十 … 十 Qn0" 

ΜΗ γω) 当 w=a 时 的 值 , 记 作 f(a)， 利 用 带 余 除法 , 可 以 得 
到 下 面 这 个 定理 ， 

定理 和 5 ( 余 元 定理 ) 设 f(g) 是 玉 [wj] 中 的 多 项 式 , Πας Ρ᾽ 
那么 用 一 次 多 项 式 2 一 a 去 除了 (wm) 所 得 的 余 式 是 五 中 的 元 素 
Τα). 

”证 ， 用 w 一 a 去 除 f(w), 设 所 得 的 商 为 g(w) 而 余 式 为 了 
中 的 元 素 6， 即 
Ῥω) -ᾳ(ῳ) (ᾳ--α) --ο, 
在 上 式 中 用 w 代 得 
Τα) --ο, 

这 证 明了 和 定理 5. 

如 果 了 [zj] 中 的 多 项 式 (0) 在 z=a 时 的 值 f(a) --0, 36 
ΛΑ αλα Ρίο) 的 一 个 根 ， 

”从 余 元 定理 立刻 推出 

系 理 1 设 f(w) 是 [wz] 中 的 多 项 式 ,而 aE8.。， 那么 a 
是 f(w) 的 根 , 当 且 仅 当 (ww 一 @) |). ᾿ 

从 系 理 工 又 可 推出 

系 理 2 设 Γ(ο) 是 F[wz] 中 的 全 次 多 项 式 ， 那么 Fo) 
在 也 中 顶 多 有 个 两 两 相 异 的 根 . | 

证 ， 根 据 系 理 1 Ρίω) χε Ρ 中 相 异 的 根 的 个 数 等 于 Ῥ9) 
在 了 [wj 中 相 异 的 首 项 系数 是 6 的 一 次 因 式 的 个 数 根据 唯 
一 因 式 分 解 定 理 , 后 者 显然 -η,͵ 


在 SI 中 , 我 们 曾经 选 定 一 个 素数 0， 构造 了 一 个 售 2 个 
元 素 的 域 ,现在 平行 地 我 们 选 定 了 [wj 中 的 一 个 不 可 约 多 项 式 
plz)， 来 构造 一 个 域 了 [wjpzy， 设 p(w) 是 了 [wj] 中 的 一 个 
次 不 可 约 多 项 式 ， 令 卫 [w]mxw) 表 了 [wm] 中 所 有 次 数 < 的 多 
项 式 的 集合 , 即 

下 [oa 一 {co 二 cz 十 Cao 十 … 

-α,- ια” |Go0, Gi, 09, 0 (8) 

设 RD (ο) Ε Ε[σ]κο. 我 们 仿照 8 工 例 生 来 规定 α(α) 与 
bc) 的 和 (将 它 记 作 wa(o) Θ}δ(α)) 与 积 (将 它 记 作 α(ο)Φὀ(ϱ)) 

α() 600 (α) 一 (α(ϱ) -ὂ(0)) ιο = CO) --ὃ(ᾳ), 

α(ο) δ () = (α(ῳ) «ὃ (9)) κα». 
我 们 把 了 [w1zcw 中 的 加 法 和 乘法 分 别 叫 做 模 p(%) 的 加 法 和 模 
p(w) 的 乘法 . 完全 和 $i 人 例 4 一 样 ,可 以 验证 了 [wjpcz) 对 于 如 
上 规定 的 加 法 运算 和 乘法 运算 是 域 ， 当 然 在 证 明 中 要 用 到 下 
面 这 个 与 $1 中 引 理 1 相 平 行 的 引 理 和 本 节 定 理 1 的 系 理 . 

引 理 8 设 f(w) 是 了 F[wj 中 的 一 个 天 0 的 多 项 式 ,而 α(α) 
和 b(w) 是 [Ez] 中 任意 两 个 多 项 式 . ΒΔ (α(σ))κο; --(δ{σλ)καν, 
当 且 仅 当 fw) ]α(α) -- δία). 

所 有 的 验证 细节 我 们 都 不 重复 了 .我 们 只 指出 , 中 的 
Ἐπ 0 就 是 下 [zjro 中 的 零 元 素 ， 而 了 中 的 单位 元 素 就 十 
{Γα]ρ ΠΗ {8 Ββ[1 7038. 

还 要 注意 ,了 中 的 元 素 都 是 了 [zw]pcw 中 的 元 素 , 即 Fwjycs) 
中 的 零 元 素 和 零 次 多 项 式 . 更 进一步 ，F 中 任意 两 个 元 到 4 
和 5, 将 它们 看 作 耳 [wj]pcwy 中 的 元 素 进行 加 法 运算 和 滋 法 运 
算得 到 的 和 4@2 与 积 αὖ, ΞΕ 1ΠΒ ΕΘ 中 的 元 素 进行 
加 法 运算 和 昼 法 运算 得 到 的 和 zc 十 2 与 积 ασ. 是 一 性 的 , 即 

α-)δ -- (α--- ὃ) ρ(αχ---α--ὂ»,. 
α()ὀ -- (αὖ) κα -- «δ, 
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μὲν δ᾽ ἘΞ Ρ[σ]μω; 的 子 域 . 
特别 ,如 果 ρ(α) 是 [中 的 一 个 一 次 多 项 式 ( 一 次 多 
式 一 定 是 不 可 约 的 ! ), 那么 显然 有 ο. i 
更 进一步 , 如 采写 
DV) 一 200 十 2 十 Dat2 十 十 7 Φις δ, 
那么 在 Ρ[ο]κε 中 有 
| POnO Dp OsoO. Op OO ‘Ow 
η 个 
一 《2o 十 2 十 Da0 ο. Cp(@) - 
这 了 吏 是 说 δ |] ρα; ῬΗΗΚαΕΕ 上 的 一 个 文学 Χ 的 不 可 
约 多 项 式 
φ(Χ)--γο{ριΧ{-ῃ.Χ5-...|.ρ,Χ 
的 根 . 因此 我 们 也 说 了 [wjpew) 是 添加 [XX] 下 一 个 不 可 约 多 
项 式 ρίΧ) 1 α 8ἱ ΙΓ Ἐ πη 8) 02. κ 
如 果 玉 是 9 个 元 素 的 有 限 域 ， ο. ἄο, ὅι, 92, ''», 
an-i Ἡρ αι 1 δ η ᾳ 个 元 素 中 的 任 一 个 。 因此 这 时 F[w]ycw， 
是 六 个 元 素 的 有 限 域 。 特别 ,我们 取 卫 =2,, p 是 一 个 给 定 的 
素数 ,而 ρ(α) 是 Bp[w1 中 的 一 个 和 % 次 不 可 约 多 项 式 , 那么 这 
时 Ζρ[α]κε 就 是 一 个 恰 含 pr' 个 元 素 的 有 限 城 ， 而 包 有 Ζ, 作 
为 它 的 子 域 ， 因 此 在 Ζ,[σ] ρω; 中 也 有 | 
1612... ΦΙ--0. 
πο 
今后 我 们 将 证 明 ; 对 于 任意 的 素数 2 和 正 整数 m%， 都 存在 着 一 
Τ88 φ' 个 元 素 的 有 限 域 ， 而 恰 合 好 个 元 素 的 有 限 域 “ 基 本 
人 人 μη 因此 我 们 往往 用 py, 或 GF(p") 来 
代表 这 个 恰 含 个 元 素 的 有 限 域 , 这 并 不 会 引起 混淆 ， 
八 结 以 上 的 讨论 ,我 们 有 
定理 6 设 了 是 任意 一 个 域 ,p(w) 是 了 [zw] 中 的 一 个 入 次 
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不 可 约 多 项 式 ， 令 
Flojew= {αοἠ-αιοἠ-αχο--:.'ἠ-αρ.(ο"-Ί|αιΕ Ε), 
并 对 于 任意 α(α), ὃ(α) Ε Ρο] γω, 规定 
α(α) DL (α) --α(ῳ) ἠ-δ(α), 
α(α) δία) = (ow) ὃ (0))ρκαν. 
那么 [ον 对 于 如 上 规定 的 加 法 运算 和 乘法 运算 是 一 个 
域 , 它 包 有 了 了 作 子 域 ， 而 且 了 Lzwjypcz) 中 的 元 素 2 ΞΡ 上 一 个 
文字 所 的 不 可 约 多 项 式 p(X) 的 一 个 根 ， 更 进一步 , ἵππιΡ 
是 9g 个 元 聚 的 有 限 域 ,那么 了 [wj]ypcw) 就 是 g" 个 元 素 的 有 限 域 . 
现在 设 p=2, 考察 Ζα[α) 中 的 多 项 式 
pz) = 二 22 十 vw 十 1 
因为 2(0) --1-:0, ϱ(1) =1#0， 所 以 p(w) 在 2 中 没有 根 ， 
又 因 p(w) 是 2 次 的 ,所 以 p(w) 是 22[z] 中 的 不 可 约 多 项 式 ， 
根据 上 面 的 一 般 性 讨论 可 知 Zs [w]etzti 是 恰 合 22=4 个 元 素 
的 有 限 域 . 实际 上 ， 
Θο[Ώ]οιιφιι--{0, 1, α, w+1}. 
根据 Ζα[α]2ιιοει ΛΠ 1ΔΒΕΙΔΘ ΕΔ, 容易 写 出 42 [4%] zs41 
β' ΠΚ 36 ΤΙΛΕΥΚΞ: 


(5 0 1 Φφ w+l Ὁ 10 1 vm 21 


0 0 1 2 wl ο |0 ο 0 0 

1 1 ο 2 十 HL zx 1 0 1 vz 4 十 | 

vw α w+i+l1 0 1 ο 0 7 α-ι 1 

ο 1-1 το 1 0 υ-- 110 1-51 1 α 
值得 注意 的 是 ,上 2 = δε[ ο ]νονι 中 任 一 “0723 αία--1, ϱ 
或 % 十 1) 均 适合 条 件 
αἲ Ἱ--α---τ, 

ΠΠ Ἐπ 中 有 两 个 «θα 和 z 二 有 性 质 . 
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Φ-ε1, ο 5:1, 
Φ--15πε1᾽, (--1)1-1 
因此 了 * 中 0 σα Ἕκ πε ΕΠΗ Ημ. ΑΠ, 


ο, ο 一 和 十 二 αὖ--1 
就 是 下 * 中 两 两 相 异 的 三 个 -0 的 元 素 . 
现在 设 2= 3， 考 察 &afz] 上 的 多 项 式 
ρα) 一 人 十 二 
因为 在 &s 中 ， 
p(0) =i#*0, 
ρ(1)-1--1-2:0, 
(2) --2᾽ἠ-1--2024-1--11-1--2560, 
所 以 p(w) 在 Zs 中 没有 根 又 因为 pC2) 是 二 次 的 ， 所 以 p(2) 
是 δε[α] 中 的 不 可 约 多 项 式 . 根据 上 面 的 一 般 性 讨论 可 知 
Zs[z]。+: 是 恰 含 39 个 元 素 的 有 限 域 ， 实 际 上 ， 
-A 
--{0, 1, 2, ας, α!-1, φ!ἠ-2,2α, 2-1, 2x 十 2}, 
根据 Zs[z1z4s 中 加 法 和 乘法 的 定义 , 容易 写 出 Zs[zjwti 的 加 
法 表 和 乘法 表 : 


外 0 1 2 σ΄ αι ασ 21 δδ-] 24--2 


0 1 2 xX w+l1 α]2 20 232 十 1 2552 
1 2 ο 2 十 1 ση x 27851 27 十 3 ο 
ὦ 0 1 zit2 2 Z 十 1 οσο δν ὃµ--ἱ 
» απἱ w+3 2 3 二 2rt2 0 1 2 
αἱ {αἱ 2 二 2 Ἡ 22+1 ὅσα δα 1 2 0 
ο ο | Σα ww 2-11 2253 22 2251 2 0 1 
2 2% 37 十 1 ὅση 0 1 2 2 十】 7 十 2 
211-51} 30 二 1 27 十 9 ο 1 2 0 αι wi2 0 
22 十 2 | 2 十 3 2» 9r 十 1 2 0 1 ας -- ὦ Σς 2-1 
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(5 0 1 2 2; X 二 1] ο ο 22 2251 22152 
0 0 0 0 ο 0 0 0 0 0 
1 0 1 2 vo 0 二 1L πο ὧς 22+1 272+2 
‘210 2 1 591 99 91 w α w+1 ᾿ 
α 0 2 2ᾳ 2  π--ὸ 2242 1 211 27 十 1 
αι] | 0 7 十 1 2 十 2 2 二 4 2 1 2X+1 2 ( 
多 十 2 0 5-52 27 十 1 821-52 1 2 ο] Φα 2 


ος ο ρα 2 1 27 十 1 21 D 27 十 2 4 十 2 
οπ-ὶ | 0 297 二 ct+2 251 9 ος 22 二 2 αἆἩ 1 
27 十 2 10 21-13 2 二 1 27 十 1 x ϱ) 2-9 1 22 


在 了 a 一 Ja[zjza+i 中 , 任 一 关 0 的 元 素 a 均 适 合 
1 as =:1, 
而 对 于 wa=zZ 十 1，Y 十 2，2z 十 1，2z 十 2， 则 有 
wl, 1 αντε, -.., α-ε] 
ΜΗ ἡ Ἐν 中 关 0 的 元 素 ， 可 表 成 它们 之 中 任 一 个 的 宪 次 .。 ΒΒ 
如 ， 
1, (2-1), (2 十 1 (2 十 1) (十 1 入 一 工 
就 是 上 s# 中 两 两 相 异 的 8 个 --θ 的 元 素 . 
冷 后 我 们 将 证 明 ， 了 w 中 κ0 的 元 素 a 均 适合 条 件 
0 一 一 十， 
而 Ἐν. 中 至 少 有 一 个 πο 的 元 素 & 有 性 质 
ξ-ε1, ως λα... 
因此 Ἐν 0 的 元 素 都 可 以 表 成 8 的 暴 次 , 即 
和 
就 是 Ἐν. 中 两 两 相 异 的 一 个 关 0 的 元 素 . 
现在 我 们 扼要 地 介绍 一 下 域 Ff 上 nn 个 符号 (或 称 文 字 ) 
οι, ἄν, …， ὦ, 的 多 项 式 ， 形 如 
di i δὴ | 
的 式 子 , μας ΡΤ ἐι, δα, ..., ἂν ἩΡΒΟΕΎΙ ΒΝ, 叫做 系数 
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ΕΤ ΡΠ πΆΕΞ αι, το, 2 的 单项 式 , 简称 有 上 的 乞 元 
单项 式 ， 而 局 十 如 十 … 十 各 就 叫做 它 的 次 数 .， 如 果 两 个 单项 
式 中 相同 文字 的 敌 次 一 样 , 它们 就 叫做 同类 项 , 有 限 个 两 两 不 
是 同类 项 的 δ 上 元 单项 式 的 形式 和 


| δα η κ 
>2 pT ke ὅτι Vo “on 
Κι, ks "sn | 


吏 叫 做 系数 属于 五 的 % 个 符号 z2， αι, ''', wr 的 多 项 式 , 简称 
了 上 的 % 元 多 项 式 . 一 多 项 式 中 系数 0 的 单项 式 的 最 高 次 
数 兢 叫做 这 个 多 项 式 的 次 数 .， 丈 上 的 两 个 双 元 多 项 式 则 做 相 
等 , 或 说 它们 是 同一 多 项 式 ， 如 果 除 去 系数 等 于 0 的 项 以 外 ， 
它们 同类 项 的 系数 都 相等 、 我 们 常用 f(%1, σα, ''', Φε), 
(ωι, δα, "ο, αι) 等 符 导 来 代表 了 玉 上 的 nw 元 多 项 式 . 了 上 nn 
元 多 项 式 的 全 体 所 组 成 的 集合 记 作 FF[z4,， δι, τη, Φα], 可 以 
稼 中 学 代数 中 -一 样 ,规定 两 个 % 元 多 项 式 ΜΙ. 


f (σι, 3, μα Ων) -- 2 GT Οἱ ο ”" «οὔ», | 
Κιν ἴεν Ἐν 


σίσι, 2, ''', Vn) 一 k 之 x Ba | 
的 和 与 积分 别 为 
fv, νου "0 Οῃ) --σίαι, wo, *… αν, . 


-- 2) (ca 十 ὄμμα... οι α'' | ση, | 


Κιν ἴα, ,Ke 
γαι, 2, ΓΤ; ση) “σ(Ζι, τοι, ""'. Ωρ) 
- 2) 2 πα ΜΗΝ TI λα. αλ 


容易 验证 ΕΙ ηι, ον, ---, σι] 对 于 如 上 规定 的 加 法 运算 和 乘法 
运算 是 自封 的 ， 而 且 满 足 运 算 规则 I.1，I.2，I.3，I.4 Π.1, 
1.9, Π.Ι ΠΙ, 但 是 工 .4 却 不 成 立 . 

; 最 后 我 们 来 引进 域 怀 上 9 个 符 导 (或 叫 文 字 ) 2，2a，…， 
xn 的 有 理 分 式 , 为 了 书写 简单 起 见 ,我 们 只 讨论 m=1 的 情形 ， 
并 把 记 作 x、 至 于 n>1 的 情形 ,完全 和 n=1 的 情形 一 样 . 
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ἔξα(φ), δία) Ε Ρ[α], ΤΠ δία) 关 0, 那么 式 子 
α(α) 
δίῳ) 
δι] Ρ ΕΓΒ ο 的 一 个 有 理 分 式 , 简称 一 元 有 理 分 式 , 更 简称 
分 式 . a(z) 叫做 这 个 分 式 的 分 子 ,而 5(z) 叫 做 它 的 分 母 ,再 设 
αι(ῳ), bi(w) ΕΡα], 而 5(w) 天 0， 我 们 把 下 面 这 两 个 分 式 


α(ᾳ). αι(α) 
bx) δι () 
看 作 是 同一 个 分 式 ,或 者 说 它们 相等 ,并 记 作 
α() -. σι (2) 
b (3) ὃι (0) 
如 果 α(ῳ) δι(ο) = δ(α)αι(α) 


有 理 分 式 α(α)/δ(α) 叫做 真 分 式 ， 如 果 θα(α) «ΘΡδ(α), 而 
有 理 分 式 α(α) /δ(α) 叫做 不 可 约 分 式 , 如果 (a(w), 5(2)) 一 1 
[ΙΕ (α(ω), δ(α)) -ἀ(α), 3Β:Δ ΠΙ 11 δὲ α(α) -αι(α)ά(α), 
δία) --δι(ω)ά(ῳ), 而 (αι(ῳ), δι(ω)}--1, 这 时 αι(ῳ) /δι(ῳ) 
就 是 不 可 约 因 式 而 α(α) /δ(α) --αι(α)/δι(ο), ΙΗ ν[Ε-- 4138 
都 等 于 一 个 不 可 约 分 式 , ὍΣ αι(ῳ)/ δι(ο) ΤΙ αα(ῳ) /ba(2) 都 是 不 
可 约 因 式 , 如果 αι (0) /δι(ῳ) 二 Qa(2)/02(2), 那么 61(2) δ.(α)-- 
δι(α)αα(α); 因 (αι(α), δι(α)) -- (α1(ῳ), δα(α)) --1, 18 [846 
一 因 式 分 解 定理 就 一 定 有 αι(α) -οᾱρ(α), ὃ (0) --οδρία), Ὦς 
ΒιοΕΕ Πο κ0, 如果 更 假定 2(z) 和 δία) 的 首 项 系数 都 
等 于 e， 那么 就 一 定 有 δι(ῳ) - δι(α), αι(ῳ) --αι(α), 因此 任 
一 分 式 都 等 于 唯一 的 一 个 分 母 的 首 项 系数 等 于 1 的 不 可 约 因 
陈 ， | 

上 一 个 符号 % 的 有 理 分 式 的 全 体 所 组 成 的 集合 记 作 

(wo)， 下 面 我 们 来 规定 Ε(α) 中 的 加 法 运算 和 乘法 运算 ， 设 


α(-) ΠΊΕ; 
τω Wa 


是 Ρ() 中 任意 两 个 元 素 ， 即 α(α), δία), ο(ο), ἀ(α) 都 是 
Ρ1α] 中 的 元 素 , 而 δ(ω)-ε0, ἀ(α)-:0, ΠΙΑ ΤΕΙΧΗ ΤΑ 
子 来 规定 它们 的 和 与 积 ; 
& (2) κ. οί) - α(α)»ἀ(α) -Γὂ (αρ) «ο() ᾿ (0) 
ὁ (2) Tay δία) «ἀ(α) 3 
α(α) , ο(α) α(α) -ο(α) CT 
δία) αρ ὑί(ω)«ἀ(α) 7 
不 奴 验 证 ,如果 
α(ᾳ) αι(α) ο() οι(α) 
δία) δη (2) 7 ἀ(α) Cd (2) 3 


那么 一 定 有 
Ω͂ (Φ) ε 6 (Φ) _ αι() 二 -Ca (2) (19) 
δία) “a (ω) διίω) ται (2) ” | 
α(α) , 0%) αι(α) , οι(α)᾽ (18) 


举 (12) 式 为 例 ,根据 (10) 式 , 有 
a (ο) ον οί) α(ω)«ἀ(α) --δ(α) ὁ (ᾳ) 


δίῳ) σπα (1) δίῳ) «ἀ(α) 
αι -αι(Φ) | C1(2)  αι(ωλᾶι(α) ἠ-διίο)”οι (9) 
δι δι () ΤΩ EXC δι(2) * di1(%) 


但 是 [α(ᾳ) «ἀ(α) + 2 (ο) c(t)1 Lo (0) dr (%)] 
-α(2) «δι(α) (σαι (ο) ἠ- δ (ο) δι (Ὁ) ο(ς) ἄι (2) 
--ῥ(ω)αι(ω)ἁ(α)άι(α) --δ(α) δι(0) ἄ(ω)οι() 
--[δ(α)ά(α)] [αι (ο) ἀι(α) -- ὃι (ο) οι (2) 1 
由 此 就 推出 (12) 式 ， 同样 可 证 (13) 式 成 立 。 这 样 ， 按 (10)， 
(11} 两 式 分 别 定义 的 了 (wz) 中 的 加 法 运算 和 乘法 运算 是 合理 
的 ， 更 进一步 还 可 以 验证 ， 五 (%) 对 于 按 (10)， 人 


定义 的 加 法 运算 和 乘法 运算 来 说 是 一 个 域 ， 以 字 为 零 元 素 ， 
以 上 为 单位 元 素 , 而 Ῥω) 中 一 个 非 零 元 素 aa ΑΝ 
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元 素 是 50(2) /α(α). 我 们 把 这 些 验证 都 留 给 读者 作为 练习 . 
这 样 我 们 又 得 到 一 个 域 的 例子 。 我 们 把 五 (%) 这 个 域 叫 做 域 
户 上 一 个 符号 的 有 理 分 式 域 ,简称 一 元 有 理 分 式 域 ,我 们 还 
把 了 了 [2] 中 的 元 素 α(α) 与 了 (ww) 中 的 元 素 4(%)/e 看 成 同一 个 
元 素 。 这 样 ,就 把 五 [x] 看 成 了 (2) 的 子 集 , 特别 也 就 是 也 (w) 
的 子 域 ,而 下 的 零 元 素 和 单位 元 素 就 分 别 是 下 (中 的 零 元 素 和 
单位 元 素 ， 


$ 3 域 的 特征 和 素 域 κ 


”在 前 面 两 节 里 我 们 见 到 , Q, 了 及 和 0 这 一 类 域 与 Zr 和 了 
这 一 类 域 有 一 扩 很 不 一 样 ， 这 就 是 ， 对 于 前 者 来 说 ， 任 意 有 
限 个 1 的 和 都 不 等 于 0， 而 对 于 后 者 来 说 ,Pp 个 1 的 和 都 等 
于 0， 因此 , 为 了 区 别 这 两 类 域 ， 在 任意 域 了 了 中， 考察 了 的 
单位 元 素 e， 两 个 e 的 和 2e， 8 个。 的 和 3e，… 这 一 系列 元 
ΕΣ | | 
6, 26, 96, ''' (1) 

是 有 益处 的 ， 首 先 , 我 们 给 出 下 面 的 定义 

定义 1 设 环 是 任意 一 域 ， 而 8 是 它 的 单位 元 素 . 如 果 
对 于 任意 正 整 数 mm， 我 们 都 有 ne 和 0， 我 们 就 说 五 的 特征 是 
ο, 或 下 是 特征 0 的 域 ， 如 果 有 正 整 数 m% 存 在 使 me 二 0, 那么 
就 说 卫 的 特征 不 等 于 0, 而 适合 条 件 2e=0 的 最 小 正 整 数 Ῥ Βλ 
πη! δ 的 特征 ,或 者 说 是 特征 到 的 域 ， | | 

我 们 先 来 证 明 
ο 定理 下 设 玉 是 任意 一 域 ， 那么 万 的 特征 或 者 是 0， 或 者 
是 一 个 素数 .2. 

证 、 设 到 的 特征 不 等 于 0， 即 有 正 整 数 包 存在 使 6 二 ο 
我 们 要 证 明 ， 适 合 条 件 pe 一 0 的 最 小 正 整数 2 一 定 是 一 个 素 
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数 .我们 用 反 证 法 来 证 明 .， 如果 Pp 不 是 素数 ， 那么 3298 
7 了 一 Pps ΠΠ 1 «δι, 22<D、 于 是 
pe= (2ιῤ.)ε”-0. 
ΒΗ εἴ---ε, 所 以 有 
(218) (25) -- (ipa)e. 
因此 me 二 0 或 pze 二 0. 
但 1<n, ps<p， 这 与 p 的 最 小 性 相 蔬 盾 . 此 六 一 定 是 
数 ， 
注意 ， 及 和 忆 都 是 特征 0 的 域 ， 而 2 πι Ἐν 都 是 特 
征 p 的 域 
更 进一步 ,我 们 有 
定理 2 设 了 是 任意 一 域 . 如 果 万 是 特征 0 的 域 那么 
对 于 了 中 任意 一 个 不 等 于 0 的 元 素 & 和 任意 正 整数 m， 都 有 
220 关 0， 而 且 
0, --α, «λα, «Ἔθα, «-: (2) 
这 一 系列 元 素 两 两 相 异 .如 果 卫 是 特征 Pp 的 域 , ἩΡΘᾺΤ Ρ 
μα 的 元 素 a 都 有 ρα--0, Ῥ 是 适合 条 件 
=0 的 最 小 正 整 数 , 而且 
0, α, 2α, 8α, "'', (wp—i)g - (9) 
这 pp 个 元 素 两 两 相 异 .更 进一步 , 设 % 是 整数 ,那么 m4 一 0 
当 且 仅 当 p|m、 
证 ， 先 设 不 是 特征 0 的 域 。 如 果 对 于 好 中 的 某 一 个 κο 
的 元 素 a 有 正 整 数 m% 存 在 使 mr.4 一 0, 那么 
a (me) =m(ge) =ma=0. 
但 是 4a 关 0， 因 此 一 定 有 me=0， 这 与 万 的 特征 是 0 相 了 矛盾 
”所 以 对 于 五 中 任意 一 个 关 0 的 元 素 a 和 任意 正 整 数 m, 一 定 
都 有 ma 关 0， 其 次 , 如 果 (2) 中 有 两 个 元 素 相 等 , 譬如 ἆα--[α 
ΠΠ ὁ-«-ἰ, 那 入 
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(1 - ἆλα--ία-- ζα--θ. 
Ε1-ἆ20, 所 以 这 是 不 可 能 的 . | 

再 设 卫 的 特征 是 p， 那 么 we 一 0。” 设 a 是 玉 中 任 蕊 一 个 

0 的 元 素 , 那么 

ρα-- ρ(εα) = (ρ6)α”-θ.α-- 0, 
Χ {πὲ πι ΕΤΕΙ m4 一 0 的 正 整 数 ,那么 

(πυθ)α --πν(εα) =ma=0, 
但 是 4 到 0, 所 以 me 一 0， 根据 域 的 特征 的 定义 ，2 是 适合 条 
件 pe 一 0 的 最 小 正 整 数 , 所 以 一 定 有 p<m， 因 此 是 适合 条 
件 pa=0 的 最 小 正 整 数 。 其 次 , 如 果 (8) 中 有 两 个 元 素 相 等 , 
恬 如 ha 一 la 而 0k 二 1 二 np, 那么 
(1--ἆλα--ία-- ka=0. | 

但 是 0<! 一 <2， 这 与 2 是 适合 条 件 ρᾳ”--0 的 最 小 正 整数 这 
一 事实 相 矛 盾 . 

最 后 我 们 证 明 , 当 卫 是 特征 p 的 域 时 , 设 4 是 下 中 任意 
一 个 不 等 于 0 的 元 素 而 mr 是 整数 ,那么 m4 一 0 当 且 仅 当 plm. 
首先 ,如果 ρ]πι, 即 πο-- gp 而 9 是 个 整数 ,那么 

πιᾷ--(φρ)α--ᾳ(ρα)--ᾳ-0--0, 
反之 , ὑξπνα--0 如 果 pHm， 那 么 (wp, m) =1， 于 是 有 整数 
ο 和 4 存在 使 
1 --ορ-ἰ- ἅπι 
因此 αξ-].α-- (ορ-- ἆπυ)α-- (ορ) α-ἰ- (άπι)α 
~c(pa) -- (πια) --ε-0--ἆ.0--0--0--0. 

这 是 不 可 能 的 , 因此 一 定 有 2p|m. 

于 是 定理 2 就 完全 证 明了 . 

我 们 先 来 考察 特征 2 的 域 ， 设 五 是 特征 wp 的 任意 域 , 。 
ΧΜ σι. Ὁ 

Π --{0, ε, 26, -.', (ῳ -1)ελ, 
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内 ρο”-06, 所 以 对 任意 整数 及 (ἄρ]ε--;ίρο) --ξ:0--0 因此 
中 任意 两 个 元 素 fe 和 le 的 各 与 积 可 以 按照 下 面 的 公式 进 
行 计算 : 
Ketle= (E+D μα, 
kele= (21) µε. 
这 就 是 说 , 也 对 于 刀 中 的 加 法 运算 和 科 法 运算 来 说 是 自封 的 . 
又 了 的 零 元 素 0 和 单位 元 素 e 都 在 到 中 。 显然 到 中 任 一 元 
素 fe 的 负 元 素 42 一 全 e "ΒΗ, 更 进一步 ,仿照 $1 例 4 中 
关于 ἄν 中 任 一 -ᾱ0 的 元 素 都 有 道 元 素 存 在 的 证 明 ， 可 证 如 
中 任 一 天 0 元 素 的 逆 元 素 一 定 属于 如 ， ἈΠΗ͂Ι ΗΕΡ 
的 子 域 . 
更 进一步 , 因为 了 的 任 一 子 域 都 含有 了 的 单位 元 素 ο, ΚΗ 
而 也 含有 2e，3e,…, (wp 一 De, 所 以 一 定 包 有 女 、 这 就 是 说 ， 
世 是 五 的 最 小 的 子 域 . 我 们 把 芽 πι ΕΝΑ. 
与 81 例 4 中 的 2, 相 比 较 ,可 以 发 现 从 了 到 262g 的 映射 
ke—>k (Ob < nD) 
是 从 五 到 2 的 一 一 对 应 ， 而 且 这 个 映射 将 总 中 任意 两 个 元 
素 fe 与 le 的 和 fe 十 le μα 5) he 的 象 上 与 le 的 象 了 在 2 中 的 
Άι 1, 31548 ke 与 le 积 fele 映 到 he 的 象 & 与 的 象 ! 在 62， 
中 的 积 XI， 这 时 我 们 说 耳 和 29 ΕΠ, Ἢ 
我 们 给 出 下 面 这 个 一 般 性 的 定义 ， 
定义 2 设 F 了 和 和 7" 是 两 个 域 ， 如 果林 以 在 志和 了 μὴ 
元 素 之 间 建 立 一 个 一 一 对 应 
σ:α-»σ(α) (ας, σ(α) EDF'), 
而 且 这 个 一 一 对 应 保持 域 的 加 法 运算 与 乘法 运算 , 这 就 是 说 ， 
ΓΕ 中 任意 两 个 元 素 4 与 5 的 和 4 十 b 对 应 到 a 的 象 σία) 与 
的 象 o(2) 在 中 的 和 o(8) 十 0(2)， 而 4 与 5 的 积 ab 对 应 
5] σ(α) 与 0(6) 的 积 o《a)o (0), 也 就 是 说 ,如 果 这 个 一 一 对 
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ΒΖ 适合 条 伯 : 对 任意 @, δΕΡ, 
“σ(α-ὅ)-σ(α)--σ(Ὀ), 
σ(αδ) --σ(α)σ(δ), . 
我 们 就 说 下 和 丈 同 构 , 而 gc 是 从 好 到 克 的 一 个 同 构 映射 残 
同 构 对 应 或 倘 称 同 构 . | 
” 同 构 的 域 只 不 过 是 它们 相应 的 元 素 的 符号 不 同 而 已 。 因 
此 今后 我 们 往往 把 同 构 的 域 看 成 是 同一 个 域 . 
我 们 再 来 考察 特征 0 κ. ὃς ΤΕ 0 的 任意 域 ，。 
ἘΞ 的 单位 元 素 , 那么 根据 定理 2, ΓΙΠ 77036 
, —2e, —eé, 0, ϐ, 36, ':ν (4) 
两 两 相 异 πο 0 时 ,将 me 的 省 元 案 沁 作 (ne) 二 
Π --{(πιθ) (ne) lm, ΞΖ, nx0}, 


那么 (me) (ne) -1= (rm'e) (We) —, 
当 Παπ 当 MN — NN ᾽ 
不 难 验证 


(me) (ne) + (ne) We) = [(πυν ἠ-ππυ’)ε] | (ταν')9]-", 
Cme) (ne)™* (me) (τύ) ---- [(πυηυ')ε] [nm )e] 
因此 五 对 于 了 中 的 加 法 运算 和 和 习 法 运算 都 是 自封 的 . απ 
中 的 零 元 素 0 和 单位 元 素 e 都 在 中 .再任 取 英 中 一 元 系 
(me) (ne) ,那么 《一 me) (29) 也 属于 也 ,而 
(me) (πο) + (--πιθ) (ne) 一 一 0 
4 m 关 0 时 ， 即 当 (πιθ) (πο) "590 时 ，(re) (me) 一 也 属于 也， 
Τη 
(πι) (ι6)᾽'» (119) (πιθ) 一 6 
这 证 明了 了 是 二 的 子 域 . 
”更 进一步 , 因为 一 的 任 一 子 域 都 含有 三 的 单位 元 素 6, [8 
ΠΙΑ Β (4) ππ48-- 7036, ΡΕ ΤΕ 8-18 
(me) (π8) . (πι. τις, nO) 
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的 元 聚 , 即 ἔ 一 定 包 有 也. 这 不 是 说 ， “是 “的 最 小 的 子 域 . 
我 们 把 十 叫做 了 的 素 域 . 
与 有 理 数 域 @ ΤΗ Η, 8: ΤΡΙ 
形状 
二 (on λε 多 天 0)， 


μ | ΠΕ πς2, νι 
| 1 
. γη, η 
而 县 ο. ποπ) 
ΜΗ ΣΙ την = Wm. 
可 以 发 现 从 匡 到 人 @ 的 映射 


| Μη 
(me) (ne) > 


是 从 五 到 @ 的 一 一 对 应 ， 而 且 这 个 映射 将 卫 中 任意 两 个 元 
素 (me) (1ϱ) 3 Ἡ (τν ϱ) (rie) 下 的 和 [ron' 寺 wm')e][(nn')e]- 


映 到 (me) (ο) 3ν πε 8 (πο) (We) 的 象 号 -的 和 
2 并 把 (me) (πϑ}' (πο ) (ο) ' ΠΒ [ (πυπι'γε] : 
Γ(πε)ε] -5 μεθ 75. ερ Τμ «πο. ΑΧ Π 5 8 [ 


ΜΗ. 

综合 上 而 的 讨论 ,我们 有 

定理 3 设 瑟 是 任意 域 , ΒΗ πὶ Ρ 的 素 域 ( 即 FF 的 最 
小 子 域 ), 那么 当 五 的 特征 是 一 个 素数 p 时 , Π 13,5 2» ΠΠ, 
而 当 卫 的 特征 是 0 时 , 也 就 与 @ ΠΗ. 

ἈΠῈ ΠΕ ΡΜ, 364 Ρ 的 特征 一 定 不 等 于 0. 

证 .如 果 了 的 特征 是 0, ἩΒ ΔΕ 238 ΗΠΑ Ἡ ΡΕΞ 
Q 同 构 .但 Q@ 是 个 无 限 域 ， 因此 这 时 ΡΒ 是 无 限 域 κ ΡΕΑΛ 
引出 矛盾 . 
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关于 同 构 的 域 ,我 们 还 有 下 面 这 个 结果 . 
定理 4 设 了 和 六 是 两 个 同 构 的 域 ,而 
| σ:ᾶ-»σία)ίας Ρ, σία)Ε Ρ') 

αλλ 4531}, 的 一 个 同 构 对 应 , 那么 在 这 个 同 构 对 应 之 下 ,了 
的 零 元 素 一 定 映 到 Ρ' 的 零 元 素 ， 而 了 的 单位 元 素 一 定 贞 到 
ο 的 单位 元 素 . 更 进一步 , 设 了 中 的 元 素 a 映 到 Ρ' 中 的 元 
Ἀσία), 3Β:Δ α 的 负 元 素 一 4 一 定 映 到 o(Q) 的 负 元 案 一 0 (9)， 
而 当 g 关 0 时 , α 的 道 元 素 中 一 定 映 到 o(4) 的 递 元 素 o(4) 

证 . ΟΠ 分别 是 了 的 零 元 素 和 单位 元 素 .。 我 们 来 证 
ΒΗ σ(0) 和 ote) 分 别 是 Ε' 的 零 元 素 和 单位 元 素 。 我 们 有 

αἷ-θ--α, 对 任意 CE 了 
因此 σ(α) +o(0) --σ(α--0) --σ(α). 
因 = 是 一 一 对 应 , 所 以 当 4a 遍历 ΖΕΙ, σ(α) ΒΡΗ 配 ， 这 就 
是 说 , 上 式 中 的 σ(α) 可 以 是 环 中 的 任 一 元 素 ， 这 证 明了 (0) 
是 Ε' 的 零 元 素 。 同 理 可 证 , o(e) 是 Fr' 的 单位 元 素 ， 
更 进一步 ,对 任意 &E 环 ,我 们 有 
σ(α) Γσ[--α)--σ(αή---α))--σ(0). 
但 另 一 方面 ,又 有 
σ(α) Γ({--σ(α))--σ(θ), 
因此 有 σ(α) -σ[-α)”-.σία)τ- (--σ(α)), 
那么 , 利用 加 法 消去 律 推出 
o(—0)= --σ(α). 
同 理 可 证 , 当 @ 关 0 时 ， 
σ(α Ὃ--σ(α)-'. 

系 理 1 设 己 和 六 是 两 个 同 构 的 域 , ΠΠ 
| | | σ:α-»σ(α) 
是 从 了 到 了 的 一 个 同 构 对 应 ,那么 

σ(α-- ϐ) -σ(α) 一 og(5)， 对 任意 K，DE 万 ， 
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σ(αὖ 3) --σ(α)σ(δ)-., 对 任意 0, EP, 而 b*0. 
证 ， 对 任意 a, ὃς Ε, 我们 有 
σία--δ) --σία-- (--ὂ)) --σ(α) +o(—0) --σ(α) --σ(δ), 
又 如 果 0-0, ΒΑ 
σ(αὖ”ἳ) --σί(α)σ(δ-) --σ(α)σ(ὂ)-, 

2 设 了 和 了 是 两 个 同 构 的 域 , Άρα ΡΠ Ρ' 的 特 
征 一 定 相等 . 

证 .人 设 

σ.ἄ-»σ(α) 
ἜΜ. Ρ 3 Ρ' 的 一 个 同 构 对 应 。 根据 定理 4 下 的 单位 元 素 e 
在 ac 之 下 的 象 ake) 就 是 三 的 单位 元 素 ， 那 么 对 于 任意 正 整 
数 τν, 

o (me) Ξ-σ(ε--ε--...-Γ6) 
m 个 
-σ(6) Ἔσ() Γ"''Γσ{ρ =mo (e), 

πι. 
即 me 在 0 之 下 的 象 是 ma(e)， 

如 果 了 的 特征 是 0, ΒΑ πιεφθ, ΠΙΕΣΤΕ ΑΚ ΑΒ 
根据 定理 4, 了 的 零 元 素 0 在 0 之 下 的 象 0(0) 是 Ρ' 的 零 元 
素 , 因此 mo (e) Ἄσ(θ), 即 Ζ' 的 特征 也 是 0, 

如 果 Ε" 的 特征 是 p，% 是 一 个 素数 ， 那 么 pe 一 0， 因 此 
po (e) -σ(θ), 于 是 Ε' 的 特征 关 0， 设 三 的 特征 是 和 ,而 好 
是 一 个 素数 ,那么 p'|p， 因 Pp 也 是 素数 ,所 以 p' 一 p. 

从 系 理 2 可 以 知道 , 域 的 特征 的 确 是 域 的 一 个 特征 性 质 ， 

δ 我 们 来 证 明 ， 仅 含 和 个 元 素 的 域 一 定 与 823 中 所 构 
造 的 2» [zj ΠΕ) 11. 

设 卫 .是 仅 含 4 个 元 素 的 一 个 域 ， 根 据 定 理 3 的 系 理 , Ἐν 
的 特征 一 定 是 一 个 素数 2 设 e。 是 了 4 的 单位 元 素 ， 根 据 定理 
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ἃ, Ἐ 的 素 域 . 
= {0, ὁ, 26, :.., (ρ-- 1) 8} | 
就 是 含 p 个 元 素 的 域 , 而 且 与 Ζ» ΠΗ͂Ι, 但 Επ, 
因此 p<3. 
| 我 们 先 证 明 8. 假定 p=3, 那么 了 1 是 含 3 个 元 素 0， 
6, 2e 的 域 ， 因 此 了 一 定 有 一 个 元 素 不 属于 Π, 将 这 个 元 束 
记 作 4. 于 是 
Ἐι- {0, e, 26, αγ. ' 
但 是 Fs 对 于 加 法 运算 自封 ， 因 此 gc 十 eEE4。 如 果 4 十 e=0， 
则 gc=2e; 如 果 a 十 e=e, Π αἲ- 0: 如 果 α{-6--20, 则 4=e; 如 
果 5 十 e=a, 则 ee 二 0; 这 都 是 不 可 能 的 ， 这 证 明了 2 关 3. 因 
此 一 年 有 2=2， 即 
I = 1{0, ο), 

ΠΠ Π 1 δ» 同 构 . 

现在 设 y 是 吝 中 的 一 个 不 属于 了 的 元 素 , 36 Δυ!-6-60, 
e, η. ΤῈ . 
FE,=1{0, e, y, y+e}. | 
因 对 于 乘法 运算 自封 ， 所 以 Es， Πίλυ᾽:0, 如 果 
op 一 6 那么 (一 92 一 0, 于 是 ye, 这 是 不 可 能 的 ; 如 果 妈 = 
那么 利用 乘法 消去 律 也 有 29=e， 因 此 , 一 定 有 2 =29 十 e， 即 

η Τη Γες-θ. | 

那么 可 以 算出 Fs 的 加 法 表 与 乘法 表 如 下 : 


十 0 ο y -y+e . 10 ο 4 yte 
0 ο 6 -yy Wyte 0 ο 0 


0 0 
6 6 ο 2 十 e 9 ε |0 ο { ΝΠ 
4 y ψ6960 ε  |0 wy υτε ἐ 
ytelyt+e 4 ὁ 0 {6059 


ε ϱά ν 


将 下 {ΗΠ 1ξ-ΕΣΕΙΝΜέΊΙ 82 中 写 出 的 ζε[ο]ονονι 的 加 法 
袁 与 乘法 表 相 比较 , 可知 从 Ἐν 到 2ο [ο] οιονι 的 一 一 对 应 
0 一 0， ε-»1], -σο, -Γε-α--1 

是 上: 与 ΕΙ 之 间 的 同 构 对 应 . 因此 ,与 29[w] mtsti 
同 构 . | 

今后 我 们 将 证 明 , 如 果 两 个 有 限 域 的 元 素 个 数 相 等 , 那么 
筷 们 一 定 同 构 ， 

我 们 再 指出 ,从 上 面 算 出 的 仅 含 和 个 元 素 的 有 限 域 上 4 的 
加 法 表 和 乘法 表 可 以 看 出 , 从 Fs 到 它 自 身 之 上 的 一 一 对 应 

0->0， 6 一 6， yy+e, 0 十 6 一 人 / 

是 从 下 , 到 它 自身 的 同 构 对 应 ， ο, F, 的 一 个 自 同 
构 . | 

一 般 地 ， 我 们 有 下 面 这 个 定义 

定义 3 设 王 是 一 个 域 。 那 么 从 五 到 它 月 身 的 同 构 对 
应 叫做 所 的 自 同 构 . 

显然 ,将 中 任 一 元 素 都 映 到 它 目 己 的 映射 

α-να, ΧΟΡ 

(这 个 映射 叫做 恒 同 上 映射) 是 了 的 一 个 自 同 构 ， 这 个 自 同 构 叫 
ή 15 [] εἰ ΡΕ] 11. 
最 后 我 们 证 明 下 面 这 个 在 特征 2 的 域 里 所 特有 的 运算 规 
则 . .. 

定理 6 ο Ε ΝΕ ϱΗ41ἱ, Πα 7} ὁ Κι δ ΤΗ 
元 素 , 那么 一 定 有 . 

(十 站 )2 一 02 十 02. 
证 。 根据 二 项 式 和 定理 , 我 们 有 


(α-0)’- 5 | πλοῦν» 
f=0\ 


5 ΠΒ ο 


si) οἱ (2---ρῃ 
ερ η ὁ ΗΡΑ, 所 以 一 定 是 个 整数 ， 显然 212!， 又 因 
Pp 是 率 数 ,所 以 当 0<i<p 时 , 一定 有 2 和 ρ[(φ--ὐ)!, 因 
此 2 (2-1. ΒΙΑ, ἡ 0<i<p 时 ， 


那么 根据 定理 2， 当 0<i<p 时 ,一定 有 


΄ μ.ο 
多 


因此 有 (a+0)?=@?+b? 
τι 设 五 是 特征 p 的 域 , 而 < 和 8 是 丈 中 任意 两 个 
元 素 ,那么 一 定 有 
(α--- ὃ)» -- α”--- ὃ», 
πε. ἸΗΥ̓ΕΛΕΞΙ 5, 我 们 有 
(a—0)?= (0+ (—0))?=ar+ (-- ϐ)” 
παλ ((—1)b)?=or+ (--1)205. 
当 p>2 时 , p 是 奇数 ,我 们 有 (一 1D)?= 一 上 因此 
(gb0)?=@?—b? 
当 2 一 3 时 ，24 一 0， 对 任意 4a€8F、， 因 此 α--α, ἩΠῈ 
mE， 所 以 也 有 
! (α-- ϐ)---αλ-- δ5-- αἲ--- ϱ3. 
ΒΩ Ὁ ΕΡΕ ρ ΗΒ, ΠΠ αι, σα, .»', am Ε {| 
πι σος, 那么 一 定 有 
(十 Q2 十 … 十 Qm)? 二 Q9 十 十 …: 十 83. 
证 。 对 么 用 数学 归纳 法 即 可 证 明 本 系 理 ， 细 节 请 读者 自 
行 补 出 . 
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. κ. -.Ι 


πα : τρ «μ᾽ 


系 理 3 设 万 是 特征 2p 的 域 ，a 和 5 是 五 中 任意 两 个 元 

素 , 而 是 任意 非 负 整 数 , 那么 一 定 有 
(C 士 p)p 一 0p τε 0, 

证 .对 % 用 数学 归纳 法 即 可 证 明 本 系 理 ， 细 节 请 读者 自 
已 补 出 。 
ος πα 设 玉 是 个 有 限 域 , 它 的 特征 是 p, 而 %\ 是 任意 非 
负 整 数 ,那么 从 五 到 它 自 身 的 映射 

σᾳ:α--»α (ας Ε 
是 下 的 一 个 自 同 构 . ΜΙ 

证 。 首先 证 明 σ, 是 个 一 一 对 应 。 设 σι(α)--σι(δ), ΒἹ 
a” 一 22 ，、 那 么 根据 系 理 3 有 (4 一 0)? 一 a? 一 8? 一 0。 那么 从 
$1 定理 2 的 iv) 推出 e 一 2 0， 因 此 a=5b， 这 就 是 说 ， 当 
α-- 时 ,一 定 有 σι(α) Ἔσι(θ). 因此 ow 是 一 对 一 的 ,又 因 了 了 
的 元 素 个 数 有 限 , 所 以 σ, 也 是 映 上 的 ， 因 此 o4, 是 从 了 到 了 
的 一 个 一 一 对 应 . 

其 次 ,根据 系 理 3, 我 们 有 

| (ᾱ-- δγ»"--α”"}- ὂ»'. 


因此 on (ag+b) =o, (0) +on(0). 

又 根据 乘法 交换 律 , 我 们 有 / / 
(αὐ)»” 一 Cp br 

因此 On (αὖ) -σπ(α) σ,(ὅ). 


这 证 明了 σ, 是 一 的 一 个 目 同 构 . 
在 上 面 所 举 的 例子 中 , 的 自 同 构 
0—>0, 6 一 6， Wy>y+e, 2 十 6 一 9/ 
实际 上 就 是 自 同 构 / 
V 一 >02 (a ς- Ἐν). 
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$4 有 限 域 的 乘法 群 


前 面 我 们 已 经 说 过 ， 在 域 的 公理 中 ， 工 是 关于 加 法 的 ,二 
是 关于 乘法 的 ， 而 且 它们 是 平行 的 . 如 果 说 有 不 同 的 话 , 就 只 
ΕΕ Π.8 中 要 求 ez0, 而 工 .4 则 是 对 域 中 关 0 的 元 素 说 的 ， 
但 是 如 果 我 们 用 ”来 代表 五 中 全 体 --0 的 元 素 所 组 成 的 集 
合 , 那么 根据 $1 定理 2 中 的 iv), 域 的 乘法 运算 对 于 PF 来 说 
是 自封 的 , 而且 满足 以 下 运算 规则 ， κ 

Ὁ 对 任意 a, 5E8", 有 

 αὀ---α, 
9) 对 任意 ww δ, οΕΡ", 1 
(α. «δλ»ο--α«(ὖ»«ο), 
9 8" 中 有 一 个 元 素 , 把 它 记 作 e 具有 性 质 
α.ε-α, 对 一 切 ggEA 

4) 对 任意 4€ rr,，P" 中 有 一 个 元 素 , 把 它 记 作 α-’, 上 共有 

性 质 
Qa i=e. 

(应 该 提醒 一 下 , 4) 的 成 立 用 到 了 $1 定理 2 的 系 理 21) 这 样 
一 来 ， 7” 中 乘法 运算 所 满足 的 运算 规则 就 与 了 中 加 法 运算 
所 满足 的 运算 规则 形式 上 完全 一 样 ， 所 不 同 的 只 不 过 是 运算 
符号 不 同 而 已 , 即 前 者 是 ,而 后 者 是 十 。 这 样 我 们 就 归 

定义 1 设 G 是 一 个 非 空 集合 ,假定 在 9 中 规定 了 一 种 
运算 ,通常 叫做 来 法 运算 ， 即 对 于 G 中 任意 两 个 元 素 & Τὸ, 
可 以 对 它们 进行 乘法 运算 , 把 运算 的 结果 记 作 gc 2， 电 做 它们 
的 积 ， 我 们 还 要 求 G 中 任意 两 个 元 素 经 乘法 运算 的 结果 即 
它们 的 积 , 仍 是 G 中 的 元 素 , 这 就 是 说 , G ΤΡΕΙΣ 
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ή, ην α ΤΗΡΕΙ ΤΕΙ ΙΑ νά, ιβ 
以 下 运算 规则 成 立 . 
1) 对 任意 a, bEG, 有 


gb=ba (交换 律 ) 
2) 对 任意 w，p，cEG， 有 
(α-δ)-ε--ᾱ-(Φ-ο). (8 616 


8) G 中 有 一 个 元 素 , 把 它 记 作 e, 具有 人 性质 
α.ε--α, 对 一 切 &€Q. 
4) 对 任意 aEGQ, G 中 有 一 个 元 岩 , 把 它 记 作 zc ， 具 有 
性 


ἘΠ 


α.α .-ε 


我 们 往往 把 定义 1 中 的 1), 2), δ), 4) 叫做 交换 群 的 公 
5, 我 们 从 交换 群 的 公理 出 发 , 先 来 推导 下 面 这 个 定理 . 
定理 设 G 是 任意 一 个 交换 群 , 那么 
i) G 中 适合 条 件 
α.ἐ-α, ὉἈ-- Ώ]σς 
的 元 素 ο 是 唯一 确定 的 . 
ii) 对 任意 a€G, G 中 适合 条 件 
α.σ 1=e 
的 元 素 g 是 唯一 确定 的 . 
证 . 设 G 中 有 元 素 e 和 e 分 别 适合 条 件 
α.θ-α. Χ--Ῥ]αςα, 
α.ε--α, 对 一 切 4aE€ 
在 前 一 式 中 令 g=e6， 有 


在 后 一 式 中 令 5 一 6 有 


但 是 根据 1 ), 有 
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因此 一 定 有 e 一 6 
这 证 明了 iD 成立 ， 
其 次 ,对 任意 aEG, τὲ α ΠΒ α"' 和 2 有 性 质 
α.α-.--6, 
σ.ὐ--ο 
那么 b=b.e=b(g0 --(δ-α)-α-᾽ 
--(6.0)α =6e*d = 
这 证 明了 苹 ) 成 立 . 
基于 定理 1, 我 们 给 出 下 面 这 个 定义 . 
定义 2 设 G 是 任意 一 个 交换 群 ，G 中 适合 条 件 
α.ε-α, 对 一 切 cEG 
的 唯一 的 那个 元 束 e 叫做 G 的 单位 元 素 。 对 任意 EGG, G 中 
适合 条 件 


ο0--- QT 


| α.ασ Ἴ--ε 
的 唯一 的 那个 元 素 ga 叫做 @& 的 北 元 素 . 

有 了 时 我 们 也 把 交换 群 G 中 的 运算 记 作 “十 ， 叫 做 加 法 运 
站， 并 把 G 中 两 个 元 素 4 与 5 经 加 法 运算 的 结果 记 作 ga 十 bb， 
叫做 < 与 5 的 和 .这 时 就 要 把 群 的 公理 中 的 运算 符号 改 成 
十 5 把 3) 中 的 8 改 记 成 0 有 时 也 把 它 叫 做 对 的 零 元 素 ; 把 
人 44) 中 的 4 改 记 成 一 6， 有 时 也 把 它 叫做 a 的 负 元 素 . 

显然 ,任意 一 域 下 中 的 全 体 元 素 所 组 成 的 集合 对 于 六 中 
的 加 法 运算 来 说 是 一 个 交换 群 ， 这 个 交换 群 叫 做 域 Ε' 的 加 法 
群 。 又 根据 本 节 开 始 时 的 分 析 , 我 们 知道 , 域 环 中 全 体 --0 的 
元 素 所 组 成 的 集合 对 于 中 的 乘法 运算 来 说 也 是 一 个 交换 
群 ， 这 个 交换 群 叫 做 域 玉 的 乘法 群 ， 并 用 符号 δ᾽ 来 代表 它 。 
反 过 来 ,我 们 有 
定理 2 设 了 是 一 个 非 空 集合 ,假定 在 Z 中 规定 了 加 法 


ο 90 5 


( 记 作 “十 ”) 和 染 法 ( 记 作 “.”) 两 种 运算 ， 并 假定 万 对 于 这 两 
种 运算 都 是 自封 的 . 如 果 以 下 条 件 成 立 . 

1 对 于 加 法 运算 来 说 是 一 个 交换 群 ， 并 把 这 个 交换 
的 单位 元 素 记 作 0, 

Π 中 全 体 «0 的 元 素 所 组 成 的 集合 ΕΝ 对 于 五 中 规 
定 的 乘法 运算 来 说 也 是 一 个 交换 群 

Η 对 任意 &，8，cE 站 有 

α(δ--ο) --αὖ-γαο, 

那么 就 是 一 个 域 . 

证 .问题 是 要 证 明 从 工 , Π', ΠΠ’ 可 导出 I τι, ΠῚ 8 
意 了 只 不 过 是 I 利用 交换 群 的 概念 的 男 一 表达 方法 , 而 LL 与 
lI 完全 一 样 。 因 此 I 和 II 成立， 再 注意 , .4 显然 包含 在 
1 中 .因此 只 要 证 明 匡 .1, Η.2, 11.5 成 立即 可 。 

我 们 先 证 明 
0.4=g:0= 一 0， 对 任意 EF (1) 

根据 1.3 31 111, 我 们 有 

θ.α-- (0-0) «α--0.α-0-α, 
用 2 表 0. 在 屎 的 加 法 群 中 的 负 元 素 ， 根 据 工 4 可 知 避 是 存 
在 的 。 那么 

0.α--0-0-0--0.4-ἱ- (0.α-ἷ ϐ) 

(00-00) 十 0 一 0.0 十 0 一 0， 

同 理 可 证 的 α-0--0, 

用 e 表 五 ' 对 于 乘法 来 说 所 组 成 的 交换 群 的 单位 元 素 , 那 
么 自然 有 ga*e=g%， 对 一 切 coE 玉 又 在 人世 中 取 α-ο, ἘΣ 
0.50, 因此 6.ε--α, 对 一 切 aE 8， 这 证 明了 工 .3 成 立 . 

Π.Ι: 和 JI.2 显然 对 于 三 中 的 任意 三 个 关 0 的 元 素 a, ὁ, 
ο 均 成 立 . 如 果 α, ὁ 中 有 等 于 0 的 , 那么 利用 (了 可 推出 a:b= 
δα 的 双方 都 等 于 0， 因此 荆 .1 对 于 中 任意 两 个 元 素 &,6 
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δν, ΙΕ ΣΗΠΠΕΠΙ. 2) ή Ξ2ύΧέα, ὃ, ο 都 成 立 . 
这 证 明了 到 中 加 法 运算 和 季 法 运算 注 足 运算 规则 1 Ι, Η, 
τα. 因此 万 是 域 . | 
我 们 也 往往 把 I, Π’, ΤΠ’ 叫做 域 的 公理 ， 值得 注意 的 
是 ,引进 了 交换 群 的 概念 之 后 , 域 的 公理 简洁 得 多 . 
我 们 这 里 顺便 提 一 下 , 群 是 抽象 代数 的 基本 概念 之 一 , 有 
着 许多 极为 重要 的 应 用 .在 定义 1 中 把 运算 规则 1) 取消 ,我 
们 就 得 到 群 的 定义 ， 但 在 本 书 中 , 我 们 只 讨论 交换 群 . 
我 们 再 举 几 个 交换 群 的 例子 ， 这 几 个 例子 对 于 编码 来 说 
是 重要 的 .: 
例 1 μμ, 
Zn = {0, 1, 2, «:», πι-- 1. 
在 8 1 中 ,我 们 曾 在 Z 中 如 下 地 规定 了 乘法 运算 ， 即 模 m 习 
法 运算 
α(δ--(α-δ}ι, 对 任意 a4, ὃς 
ΒΑ Zm 对 于 如 上 规定 的 乘法 运算 是 自封 的 ， 而 且 利 用 $ 工 中 
关于 ᾱ, 是 域 的 有 关 证 明 可 证 Ζει 中 的 乘法 运算 满足 运算 规则 
1), 2), 3), 但 要 注意 
ο] --α, 对 任意 CELn. 
可 是 运算 规则 分 却 不 成 立 ， 实 际 上 ,0@c= 0, 对 任意 4 E24， 
因此 在 Zw 中 0 没有 逆 元 素 ， 所 以 δ. 对 于 上 面 规定 的 乘法 
运算 不 成 交换 群 ， 不 但 如 此 , 当 m%w 是 复合 数 时 ， 从 2m 中 除去 
0 之 后 所 得 的 集合 
Zn\ {0} = {1, 3, 8, -.', mC—1} 
对 于 前 面 规 定 的 乘法 运算 也 不 是 交换 群 .实际 上 , 充 r==muam， 
1 «ίση, πυρ «πι, 那么 i， ma EQm\10}, 而 
mi Msg = (Mame) m= mM) m= 0. 
因此 ， 这 时 Zn\ {0} 对 于 前 面 规定 的 乘法 运算 甚至 都 不 日 圭 . 
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但 是 如 果 我 们 引进 集合 
Zn= {alaE2n ΠΠ Β.(α, πι) =1}, 
那么 我 们 可 以 证 明 6 对 于 模 w 乘 法 运算 
α(ο)ὃ = (0D)n 
来 说 是 一 个 交换 群 . 
首先 来 证 明 2 对 于 模 m; 乘 法 运算 是 自封 的 ， 设 α, ὃς 
Zm, 即 0 过 a, ὃ «πι ἹΠία, T=, ην) 二 1， 显然 从 (4, πι) = 
(0, πο) 二 1 可 推出 (6, πο) =1。， 设 用 m 去 除 αὐ 所 得 的 商 是 
909， 余数 是 〈cb)m， 即 
αοὐ--σπι-- (αὖ)η, Ο-Γ(αδ), πι. 
由 上 式 可 知 (αὖ, m) 一 (人 GO)m，01) 
4 (αὔ, τη) 一 耳 所 以 (Cab)w mm) 1， 这 证 明了 
α(δ-- (αὖ) .Ε ᾱ. 
再 证 明 Ζ,, 中 的 模 m 乘 法 运算 满足 运算 规则 1), 3), 8), 
4), ᾱ 中 的 乘法 运算 满足 交换 律 和 结合 律 可 仿照 8$8TL 例 4 关 
于 如 ,是 域 的 有 关 证 明证 之 ,我 们 就 不 重复 了 .又 显然 1 是 2m 
的 单位 元 素 , 故 3) 也 成 立 ， 现 在 来 证 明 少 也 成 立 . 
设 4E€4m， 因 (4, m) =1, 故 有 整数 6 和 4 存在 使 
1 =co+am. 
由 上 式 可 知 , (ο, πι) =1, 因 此 也 有 ((0)m, πι) 一 上 即 (0) mn€2n. 
又 有 
1--οᾱἠ-ἆγπυ-- (ϑα {- πι) n= (ο) nm 
= ((0O mo) n= (Ο)αζθα, 
ΒΗ Ηι(ο πα. Βτιλ 4) 也 成 立 . 
这 证 明了 δη, 是 交换 群 . 
μις 设 了 是 任意 域 ，f(w) 是 了 [zw] 中 任 一 次 数 »1 的 


Ε[α] 3 {α(ϱ) |α(α) EF [ο], θ'α(Φ) <0°f (%) 而 
(α(φ), Γ(ῳ)) - 1}. 
在 了 [zjro 中 引进 乘法 运算 , 对 任意 α(α), δία) Ε Ρ[α]κο, 3 
α(α) (Οδ (ῳ) 一 人 ao κο, κ 
那么 完全 平行 于 例 荆 可 证 了 [wjxw， 是 个 交换 群 ， 我 们 就 不 重 
ΞΤ. 
我 们 再 从 交换 群 的 公理 出 发 ， 推 导 交 换 群 的 运算 所 满足 
的 另 一 些 运算 规则 , 我 们 把 它们 概括 在 下 面 这 个 定理 里 . 
定理 8 ΠΩ 是 个 交换 群 , 它 的 运算 符号 记 作 “。， 那么 
G 中 以 下 运算 规则 也 成 立 . 
Ὁ 《消去 律 )， 设 4, 6, οΕΩ͂ 而 6*5==a:c， 那 么 一 定 有 
b=c. 
1) 设 4,5 是 G 中 任意 两 个 元 素 , 那么 (4:0) 下 =a 607, 
11) 设 4 是 G 中 任意 元 素 ,那么 
(α-ἳ) =0. 
证 ， 设 gp 一 0"， 根 据 4) ,2 的 道 元 素 & ΕΟ, ἜΚ 
0 一 60 一 人 0) 0 一 人 0) 
Ἕ-α Ἱο(ᾳ.ϐ) --α Ἱ(α.0) = (0 1.ᾳ) «0 
--(α.α Ἱ) «0Ξ-θ.ο-ο, | 
因此 i) 成 立 . 
其 次 我 们 有 
(σ.ὐ) «(α«-δ}-᾽--α 
男 一 万 面 , 又 有 
(gb «(α-1.0”1) = (G6) (ὅ-1-α- 
πα. (δ.(ὁ1.α”1)) -α. ((090τ1) 0 ) 
一 Go (ε-α”ἳ) --α.α-.--έ 
Εις ΗΕ (ΒΗΛΕΒΗ 1 中 的 主 )), 可 知 
(α.ϐ) Ἱ--α οὐ. 


4 δ4 ο 


因此 Ὁ) 成 立 . 
最 后 我 们 有 
CTL 0) =6, 


仍 根据 道 元 素 的 唯一 性 可 知 


Cop 
因此 11) 也 成 立 . 
设 G 是 任意 一 群 , a 是 G 中 任 一 元 素 , 而 % 是 个 正 整 数 . 
定义 
α΄ = α.α....., 
σπα 
σα --θ, 


σπη-- (αν. 
那么 可 以 证 明 下 面 这 些 运 算 规 则 成 立 ; 
1) 对 任意 a, 8EG 和 任意 整数 %,， 有 
(α»δ)'--α"» δ΄, 
1) 对 任意 <5EG 和 任意 整数 mm Ἢ 
0 一 Cn 
ον 一 (ο). 
由 于 证 明 都 很 简单 ,我 们 就 不 写 出 来 了 . 
定义 8 设 G 是 任意 交换 群 。 如 果 G 含 无 限 多 个 元 系 ， 
G 就 叫 无 限 交 摘 群 。 如 果 避 仅 仿 有限 个 元 素 ,， G 就 叫 有 限 交 
换 群 ; 而 G 中 元 素 的 个 数 就 叫做 GG 的 阶 , 记 作 |Q|. 
例如 , 有 理 数 域 Q 的 乘法 群 Q" 是 个 无 限 交 换 群 ; 有 限 域 
Ζ, 的 乘法 群 2* 是 个 有 限 交 换 群 , 而 它 的 阶 古 2 一 二 
例 1 中 的 群 Ζει 也 是 有 限 交 换 群 ,我们 把 它 的 阶 记 作 
φίπι), φίπο) 称 为 欧 拉 (Euler)p 函数 , 它 等 于 <m 的 正 整 数 
中 与 % 互 素 的 个 数 ， 如 果 澡 的 素 因 数 分 解 式 是 
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ην — pip"pr, 
其 中 01 Pa, "'', pr 是 两 两 不 相等 的 党 数 ， ΠΠ 6ι, θα, "ἔκ 部 
是 31 的 整数 ,那么 


gm) i (ρι-1). 


这 个 公式 的 证 明 将 在 8 8 中 给 出 . 

定义 4 设 G 是 交换 群 , 而 4 是 G 中 任意 一 个 元 素 ， 如 
果 对 于 任意 正 整数 ΚΗ σ”-εε, a 就 叫做 一 个 无 限 阶 元 素 ， 
如 果 有 正 整 数 双 使 四 =e，& 就 叫做 一 个 有 限 阶 元 素 ， 而 具有 
性 质 a"=e 的 最 小 正 整 数 % 就 叫做 a 的 阶 . 

根据 $3 定理 2 可 知 , 当 了 是 特征 0 的 域 时 ,了 的 加 法 群 
中 任 一 关 0 的 元 素 都 是 无 限 阶 的 ; 而 当 卫 是 特征 2» 的 域 时 , Ρ 
的 加 法 群 中 任 一 关 0 的 元 素 都 是 w 阶 元 素 . 

定理 4 设 G 是 个 有 限 交 换 群 那么 G 中 任 一 元 素 都 是 
有 限 阶 的 。 设 a 是 G 的 一 个 % 阶 元 素 , 那么 下 面 这 多 个 元 素 

α)--ρ, α---α, αἲ, αξ, -'., "1 (2) 
是 9 中 % 个 两 两 不 同 的 元 素 , a ΗΕ ΕΙΧΕ (ΤΕ. 38 0) οτε 
其 中 ,而且 a"=e, 当 和 且 仅 当 w%|m， 更 进一步 , 邻 
[α] 一 {α7, α΄, C2 .... απο}, 

那么 [4] 对 于 G 中 运算 来 说 是 一 个 % 阶 交换 群 . 

证 . γταεα, 因 G 的 元 素 个 数 有 限 , 下 面 这 一 系列 元 素 

| αὐ--ρ, α--α, αἲ, αὖ, ... 
不 能 两 两 不 同 、 设 α’--α, Οςς-}--ἴ, 那么 
αν-!--. φἴ.φ-!---ᾳ).(α-ζγ/-- (α-α-1)}--ο)--ϱ. 

而 《一 ?>0，、 因 此 < 是 有 限 阶 的 . 

现在 设 a 是 的 一 个 %% 阶 元 素 ， 假 定 a™=a™, 0 πο 
ma<%, 那么 G7 于 =e， 因 6 的 阶 是 nn, 而 0 寺 ms 一 m4 二 n,， 所 
以 一 年 有 πια πι, 即 ποτ πια, 这 证 明了 (2) 中 于 个 元 素 
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两 两 不 同 . 

设 m 是 任意 整数 .再 设 用 去除 w 所 得 的 商 是 9 而 余数 
χε: (η) η, 即 

πι gn (πο), OE (πο) «η. 
那 久 α΄” --- Qt 0 G(T) 一 (α")1. ασ» 
~ ο «αλα 一 θ. αλα 一 αλ» 

ΒΗ α'”'' 在 (2) 中 ,所 以 a" 也 在 (2) 中 .更 进一步 , 由 上 式 显然 
有 a”=e， 当 且 仅 当 a””=e， 但 0<0m),。<n， 因 此 α"--ε, 
当 且 仅 当 (m)。=0, 即 mm, 

最 后 来 证 明 [4] 对 于 G 中 运算 来 说 是 一 个 交换 群 . [ΕΒ 
律 和 结合 律 对 于 G 中 元 素来 说 都 成 立 ,所 以 对 于 [a] 中 元 素来 
说 也 成 立 , 显然 :=e 是 [go] 的 单位 元 素 . πα) Τα ας [α], 
0<%<n, 我 们 有 oa"”™E€ [aj, 而 且 有 
| αὖ αἴ ge 
因此 [gj] 中 任 一 元 素 的 逆 元 素 都 在 其 中 ， 这 证 明了 [ge] 是 个 
阶 交 换 群 . : 

在 这 里 我 们 附带 地 提 一 下 , 同 子 域 的 概念 一 样 , 也 可 以 定 
义 子 群 的 概念 . 设 G 是 一 个 群 ,而 G6 是 G 的 一 个 非 空 子 集 . 
如 果 Go 对 于 G 中 的 运算 来 说 是 一 个 群 , 这 就 是 说 ,对 于 Go 中 
任意 两 个 元 素 按 G 中 运算 进行 运算 所 得 结果 仍 是 Ge 中 的 元 
素 而 且 G 中 运算 对 于 Go 来 说 也 满足 定义 工 中 的 运算 规则 2), 
3), 人 ,我 们 就 说 Go 是 G 的 子 群 。 这 样 一 来 , 定理 4 的 最 后 
一 个 断言 实际 上 是 说 ， 如 果 & 是 有 限 交 换 群 中 的 一 个 nn 阶 元 
素 , 那么 [ej] = to α', α", ""', α Φιλ α 的 一 个 % 阶 子 群 ， 

同 域 的 同 构 这 个 概念 一 样 ,我们 也 可 以 定义 群 的 同 构 , 设 
G 和 G 是 两 个 群 ， 如 果 可 以 在 G 和 9 的 元 素 之 间 建 立 一 个 
一 一 对 应 

σ,α-»σία) (ας, σ(α) ΕΩ'), 
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而 且 这 个 一 一 对 应 保持 群 的 运算 , 这 就 是 说 , G 中 任意 两 个 元 
素 a 与 的 积 gc'2. 对 应 到 a 的 象 σ(α) 与 5 8. σ(ῦ) 的 积 
σ(α) ov) 也 就 是 说 , 这 个 一 一 对 应 0 适合 条 件 : 
σ(αδ) -σ(α)σ(θ), 对 任意 4&4, δΕΩ, 
ην 6 ΤΙ Θ΄ 有 同 构 ,而 0 是 从 G 38} αἵ 的 一 个 同 构 了 映射 
或 同 构 对 应 ,或 简称 同 构 . 同 $2 定 理 4 一 样 ,可 以 证 明 , 如 采 
5 是 从 群 G 到 群 @ 的 一 个 同 构 映 射 , 那么 o 一 定 将 器 的 单位 
元 素 。 映 到 6’ 的 单位 元 素 , σ 也 一 定 将 G 中 任 一 元 素 αἰ’ 
元 素 α΄ βι 3) α [8 σία) {536 σ(α)””. 
ΠΣ ΠΩΣ 
聚 4 存在 , 那么 

ΠΝ G= [α]-- {α)--ο, αἷ--α, αἲ, ---, αχ, 
就 叫做 (nm ΡΑΣ, Πα Πω μη -- 54 Ἀπ. 

在 $2 中 我 们 曾经 指出 ,2, 中 有 两 个 3 阶 元 素 , Εν 中 有 
4 个 8 阶 元 素 . 因此 瑟 . 和 下 s, 都 是 循环 群 ， 下 面 我 们 主要 要 
证 明 , 任 一 有 限 域 的 来 法 拜 都 是 循环 群 , 而 且 还 要 算出 它 的 生 
成 元 的 个 数 . 但 需要 先 做 一 些 准备 . 

ΠΕ} 设 G 是 个 有 限 交 换 群 , a 是 8 的 一 个 % 阶 元 素 ， 
& 是 任意 整数 ,那么 5 是 个 ww η) 阶 元 素 ， 特 别 o 是 % 阶 
元 素 , 当 且 仅 当 (%, π)--1. 

证 。 显然 有 


| (αν τπτ -- ασ ~ (om “ΠΤ -- ϱ η --ᾱ. | 
设 m 是 or 的 阶 ,那么 由 定理 4 可 知 
"| σος (8) 
另 一 方面 又 有 α”-- (a) "~e. 
因为 a 是 个 7% 阶 元 ;所 以 仍 由 定理 4 可知 nfm Ἐξ 


ν 0. 


nn | 四 ΜΝ 
η πι ο) τὸ}; στο) (ἆ, ) 。 


ΙΙ λέ. | ὧπι 推出 
ι | 


(pn) bn) 

η, Ek 
8 ολ, 
所 以 

αν 
απο!" 9 

于 是 由 (3) 和 (和 推出 

人 人 


系 理 设 G 是 个 % 阶 循环 群 ,a 是 它 的 一 个 生成 元 , 8 是 
任意 莹 数 ,那么 必 * 也 是 G 的 生成 元 , 当 且 仅 当 (%, τὸ --1͵ 

证 .根据 引 理 1, α’ 的 阶 是 n/ (3, π). 但 or 是 GQ 的 生成 
πι, 当 生 仅 当 e* 的 阶 是 %， μα’ 是 G 的 生成 元 , 当 且 仅 当 
(ὦ, π) =1. 

引 理 2 设 G 是 个 有 限 交 换 群 ,a 是 G 的 一 个 m 阶 元 素 ， 
b 是 G 的 一 个 % 阶 元 素 ， 并 假定 Cm, τ) 1， 那么 αὐ 就 是 一 
个 mm 阶 元 素 . 

证 ， 显然 有 

(Co) 人 一 (27 一 如 sb 一 6 一 6. 


设 αὖ 的 阶 是 1 则 根据 定理 生 有 


| σα 
另 一 方面 ,由 (αὐ)᾽--ϱ 
推出 : qi 一 07. 


根据 引 理 1, a! 的 阶 是 和 的 因数 ，0 的 阶 是 % 的 因数 .因此 
4 一 b- 的 阶 是 Cm, 9) 的 因数 , 但 假定 Cm, ο) =1, 所 以 αἲ 一 0 


。69 。 


是 工 阶 元 素 , 即 
~b Ί--α 
故 根据 定理 4 有 
πο 上， 多 | 了 
仍 因 Cm, τ) --1, 所 以 
ποπ. |]. 

因此 一 定 有 1= mm 

引 理 3 设 G 是 个 有 限 交 换 群 。 假定 的 元 素 的 阶 中 η 
是 最 大 的 , 那么 G 中 任 一 元 素 的 阶 一 定 是 % 的 因数 . 

证 . 设 a 是 GG 中 一 个 % 阶 元 素 ， 而 πα 中 任 一 元 素 的 
阶 ， 设 5 是 Q@ 中 任 一 元 素 , 并 假定 ?的 阶 是 mwm， 如 果 m+m, 那 
么 一 定 有 一 个 素数 p, 它 在 mw 中 出 现 的 项 次 大 于 它 在 % 中 出 
现 的 寡 次 , 即 

N= γην, M = χρη, 
(2, πι) = (2, ται) =—1, 
θα» Θι. 
那么 根据 引 理 1, α’ 就 是 α 中 一 个 m 阶 元 素 , ΠΠ ὑ”' 就 是 G 
中 一 个 yp 阶 元 素 ， 但 
(πα, 5) 一 十， 

因此 根据 引 理 2, αν οι ιδ G 中 一 个 νι 阶 元 素 ， 但 
ρα πα” Ἡ, 
这 与 闷 的 最 大 性 相 矛 盾 ， 因 此 一 定 有 和 |n. 

现在 我 们 来 证 明 

定理 5 任 一 有 限 域 的 乘法 群 都 是 循环 群 . 

证 . 设 F 是 个 有 限 域 , 它 的 元 素 个 数 是 9， 那 么 丈 是 个 
g 一 1 阶 的 有 限 交 换 群 。 在 中 一 定 有 一 个 最 大 阶 的 元 素 . 
设 a 是 六 中 的 一 个 最 大 阶 元 素 , 并 设 & 的 阶 是 m。 那么 根据 
定理 4， 
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ϱ, ᾱ, αἲ, -.., αἲ-ἳ 
就 是 五 ' 中 史 个 两 两 相 异 的 元 素 . 但 下 一 共有 2 一 工 个 元 素 ， 
因此 一 定 有 
nqg—1, 
男 一 方面 ,根据 引 理 3, ΓΕ 中 任 一 元 素 的 阶 都 是 % 的 因数 . 那 
么 根据 定理 4, ZF" 中 任 一 元 素 均 适合 多 项 式 κ 
wv"*—e. 
但 太一 共有 9 一 工 个 元 素 ， 因 此 根据 82 定理 5 的 系 理 2, 一 
定 有 
φ--1--η, 

所 以 多 一 和 一 于 
这 证 明了 到 是 由 & 生 成 的 循环 群 

定义 6 有 限 域 的 乘法 群 的 生成 元 叫做 这 个 有 限 域 的 本 

系 理 ” 设 了 是 元 素 个 数 为 9 的 有 限 域 ， 那 么 Ρ 总 共有 
φ(ᾳ-- 1) 12578. 

证 、 设 4 是 产 的 一 个 生成 元 ， 即 了 的 一 个 本 原 元 ， 则 
根据 定理 8, 
σ---θ, α--α, αἳ, .'., αἲ 3 | 
就 是 五" 的 全 部 9 一 工 个 元 素 . ἘΗΒΊΒΠ|ΒΗ 1 Κα ΑΠΕ, α(0ς 
<g 一 起 是 坟 的 生成 元 , 当 且 仅 当 (%, σ-1)-1, 因此 六 的 
生成 元 ( 即 了 的 本 原 元 ) 的 总 数 是 9g(4 一 上 . 


6 有 限 域 的 结构 


在 这 一 节 里 ,我 们 将 证 明 有 限 域 的 三 条 结构 定理 ,它们 是 
定理 1 设 了 是 有 限 域 并 设 f 的 特征 是 pp， 那么 了 的 元 
索 个 数 一 定 是 2 的 一 个 夭 。 


α ΤΙ 。 


定理 2 设 p 是 任 一 素数 而 % 是 任 一 正 整 数 , 那么 总 存 
在 着 一 个 恰 食 个 元 素 的 有 限 域 . 

定理 3 任意 两 个 元 素 个 数 相 同 的 有 限 域 一 定 同 构 . 

我 们 先 来 证 明定 理工 的 一 个 推广 ， 它 包 有 定理 工作 为 特 
例 . 

定理 和 4 设 是 个 有 限 域 ， 它 包 有 一 个 9 个 元 素 的 有 限 
域 Fo 作为 子 域 ,那么 五 的 元 素 个 数 一 定 是 9 的 一 个 项 . 

证 .将 Fe 改 记 成 ι, 11 Ε-- Ει, ΒΑΡΗ α 
个 元 素 的 有 限 域 ， 因 此 这 时 定理 4 成立。 如 果 了 到 1, 那么 
FV 就 含有 一 个 元 素 οι, 而 εις δα 5 

Εο-- {81+@262|01, σος PF}. 
我 们 证 明 ; 如 果 
0 十 Co63 一 0 十 0263， σι, 2, b1, δες Ελ, 
那么 就 一 定 有 αιπὃι, 02 一 bs， 实际 上 ,从 上 式 推 出 
(@2— ba)e2 = 01— αι. 
如 果 42 天 52， 那 么 
θα (0-9) (0 — αι) ER. 
这 是 一 个 了 矛盾， 因此 一 定 有 as= bs， 于 是 也 有 =oi， 因 此 
可 以 推出 Fs 恰 含 9 个 两 两 不 同 的 元 素 . 

如 果 五 = 了 。， 那 么 了 就 是 恰 售 9 个 元 素 的 有 限 域 ， 因 
此 这 时 定理 4 成立. 11} δε Ρᾳ, 那么 了 吏 食 有 一 个 元 末 ea 
而 es 后， 8 

Fs= {G1+ Goes aaes la1, αν, ts €E Ps}. 
ΕΒ αι-αρθο--αφθα-- bi 二 02e2 二 Oaes, αι, ὃις Ri, 
则 有 (αε-ὂν)θε--((δι--αι) + (02— 02)e2). 
如 果 ws 关 bs, 那么 

63 一 (ca 一 bs) 一 (δι ---αι) 十 (ca 一 ba) (Da 一 02) ος Hs, 
这 是 一 个 矛盾 .因此 一 定 有 es=0s。 于 龙 有 
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Ci 十 Caeos 一 0 十 Daes， 
绸 根据 上 一 段 的 证 明 可 知 ai 一 ,ce 一 02， 于 是 可 以 推出 Ρε 
恰 含 Y 个 两 两 不 同 的 元 素 . 

如 果 万 Fs， 那么 了 了 就 是 恰 售 9 个 元 素 的 有 限 域 . 央 
ΜΑΗ 584 成 立 . ΠΠ τεδε, 那么 五 就 含有 一 个 元 了 素 ει, 
64 盾 48， 令 

Ps= fci 十 cab 十 gaes 十 ased| ai，Go，G3，C4 ς ΕἸ}, 
仿 上 可 证 fs 18 8 -个 两 两 不 同 的 元 率 . 

如 此 继续 下 去 . πὲ ΡΠ. Ν, πας ο ， 
那么 我 们 就 得 到 三 的 一 串 子 集 
| δ, Πο, Ρα, ΩΝ, H,, 

其 中 F;= [41 十 Catz 十 … 十 Ciei| al， (ὦ9» ""'", αις Εν}, 
而 616: Pi, 696 Fy, -.., ἐς Fn, 
同时 二 (1<i<n) 恰 含 和 个 两 两 不 同 的 元 素 、 如 果 ΖΕ δι, 
那么 了 就 含有 一 个 元 到 en+1， en+1 秆 Pn， 令 

Fri™= {Ci 十 abs 十 … 十 Crer 

十 GodientHi| 61, C2 "Co ἄρεις Pid. 

仿 上 可 证 Ftz ας ο 个 两 两 不 同 的 元 素 。 但 Fst 是 也 的 
Τ1Ε,Π ΕΠ} Νο", 所 以 这 是 不 可 能 的 。 因此 
一 定 有 五 =F， 于 是 耳 是 恰 售 gq" 个 元 素 的 有 限 域 ， 这 证 明 
了 定理 生 / : 

从 定理 4 立刻 可 以 导出 定理 1， 设 五 是 有 限 域 , 并 设 Ρ 
的 特征 是 p， 那 么 % 一 定 是 个 素数 , 而 了 的 素 域 二 就 是 恰 合 
Dp 个 元 素 的 有 限 域 ， 在 定理 4 中 取 fu=H， 碗 得 出 定理 
1 

为 了 证 明定 理 2， 只 要 证 明 : 对 于 任 一 素数 2 和 任 一 正 整 
ἈΚ τι, Ζρ[α] 中 总 有 一 个 和 次 不 可 约 多 项 式 即 可 ， 因 为 如 所 
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f(z) 是 Co[zj 中 的 一 个 % 次 不 可 约 多 项 式 ， 那 么 在 § 2 中 构 
造 的 域 Qs [ore 就 是 一 个 如 个 元 素 的 有 限 域 。 下面 我 们 将 求 
出 任 一 有 限 域 上 % 次 不 可 约 多 项 式 的 个 数 的 一 个 显明 公式 ， 
然后 再 利用 这 个 公式 推出 这 个 个 数 一 定 31. να, ΠΙΑ 
证 明了 Ζρ[α] 中 总 有 % 次 不 可 约 多 项 式 存 在 . 

为 了 求 出 任 一 有 限 域 上 % 次 不 可 约 多 项 式 的 个 数 的 一 个 
公式 , 需要 先 做 一 些 准备 . 

引 理 1 设 了 五 是 个 有 限 域 ,， 而 Feo 是 下 的 一 个 含 4 个 元 
素 的 子 域 , 那么 Fa 中 的 元 素 a 都 适合 条 件 =a， 更 进一步 ， 
如 果 五 中 有 一 个 元 素 6 适合 条 件 B=B6, 那么 BE ἔα 

证 .根据 $4 定理 5, 我 们 知道 ge 是 9 一 工 阶 循环 群 . 设 
上 是 它 的 一 个 生成 元 , 那么 | 

名 一 6 ξ---ξ, ἕξ", τν. 63 
就 是 Ες ο 9 一 工 个 元 素 ， 显然 有 
(的 和 = (1-1)! --έ--θ, 0<i<g—2. 
ΜΕ ΓΠΤΠΗΝ ΠΕΡΙ ξ', 就 有 
ο (ξ91--ξ', θκἐκς--2. 
这 就 是 说 ，&gs 中 任 一 元 素 a (包括 0) 都 适合 条 件 α’-α, 这 
样 一 来 , 多 项 式 
αἲ 一 此 
就 以 Fe 中 的 9 个 元 素 为 它 的 全 部 根 。 将 ww? 一 x 看 作 卫 上 的 
多 项 式 , Έπε ΡΥ 1. ΜΜΑ βίΕΕ) 是 这 
个 多 项 式 的 根 , 即 Br 一 B=0, 那么 一 定 有 BE ἔα | 

引 理 2 Ὁ Γαλ ᾳ 12ης ή --- 1Η Ρα, ΠΠ Τ(α}8: Ρα[ᾳ) 

中 的 一 个 % 次 不 可 约 多 项 式 , 那么 一 定 有 
f (2) |22 一 0 
证 8 
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Fa[zlsw) = {αοἼ-αιΏ-- σος" 十 
十 ap- "αρ, αι, 02, CE 了 
在 382 中 已 经 在 Ρα[α]} κα 中 规定 了 加 法 和 乘法 运算 ， 即 对 任 
意 4(%), 6(%) EFalz]xwy， 规定 
a(%) DLL) --α(α) ἠ- δ (ω), 
α(α) (9) δ(α) = (α(α) «δ (ᾳ)) καν. 
我 们 也 证 明了 Ρᾳ[ω] καν 1 ΠΠ ΕΕ {8 ΠΠ ΤΕΕ. Δε--} 
域 , ΠΠ Ελενα 个 元 素 的 域 ， 根据 引 理 工 Ρα[] καὶ 中 的 
元 素 a 都 适合 条 件 αἵ --α, 即 αἵ 一 a=0， 特 别 , ας Ῥο[α]κα, 
因此 在 folzjxw ΠΠ αὐ 一 2 一 0， 而 这 实际 上 是 
φ(5)Φ(5)-’(5}95 -- 25 -- 0, 
ος. -- 


. αν 个 
即 (ο λκο--.--0, 
但 根据 $ 2 1238 工 的 系 理 有 
(α””-- Ὁ) pn = (WV ) καγ--Ώ, 
因此 (zZ2 —%) yc) — 0, 
这 训 是 说 Γ(α) | 如 一 和 


引 理 8 设 fo 是 g 个 元 素 的 一 个 有 限 域 ,而 刀 2) 是 Ρα] 
中 的 一 个 吕 次 不 可 约 多 项 式 , 如果 m>n, 那 么 一 定 有 
ζω | 
证 .用 反 证 法 . 设 玉 2)|27 一 %. 这 就 是 说 , (w? 一 2)ycw) 一 0. 
因此 / 
(2% ) p02)— 2. 
因 gof(z) =m， 所 以 Fae[z]xo 是 α" 个 元 素 的 有 限 域 . πρὶ 
Fe 是 Fa[z]yro) 的 子 域 , 所 以 9 一 定 是 Ρο[2} κα 的 特征 (也 是 
Ρα 的 特征 ) 的 一 个 寡 ， 那 么 对 于 Zaelzjro 中 任意 一 个 元 素 


ma 一 1 
9(2) = 之 ἆμο, EF, 


ο ζῷ ο 


都 有 σία) Og (%) --5 σ()--σ(ϐ) 
gq 
= (g(%)® λκο-- (2) 


μι--1 


γη---1. Ν 
-( 之 of ο΄ ) -- ΦῚ αμ 
ἐ-- FED) ἐΞ0 
μι--τ , , πι--1. ᾿ 
一 ΣΣ a (wv ο) κο Ω ὦ 


ες Ὁ σα 一 Σ CU 一 0. 
这 网 是 说 ，&alLzjro 中 gm 个 元 素 都 适合 多 项 式 
Χα. Χ 
但 m>>n， 因此 根据 $2 定理 5 的 系 理 2， 这 是 不 可 能 的 ， 这 
就 证 明了 引 理 3. 
51184 设 m, π ΤΕΔΚ, 而 4= (πι, η), 那么 
(ο"'--β, αἲ--θ) Ἔ-αῖ--θ. 
证 ， 对 max(m, n) 用 归纳 法 。 当 m=% 时 , 本 引 理 显然 
成 立 ， 设 m>n, 那么 
(α”.--ο, ασ. --6) 一 (ο" oon 0) 1 ---) 
--(ᾳ31-.--θ, αἳ-- ο). 
但 πιαχ (πιυ--Ώ, τι) «-πν--τηακίην, τι), ΠΠ (ην ---τι, ντ (πο, πι) --ᾱ, 
所 以 根据 归纳 法 假设 有 
(ο -"--ρ, φ"--ϱ) 一 0 一 6. 
因此 (sm"—e, α”--θ) —wi—e 
ΠΒ 设 m, πι 是 正 整 数 ,而 9 一 (m, πα), 那么 
(gg, αἴ”--ϱ) 一 00 --ᾱ, 
证 .仿照 引 理 4 和 的 证 明 , 可 证 
(g”—1, φ"--1)-ᾳ--1, 
那么 根据 引 理 4, Ἡ 
(αὐ 于 一 上 6， 1--6) 一 or 一 6 


φ θα 


ΠΗ͂ ἰν, (wT x, αφ". ϱ) -- γ΄ -ᾱ 
引 理 6 设 Eve 是 一 个 & 个 元 素 的 有 限 域 ， 而 了 ce) Αἱ 
Ρε[α] 中 的 一 个 9 次 不 可 约 多 项 式 , 那么 Ρίῳ) |z 一 Zz， 当 上 且 
仅 当 Qin. 
证 ， 根据 引 理 2， 
ο) () ο" --α, 
如 果 Qjn, 则 (qd, τ) --ᾱ, 148 5] 38 ὅ, 


(z& 一 0， αὐ" 一 亿 ) 一 (cy --ᾱ), 


于 是 f (8) (οὐ--ᾱ, αἲ--), 
因此 Ῥ(α) | οὐ 一 2. 
反之 , 设 f (2) |ωῦ--α, 
那么 Ῥία) | (2 一 7 αἲ —%), 
Φα (η, 9)， 根 据 引 理 5, 就 有 
}(α) |αὐ'' --ᾱ 


再 根据 引 理 8, ἀ’ 5.4, {Β α΄ = (tm, ὦ) και Ν ἆ --ᾱ. Ῥ-α]η, 
引 理 7? 设 Fe 是 一 个 2 个 元 素 的 有 限 域 . 那么 对 于 任 
意 正 整数 mw%, αἴ 一 x 都 没有 重 因 式 . 
证 ， 令 Yo τα], 
那么 f'(%) = (q"—1)2 : 
设 fa 的 特征 为 p, 根据 定理 1,g 是 jp 的 一 个 秦 , 设 9==p", 那么 
(gq"—1, Pp)=(p™—1, ϱ) =1. | 
μΙΗ,Τ (0-0 ΕΤ ῳ) 只 有 2 及 οἫίοξ Ρὰ) 为 其 因 式 ， 而 
z+tf(z), 因此 / 
(fo Ρ (2)) =e. 
那么 根据 8 2 定理 4, αἲ 一 一 没有 重 因 式 ， 又 显然 > 不 是 
2 一 一 的 因 式 ， 因 此 冤 一 2 也 没有 重 因 式 . 
有 了 上 面 这 些 准 备 , 我 们 先 来 证 明 
定理 5 设 Fu 是 一 个 9 个 元 素 的 有 限 域 ,是 一 个 正 整 


ο 17 


数 ， 而 οι, ρα, "'', pm 是 名 的 所 有 两 两 不 同 的 案 央 数 . 用 
Φε, (ww) 表 示 Falw] 中 所 有 首 项 系数 是 6 的 % 次 不 可 约 多 项 式 


ms-er -四 er ο” 


«Π (ο). Π (ο) 
κ ές κ ected ke 


-- ο 人) (1) 
再 用 [Φα ,| 表示 Fa[%] 中 首 项 系数 是 。 的 %% 次 不 可 约 多 项 式 
的 个 数 , 那么 

[2 ,| -=( ο. 


| ο" PD: 
ἐ--] ας ἐς η 


-- Ὶ αν ---.. 十 (一 1) Mag" Pp gm ). (2) 


1ςἑ-]ςΚςπι 


证 ， 在 引 理 7 里 已 经 证 明 w* 一 没有 重 因 式 ， 因 此 根据 
§ 2 定理 3, αὐ ο 可 以 分 解 成 Fafz] 中 一 些 两 两 不 同 的 首 项 
系数 是 。 的 不 可 约 多 项 式 药 乘积 。 再 根据 引 理 6 可 知 ,ct 一“ 
是 Εε[α] 中 所 有 次 数 是 ?的 因数 的 首 项 系数 是 。 的 不 可 约 多 
项 式 的 乘积 ， 为 了 从 o 一 "得 到 Ban(z)， 需 要 从 x? 一 x 中 
除去 所 有 次 数 是 n/p 或 mw/pa, -.', 或 n/pn 的 因数 的 首 项 系 
数 是 ο 的 不 可 约 多 项 式 . 仍 根据 引 理 6, 次 数 是 n/ps 的 因数 的 
首 项 系数 是 。 的 不 可 约 多 项 式 的 乘积 正好 是 οὖ'- οι κἰς 


πι), ΗΛ. ο 一" 除去] (ω””'--) 2 ΙΕ, πε 
(ως -- I ος - φ) -ᾱ 
中 ， 次 数 是 一 一 (1<i<j<m) 的 因数 的 首 项 系数 是 。 的 
不 可 约 多 项 式 却 被 除去 了 两 次 ,， 故 又 需 添 上 , 但 在 添上 
Π (οσο 2) 之 后 ， 在 


了 < 
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人 


BE κ τηι 


中 , 以 7 (1<i<j<b<m) 的 因数 为 次 数 的 首 项 系数 是 


| | 9 
e 的 不 可 约 多 项 式 先 被 除去 了 8 次 , 后 又 被 浇 上 了 ( > |-- 


次 , 故 仍 需 除 去 ， 如 此 继续 下 去 , 即 得 (1) 式 . 
当然 也 可 以 直接 验证 (1) 式 成 立 ， 首先 , Fe[2] 中 次 数 n 
的 首 项 系数 是 。 的 任 一 不 可 约 多 项 式 显 然 在 (1) 式 双方 各 出 
现 一 次 。 其 次 , 设 p(w) 是 Ει[α] 中 任 一 次 数 4 的 首 项 系数 是 
e 的 不 可 约 多 项 式 ，dln 而 ἐπι, 重 排 p11, ψα, “"", Ῥω 之 后 ， 
ΠΕ. n= pp η, 
d= pr pe pp 
fi1<e, fa<es, *'*, fr<er, 
那么 在 
化 
ος ο οι 
这 些 数 中 , 只 有 


(RE 


mw 一 (1<i<7), 
οι 


πμ Ου --- 
Di 2; Dp “Ὅν. 
以 a 为 因数 ,因此 在 

pa/ Paap --ο(0ς5ςπο, 

1 κ ἐν ὁρ».ν «ρςςτι) 
这 些 多 项 式 中 , 只 有 

Mv, "wl κής), 
ee ..», αὐ” .-ᾳ 


以 φ(ϱ) 为 因 式 。 因 此 9ko) 在 (DD) 式 右 方 出 现 的 次 数 是 
ο TO 0 


7 7 
'-[7}Η(7]---ες-υ = (1—1)"=0. 


最 后 , ὃς ψΨ(α) 1 Beito 中 次 数 ! 的 首 硕 系数 是 。 的 任 一 不 可 

约 多 项 式 , 而 rn， 那么 显然 由 (zw) 在 (了 DD) 式 双 方 均 不 出 现 ， 这 

样 又 给 出 (1) 式 的 另 一 证 明 . | 
比较 (1) 式 双方 的 次 数 就 得 出 


ην) Do α| 一 人 一 人 ο 8 十 >) ο”! 


Ἱκίςᾖ«ςπι 


-- > κ... .十 ( _ 1) ο Ppa pm (2) 


Ἱσές]ςζκκπι 


青 将 上 式 双 方 除 以 1 就 得 出 (2) 式 ， 

这 样 定理 5 就 完全 证 明了 . 

系 理 Φαν 720. 

证 ， 显然 |%g .| 关 0， 因此 要 证 明 这 个 系 理 ， 只 要 证 
明 |G ,| 关 0 即 可 ， 仍 令 

n= ΙΡ PD, 
其 中 1, Ώου “'''» Έτ 是 两 两 不 同 的 素数 . 那么 (3) 式 右 方 除 最 
后 一 项 之 外 ,都 是 
QPP Ρο Τὰ 

的 因数 ， 因 此 %| Φα εἰ 不 能 被 11.2 ΤΕΕ, ΒΓΕ} τ] Φα, αἱ 
“0, ΤΆ |Do | 关 0， 因 此 本 系 理 成 立 . 

特别 ， 当 2 是 任 一 素数 ， 双 是 任 一 正 整 数 时 ， 我 们 有 
|, ,| >0， 即 2 个 元 素 的 有 限 域 Co 上 总 有 多 次 不 可 约 多 项 
式 存 在 , 因此 总 有 个 元 素 的 有 限 域 存在 . 这 证 明了 定理 2, 

为 了 证 明定 理 3, 先 引 进 下 面 这 个 定义 ， 

定义 1 设 了 是 个 有 限 域 , fo 是 它 的 一 个 恰 和 名 4 个 元 素 
的 子 域 ， 设 a 是 玉 中 任 一 元 素 ， a 在 fq 上 的 极 小 多 项 式 是 
指 a 所 适合 的 Be[z] 中 的 首 项 系数 为 e 的 次 数 最 低 的 多 项 
却 ， 


ο. ὅ ο 


我 们 先 证 明 几 条 引 理 . | 

引 理 8 ΕΤΗ, Ρο 81183 α σα 
的 子 域 , 那么 五 中 任 一 元 素 在 fo 上 都 有 唯一 的 一 个 极 小 多 项 
式 , 而 且 它 是 δα 上 的 不 可 约 多 项 式 . 

证 .根据 定理 1, ΡΕ 的 元 素 个 数 一 定 是 9 的 究 ， 设 为 g"， 
那么 根据 引 理 4, 了 中 任 一 元 素 a 均 适 合 fa 上 的 多 项 式 

| αἴ --ᾱ, 
因此 a 一 定 适合 δα 上 的 一 个 首 项 系数 为 e 的 次 数 最 低 的 多 
项 式 ， 这 证 明了 a 在 fa 上 一 定 有 一 个 极 小 多 项 式 . 

假定 a 在 Za 上 有 两 个 极 小 多 项 式 f(z) 和 g(w)、 那 么 一 
定 有 F(z) 一 9g(w)， 设 Of(w) 一 ww， 可 以 与 

f(z2) --αο-αια αρ" Ἴ--'' |-ᾱῃ. ια 十 2 αις Ες, 

(2) -- ὃο-ἳ- ὃν -- ber Ont" ασ, ὃις ἔα. 
那么 a 适合 Fe 上 的 多 项 式 f(2) 一 g(%), 而 6Xf(w) 一 9(2))<m. 
1188 (0) --φ(ω), 那么 a 就 适合 一 个 次 数 达 m 的 非 零 多 项 
式 ， 将 这 个 多 项 式 乘 以 它 的 首 项 系数 的 道 元 素 ， 就 得 到 wx 所 
适合 的 一 个 首 项 系数 为 e 的 次 数 <m 的 多 项 式 ， 这 与 f(%) 
是 a 的 极 小 多 项 式 的 假设 相 矛 盾 . 因此 了 (%) -ϑ(α). 这 证 明 
了 a 在 Fe 上 的 极 小 多 项 式 的 唯一 性 ， 

仍 设 f(z) 是 a 在 fa 上 的 极 小 多 项 式 ， 如 果 f(w) 在 fo 
上 可 约 , 即 | 
1ο) --ο() η), 而 Og(%), θη(α) -Θ' (%), 

将 a 代入 上 去 得 
Fa) -- φ(α)}ι(α). 
但 f(a) =0 因此 g(a) 0 或 h(a) --0, ΒῚ 
Og (2%), Oh(z) «δ Τί), 
这 样 a 就 适合 一 个 次 数 二 9 (w) 的 多 项 式 ， 这 与 f(z) 是 a 
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的 极 小 多 项 式 的 假设 相 巴 恬 . κα, 是 Ρα 上 的 不 可 约 多 
项 式 . 

引 理 9 设 万 是 个 有 限 域 Ff 是 它 的 一 个 丛 含 9 个 元 素 
的 子 域 ,而 a 是 中 任 一 元 素 。 假定 a 在 上 的 极 修 多 项 式 
”了 了 (2) 是 m 次 的 , 那么 

Fo= {40 ἠ-αιᾶ--αια”-:'' ση ια” 
|40, αι, ἆα, “'', Gm-1E Pa} 

是 万 的 一 个 子 域 ,而 且 与 Walw]xw 同 构 ， 更 进一步 ,如果 还 候 
定 的 元 素 个 数 是 9'， 那么 mp 一定 是 名 的 因数 . 

证 ， 因 Fw) 是 a 在 Fo 上 的 极 小 多 项 式 ,所 以 


Σ αια 一 人 δια', σι, δεν, | 


νι Β [34 αι--δι(ό--0, 1, 9, »'', πυ-- 1), 因此 Po 是 也 的 一 
个 g" 个 元 素 的 子 集 . 

我 们 来 证 明 Fo 是 也 的 子 域 . 显然 Fo 对 于 了 中 的 加 法 
运算 月 封 ， 其 次 设 κ 


m—1 1 一 1 | 
2 αια' » ba (αι ΄ δι ς F a) 


是 Fo。 中 任意 两 个 元 素 . 
α(α) 一 Σ ας, δίω)-- Ἂ δι΄ 
根据 带 余 除法 ， 可 设 


α(α)δ(α) --α(ο)/(ϱ) Ένα), ὃ (ο) «Θ’}(αλ. 
将 z=a 代入 上 式 得 
α(α)δ(α) --τ(α), 
显然 7(a) ΕΡα, 这 证 明了 Ρο ΧΙ Ε' ΣΡΙ Ἡ 38, 
还 需要 验证 域 的 公理 1.3, 1.4, Π.8, 1.4 Ἠς ο τν), 
的 零 元 素 0 和 单位 元 家 ε 都 属于 fe， 因而 虱 属 于 Jo, 而 且 
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分 别 是 Fo 的 零 元 宕 和 单位 元 案 ， 央 此 【.3 和 于 .3 成立， 又 
对 任意 aotE Ρο, 5) (一 ad 也 属于 Po 而且 

六 aor+ Σ (--αβαί--θ, 
这 证 明了 工 .4 也 成 立 ， 最 后 , 设 Σιαα΄κο, 4 


α(α) - Σαρ’ 
因 (0) 不 可 约 ,而 δα(ο) <0f (4), 所 以 a(%) Ξ (ο) Ἡ 38. 
于 是 有 多项式 ο(ϱ), 4(w) € Ρο[α], 使 

α(ω)ο(α) Π-Ρ(α)ά(α) --, 

将 4=a 代入 上 式 得 | 

α(α)οία) 一 6. 
根据 市 余 除 法 , Π ὃς 

ο(ῳ) --ᾳ(α)}(α) τα), 1Π Θθη(α) «δὺΓ(α), 
将 2 一 x% 代入 上 式 得 
ο(α) --τ(α) 
因此 gr(o 一 e， 
显然 7(a) EFo， 这 证 明了 了 .4 在 Fe 中 成 立 . 
因此 fo 是 六 的 于 域 . 


πι] m—1 | 
容易 验证 之 Qi0 一 > 25 αι {αις Ρα) 


是 从 Ρο 到 Ρα[α}γα 之 上 的 一 个 同 构 对 应 ， 
最 后 , 设 δ 的 元 素 个 数 是 办 ΒΗΡῸΟῈ ΡΠ ΓΙ, ΤῈ 
理 4 一定 有 如 = (ο) 对 某 一 正 整数 上， 因此 和 是 么 的 因数 ， 
这 样 引 理 9 就 完全 证 明了 . | 
现在 来 证 明定 理 5. ΥΣΡΊΠΡ' 是 两 个 久 个 元 素 的 有 限 
域 , p 是 一 个 素数 。 那 么 它们 的 素 域 都 是 2 个 元 素 的 域 , 因而 


二 一 由 一 加 Ti 


大 同 构 的 ， 设立 和 矿 分别 是 丸和 大 ΜΑΚ, 而 0 和 0' 分 
别 是 它们 的 零 元 素 ，e 和 e 分 别 是 它们 的 单位 元 素 , 那么 
Π--{0,ε, 2e, .…, (0 一 二 )e}， 
Π’--[0', e', 2ε', 19, (2-1), 
而 o:ke>ke'’ (0 过 1 委 2 一 沁 
就 是 从 了 到 了 的 一 个 同 构 对 应 . 
根据 $4 定理 5, Ε" 是 循环 群 。 设 8 是 名 的 一 个 生成 
σι, 38 (0) ΕΤΕΠ 上 的 极 小 多 项 式 ， 再 设 Of (%) --πυ, 
那么 根据 引 理 9, 
Fo= {ao ta ta t+ ἄρ. ιδ 1 
αο, @1, ἄλ, ---, ἅμ ιΕ 1} 
是 不 的 一 个 含 如 个 元 素 的 子 域 , ΤΠ Β.Π Π[α}κα [|14. 根据 
带 余 除法 ,对 于 5 一 0, 1, 2, …, 入 一 2， 
αἱ --ϕι(α) (0) Ἔτια), ΠΠ Θθει(α) <0f (2). 
将 z=& 代入 上 式 得 
ἕ'--γιξδ)ς ο, i=0,1,2,., 7—2. 
但 Ρ'-{ξ-ε,ξ--Ε, ξ), -.., δ} }. 
因此 Ες ξο 又 显然 EXEo， δ Ρο 由 此 推出 
ὃ Jo) --η, 
号 
f(t) =fotfizt+ for tt κια ἜΓσ, fi EL. 
令 g(r)=fot fr+ fr t+ ια -ω, Τις Π’, 
其 中 Γι 3ὲ Τι1ΕΙΕΙΑ ΜΗ σι” ΓΗ Α:, Η 
σ([)--ῇ, 2-0, 1, 2, «.., nn—1 
ΒΗ (ο 是 五 上 的 不 可 约 多 项 式 ， 易 证 σία) 是 ΠΠ’ 上 的 不 可 
约 多 项 式 . 但 οί) --η, 所 以 根据 引 理 2 有 
σία) | 2 一 人 
根据 引 理 1, Ε" 中 的 γ᾽ 个 元 素 都 是 zz 一 “的 根 . 再 利用 8 2 
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Ἐ 38 δ {93138 2 ΛµΗ, Ρ' ἡν γ᾽ 2Η ο" -ο 的 全 
部 根 ， 因 此 以 中 一 定 有 一 个 元 案 台 适合 g《e)。 因 g(%) 是 
首 项 系数 为 。 的 Π’ 上 的 不 可 约 多 项 式 , 所 以 g(z) 就 是 如 在 
LH" 上 的 极 小 多 项 式 ， 根 据 引 理 9 就 推出 
ΤΙ -- {αν - αιξ' ta +o "1 
αἱ, αἱ, ὦ, ''" αι ΕΠ, 
而 Fr" 与 Π'Γα] κω 同 构 
易 证 ,映射 


5 αι > Ὁ) σ(αλα' (α;Ε ΗΠ) 


ἜΜ. Π[α] καὶ 到 Π’ [ο] κα 的 一 个 同 构 对 应 , 因此 棋 [wl1z0w) 与 
1] κο ΠΠ]. 从 号 HL%]zycz) 同 构 ,Twjyw 与 人 |s| yw 
同 构 , {1 κ Π’/[ῳ] κα, 与 到 同 构 , 妈 可 推出 了 与 了 同 构 。 Ξ 
然 也 可 以 直接 验证 ,映射 


5 αξ'-» Ὁ) oa (ας ΙΤ) 


是 从 五 到 的 一 个 同 构 对 应 . 

这 样 定理 3 就 证 明了 . 

定理 3 是 说 ,对 于 任意 素数 2 和 任意 正 整 数 n,“ 基 本 上 ” 
有 唯一 的 一 个 含有 wr' 个 元 素 的 有 限 域 ， 今 后 我 们 总 是 用 Ἐν 
来 代表 这 个 人 ?个 元 素 的 有 限 域 , 并 把 它 的 单位 元 素 记 作 1, 为 
了 具体 造 出 下 y, 和 需要 具体 求 出 个 元 素 的 有 限 域 FE, 上 的 
次 不 可 约 多 项 式 ， 这 个 问题 将 在 第 五 章 中 讨论 ， 值 得 注意 的 
是 ， 恕 果 f(z) 和 yg(w) 是 下 ,上 两 个 不 同 的 nw 次 不 可 约 多 项 
式 ， [ο] κο ἌΙ Ἑρ[α] κο 都 是 和 9 个 元 素 的 有 限 域 ; 根据 定理 
8, 它们 是 同 构 的 ,因此 可 以 把 它们 看 作 同 一 个 Ἐν. 

作为 本 节 证 明 的 有 限 域 的 结构 定理 的 应 用 ， 我 们 证 明 

定理 6 设 了 "是 入 个 元 素 的 有 限 域 ， 而 了 是 它 的 素 
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域 ， 如 果 加 Ἐ,. 的 子 域 , ΠΊΕ Ρο 5 φ᾽Π, 那么 
m 一 定 是 的 轴 数 ， 反 之 , 如 果 办 是 浅 的 因数 ,那么 Ἐν Ἔπβ 
一 的 一 个 含 p" 个 元 索 的 子 域 ， 更 进一步 ,设置 bn 和 下 yw 都 是 
Fy 的 子 域 ,那么 Ἑνς Ἑ,., 当 且 仅 当 m 是 τν' 的 因数 . 

证 . 设 Po 是 Fo, 的 子 域 .， 因 Fo 包 有 下, 的 单位 元 素 1， 
所 以 包 有 了 的 素 域 了 作为 它 自己 的 素 域 ， 那 么 根据 定理 
1 可 设 Ευ 含 p" 个 元 素 ， 又 因 Ες ΠΒ" ΠΠ μὴ πὲ Po 
作为 子 域 , 根据 定理 4, 不 = (9. 因此 mw= πο, 这 就 是 说 ， 
m 是 % 的 因数 . 

反之 , 设 m 是 %% 的 因数 . 因 卫 "的 和 个 元 素 恰 好 是 多 项 式 


ον 一 化 
的 2 118, 而 
ο --α | 一 2 
所 以 : 了 ,中 恰好 有 Jp” 个 元 素 是 多 项 式 


αἱ αρ 
的 根 ， 用 Ρο Κα” --ᾱ 在 下 ys 中 的 p" 个 根 所 组 成 的 集合 . δὲ 
α, BE Το, Βῇ 
α”--α, B”=p. 
那么 (a+P)™”=a”+B”~=at+p, 
(αβ)”"-- α””' ϐ””-- αβ, 
因此 αἲ-β, αβς Ρο, ΒΙ Ρο 对 于 Ἐν. 中 的 加 法 运算 和 乘法 运 
算是 自封 的 ， 显 然 0, 1 EFo、 仍 设 aE Εο, 那么 
(—0) ”= (--1)2”α””--- --α, 
而 当 a 大 0 时 ， 
(α-1)’”-- (ap 于 一 ar 
因此 一 a€ Fo, 而 当 ax0 时 ,or1EFo。 这 证 明 Ρο Ἐν. 的 
子 域 , 而 根据 Ρο 的 定义 可 知 它 含 pr 个 元 素 . 
如 果 Fi ΞΕ 的 另 一 个 含 io 个 元 素 的 子 域 ， 那 么 五 
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的 Pp” 个 元 素 也 是 多 项 式 
αν --ᾱ 

的 中 个 根 .但 wr? -ᾱΊε Εν 中 顶 多 有 p" 个 根 ,因此 Fi= Ρο, 

更 进一步 , 设 卫 ym 和 了 都 是 上 > 的 子 域 .如 果 ym 中 ym 
那么 根据 定理 4, p” 一 (p”) ,因此 m 是 mi’ 的 因数 ， 反之， 如 
果 m 是 mw 的 因数 ， 那么 让 pm 就 包 有 一 个 含 2 个 元 素 的 子 域 
Ρο, 它 也 是 Ἐν 的 子 域 . 但 ys 只 有 唯一 的 一 个 含 p” 个 元 素 
ΓΙΈ, μι Ρο-Ε,, ΤΕΕ. Ἐν», 

这 样 定理 6 就 完全 证 明了 . 

最 后 我 们 再 对 极 小 多 项 式 作 进 一 步 的 探讨 . 

定理 4 设 F 是 个 有 限 域 , fa 是 它 的 一 个 恰 合 g 个 元 素 
的 子 域 , 而 a 是 "中 任 一 元 素 .假定 a 在 "中 的 阶 是 1, 那么 
(9, 人 一 二 再 假定 (@) 1 在 如 中 的 阶 是 m, 那么 a 在 Fo 上 的 
极 小 多 项 式 f(w) 就 是 m 次 的 , α, αἵ, of,…', or ”就 是 f(zw) 
的 m 个 两 两 不 同 的 根 , ΠΕ ΤΗΕ η μμ, 更 进 一 
步 ， 如 果 再 假定 F 的 元 素 个 数 是 9， 那 么 了 中 本 原 元 在 Ἐν 
上 的 极 小 多 项 式 一 定 是 多 次 的 , 它 的 n 个 根 都 是 也 的 本 原 元 

证 。 设 a 是 六 中 任 一 元 素 ， 并 假定 a 在 了 六 中 的 阶 是 
ἱ. 根据 引 理 1, o 一 =e。 那么 根据 $4 定理 4, 引入 一 1。 但 
是 (gq" 一 1, 9) =1， 因 此 (gq, 人 =1， 于 是 ((9)i, 1-1, 4 
(9) EL | 

将 x 在 Ἐν 上 的 极 小 多 项 式 je) 写成 

Ῥ(α) Ξ-αρ--σιαο--αραῖ---' 二 ow, αιεξα 
那么 | f(a) Ξ-αο-|-αια-- αια" |-'-'--αἲ--θ. 
因 g κ: Ε ΚΠ ΈΡΊΕΗΠΗ ΒΕ, 根据 $3 定理 5 诸 系 理 , 以 及 本 节 引 理 
1, | 
0=f(a)'=a ofa }-αβ(α”)1--»..ἠ- (αὖ) 
一 a0 十 QQ 十 Qa(00) 2 十 十 (a * 
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这 就 是 说 ,oz 也 是 f(z) 的 一 个 根 ， 同 理 可 证 ，a*, α’, -.. 都 
是 了 (w) 的 根 | 

再 议 (9)1 在 如 中 的 阶 是 m, 那么 (gq)?=1, 于 是 汗 g" 一 4， 
因此 of 一 0. | 
我 们 再 证 明 α, αἲ, αἲ', -.., αἴ" 这 mm 个 元 素 两 两 不 同 ， 假 定 
αἴ --αἳ, 0<i<j<m 一 1, 那么 of"=1， 于 是 串 q1 一 gt， 因 
(4 9) 二 1, 所 以 tg 一 1， 即 (g 让 一 了 ,一 0， 因 此 (9)f'=1, 
那么 mj 一 i. 但 0<i<j<m 一 4, 所 以 ji=j、 这 证 明了 

α, αἴ, αἴ", .... wd ο 

这 m 个 元 素 是 f(%) 的 mn 个 两 两 不 同 的 根 . 

ΑΔ. | 
(0) --(ᾳ--α)(α--αἲ) (α--αὖ)...(α-- αἲ”''). 
将 g(%) 写成 / 

σ(α) = δρ }-δια-- ὄχο3--...ἠ- bmi™, 

其 中 ὃιΞ-σι(α, αἴ, αἴ, ..., αν) εδ, 

而 σι(ῶο, σι, δη, ..', rm-1) 是 Ἔα 上 (实际 上 是 Ἐν 的 床 域 上 ) 
的 和 2 个 文字 ορ, Οι, Έα, "'., Tm—1 的 多 项 式 ， 因 αἴ" --α, 所 以 
9g (%) --(ᾳ-- αἲ) (ο--α”) (ᾳ-- αλ)... (α-- αἲ”), 

于 是 对 一 0, 1, 2, ».., τν, 有 

ὄ.--φι(αΐ, αἵ, αἴ, ..., αἲ”'' α”ἲ” 

-[σιία, αἴ, αἴ", ..., αἲ'', a) Dy 
表 根 据 引 理 1, 5;E Fo 对 一 切 这 证 明了 σ(α) Ε Εᾳ[ο] 又 
因 g(w) 的 根 都 是 f(z) 的 根 ， 所 以 glw) |f (zx)， 但 根据 引 理 
8，f(w) 不 可 约 ， 因 此 g(%) 二 f(z)， 这 证 明了 f(x) 是 m 次 
的 ， 而 a, α’, α”, ,，…，o% ”是 它 的 办 个 两 两 不 同 的 根 . 又 因 
(gq, 四 一 1, 所 以 根据 $4 引 理 1 可知, 对 任意 4 一 0，1，2，.…， 
πι--1, αἲ' 都 是 ”中 的 7 阶 元 素 . 
最 后 ， 下 假定 Ρ 的 元 素 个 数 是 9"， 那 么 了 中 本 原 元 都 
08ο 


| αἱ 


是 g" 一 1 ΗΝ. κατ ΒΡΕ, ΗΕ ΗΑΕ 
的 极 小 多 项 式 一 定 是 nn 次 的 ， 而 它 的 % 个 根 都 是 FPF” 中 gq" 一 1 
阶 元 素 , 即 都 是 也 中 的 本 原 元 . 

这 样 定 理 7 就 完全 证 明了 . 

系 理 1 设 v 是 一 个 素数 的 寡 ,， 而 fo 是 9 个 元 素 的 有 限 
域 , 再 设 (vw) 是 a 上 的 一 个 % 次 不 可 约 多 项 式 , 并 假定 f(%) 
ΞΕ 40, 可 以 把 Ἐν 看 成 上 on 的 子 域 ， 璧 如 取 EF = Ἑσ[α] (4) 即 可 ， 
那么 f(z) 的 nn 个 根 都 在 Fo, 中， 而 且 它 们 在 也 ,中 有 相同 的 
阶 ， 

证 ， 根 据 引 理 2 

Γ (ο) |22 ---ο, | 
再 根据 引 理 1, Ἐν. πφ" πι Επι“. 42 π|τὸ αὐ’ 一 vw 的 9" 个 根 . 
内 此 了 (w) 的 % 个 根 都 在 下 .中 ， 因 了 (ww) 不 可 约 , ΠΠ Ρία) τα, 
所 以 
;(α) ια. —l. 

因此 ΓΩ 的 % 个 根 都 是 w* 一 1 的 根 , 于 是 都 属于 is， 仍 
因 了 (zw) 不 可 约 ， 所 以 它 是 它 的 任意 一 个 根 在 Ἐν 上 的 极 小 多 
项 式 , 那么 从 定理 7 就 可 以 推出 f(w) 的 % 个 根 在 了 Fo, 中 有 相 
问 的 阶 . | 

基于 这 个 系 理 ， 我 们 可 以 给 出 下 面 这 个 定义 

定义 2 设 4 是 一 个 素数 的 宕 .jc) 是 上 上 的 一 个 次 
不 可 约 多 项 式 , 而 f(%) 关 4%， 了 (2) 的 周期 定义 为 1(%) 在 Ἐν. 
中 的 % 个 根 在 Fo, 中 的 公共 的 阶 ，f(%) 的 指数 定义 为 用 它 的 
周期 去 除 9" 一 1 所 得 的 商 ， 如 果 了 (vw) 的 周期 是 9 一 J， 那么 
f(z) 就 叫做 Fo 上 的 本 原 多 项 式 ， 换 句 话说 , 如果 f(w) 的 根 
都 是 ,的 本 原 元 , 那么 fo) 就 叫做 本 原 多 项 式 ， κ 

系 理 2 设 9 是 一 个 素数 的 究 ， Ρίο): Fe 上 的 一 个 n 
次 不 可 约 多 项 式 而 fC%) τα, Άρα (ο) 的 周期 就 是 2 在 群 
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Eo[z]ro 中 的 阶 ,而 Fo) 的 指数 就 等 于 | Ρο[ο]κω]/ 1 [2]1. 
证 .这 是 因为 2 就 是 了 ZX) 在 g" 个 元 素 的 域 有 [wjycw) 中 
的 一 个 根 
”定义 8 设 
(0) 一 Co 十 aa 十 Cao2 十 … 十 Cr0n 
是 ,上 的 一 个 % 次 多 项 式 ,而 com 关 0， 我 们 把 


f (2%) 一 wf (二) 一 00 十 01028 Ἱ--αια" Ἀ--...--αι 


叫做 与 (ο) 互 反 的 多 项 式 ， 

显然 有 

Ὁ) Ῥίο) --}(ω), ; 

1) A(w) 和 Το) 同时 是 可 约 多 项 式 或 不 可 约 多 项 式 . 

过) 当 f 了 (wz) 和 了 了 (w) 同 时 是 不 可 约 多 项 式 时 , 设 a(EF,) 
是 f(w) 的 一 个 根 , ΒΔ α (εξ) 就 是 了 (w) 的 一 个 根 ， 因 
a 和 a! 在 Fi 中 有 相同 的 阶 ， 所 以 flw) Τι Το) 的 周期 相 
等 . | 

- ἐν) f(w) 和 了 (w) 同 时 是 本 原 多 项 式 或 不 是 本 原 多 项 式 . 

一 般 说 来 ,不 可 约 多 项 式 不 一 定 是 本 原 多 项 式 ， 例如 F。 
上 的 不 可 约 多 项 式 αἲ--1 在 Fs 一 Fs[w]wri 中 有 两 个 根 ”和 
κ. .. 

(-α)΄-(-Ό5-1, 
因 4-97-.1, βτ]|α117:1- άρπα. πῃ, 下: 上 的 多 
项 式 Ρίο) --σ'-αἳ-Γαἳ--α--α1 是 不 可 约 的 ， 因 为 易 证 它 不 被 
F, 上 的 1 次 多 项 式 w, x 十 1 和 卫 。 上 唯一 的 2 次 不 可 约 多 项 
式 ww 十 % 十 1 所 整除 ,但 了 (ww) 在 [wjycw) 中 的 根 %2 在 下 , [wj yo 
中 的 阶 是 ὅ, 
oC 一 1 = (% 一 了) (wt 十 ow 十 2 十 十 1 ) --θ, 

ΠΠ ὅ-α2'--1, 所 以 f(z) 也 不 是 本 原 多 项 式 ， 
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但 是 , 我 们 有 

定理 8 设 9 是 一 个 素数 的 宕 ,而 % 基 任意 一 个 正 整数 ， 
那么 上 。 上 一 定 有 %* 次 本 原 多 项 式 存 在 . 更 进一步 ， Έι ΓΗ 
项 系数 为 1 的 n% 次 本 原 多 项 式 的 个 数 是 φία"-- 1)/η, 

证 ， 根据 ἃ 4 定理 δ, Ἐπ» 一 定 有 本 有 原 元 . 设 ξ 是 上 or 的 
一 个 本 原 元 。 那么 根据 定理 7, ΕΕ Εὶ 上 的 极 小 多 项 式 是 
% 次 的 而 且 它 的 根 都 是 Fy; 的 本 原 元 。 因此 上 在 上 os 上 的 极 
小 多 项 式 就 是 次 本 原 多 项 式 . 

更 进一步 ， 设 f(w) 是 了 fo 上 的 一 个 首 项 系数 为 1 的 % 次 
本 原 多 项 式 , 那么 f(z) 的 根 都 是 了 ow 的 本 原 元 ， 再 设 go) 也 
是 了。 上 的 一 个 首 项 系数 为 工 的 % 次 本 原 多 项 式 . ὑπὲ Τῷ) 
和 (oz) 1: Ἐν 中 有 一 个 公 根 上， 那么 Fo) 和 g(z) 都 是 & 的 
极 小 多 项 式 。 根据 引 理 8, Τ(2)--σ(α). 因此 Ἐα Γ Ἡ Ἡ 
系数 为 1 的 nn 次 本 原 多 项 式 的 个 数 乘 以 nn (每 一 个 % 次 本 
原 多 项 式 在 ,中 根 的 个 数 ) 就 等 于 Ἐν 的 本 原 元 的 个 数 
pg 一 4) .所 以 Fo 上 首 项 系数 为 1 的 n 次 本 原 多 项 式 的 个 数 
等 于 gp(g" 一 1)/n. 

定理 9 设 ? 是 一 个 素数 的 帘 而 η 是 一 个 正 整 数 ， 并 设 
9" 一 1 是 素数 .如 果 g 是 奇数 ， 那么 一 定 有 9 一 3 而 n= 二 1， 如 
果 ?9=2， 那 么 n 一定 是 素数 . 特别 ， 当 2".-1 是 素数 时 ，F， 
上 的 nn 次 不 可 约 多 项 式 一 定 是 % 次 本 原 多 项 式 . 

证 。 先 设 9 是 奇 素数 的 帘 , 那么 9 一 1 就 是 偶数 ， 但 显然 
有 

q—1i|g"—l, 
因此 2 是 g" 一 1 的 一 个 因数 . Ἢ σ»8 时 或 当 9g=3 而 n>1 
时 , 我 们 有 2 二 9" 一 1， 因此 这 时 入 一 革 不 是 素数 . 我 们 证 明 


了 ， τ. 人 一 上 是 素数 , 一 定 有 9 二 3 而 
名 一 二 


αν 
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再 设 9=2， 如 果 n 不 是 素数 而 n>1, 没 rc 是 nn 的 一 个 因 

数 而 i 二 mm 二 n, 那么 

2m 1 | 2"— 
因此 2" 一 1 是 2 一 1 的 因数 而 1-9». 1«95..1 因此 2" 一 1 
不 是 素数 . 如 果 m= 1 钾 一 1 一 2 一 1= 工 也 不 是 素数 . 这 证 
明了 , 当 2" 一 1 是 素数 时 , % 一 定 是 素数 。 / 

当 2" 一 1 是 素数 时 , Fz, 中 5:1 的 元 素 的 阶 都 是 2 一 1 即 
Ἐν. 中 --1 的 元 素 都 是 了 2 的 本 原 元 .这 时 一 1 在 ,上 上 
的 πεα-1 的 不 可 约 因 式 就 都 是 os 中 本 原 元 的 极 小 多 项 式 ， 
因而 都 是 人，。 上 的 ww 次 本 原 多 项 式 ， 但 当 2 一 1 是 素数 时 ,nn 
一 定 是 素数 ， 因 此 m>1。， 于 是 了 ΓΗ πι 次 不 可 约 多 项 式 就 
都 是 2 一 1 的 ww 一 1 的 不 可 约 因 式 , 所 以 都 是 nn 次 本 原 多 
项 式 ， 定理 9 就 证 完了 . 

从 定理 9 可 知 ， 讨 论 2 一 1 何 时 是 素数 是 有 意义 的 . 但 
即使 是 素数 ,2" 一 1 仍 可 能 是 复合 数 ， 例 如 2 一 1=2047= 
23x89， 当 p 是 素数 ， 而 2? 一 1 也 是 素数 时 ，2? 一 1 就 叫 
Mersenne Ες «δ 

Μ.--95--1. 
目前 已 知 的 Mersenne 素数 一 共 27 个, 即 当 
p=2, 8, 5, 7, 13, 17, 19, 81, 61, 89, 107, 
127, 521, 607, 1279, 2208, 2281, 3217, 
4253, 4423, 9689, 9941, 11913, 19037, 21701, 
44497，86243 时 。，M， 是 素数 。 


$6 交换 环 和 理想 


在 $ 工 里 我 们 引进 了 域 的 概念 . 在 前 面 几 节 里 我 们 也 看 
到 了 域 的 概念 概括 了 常见 的 有 理 数 域 急 ， 实 数 二 κ, 113 


ο 99 ο 


避 以 及 含 任 一 素数 2 的 知人 好 个 元 素 的 有 限 域 Ἐν, 但 是 域 的 
概念 却 不 能 概括 男 一 些 常 见 的 代数 结构 ， 如 全 体 整 数 所 组 成 
的 集合 2， 域 了 上 一 个 文字 zz 的 多 项 式 的 全 体 所 组 成 的 集合 
Ε[α]5. 又 如 当 吧 是 复合 数 时 ，2 对 于 模 妈 加 法 和 模 刀 乘 
法 来 说 也 不 是 域 ， 我 们 也 知道 4, 了 [zj] 和 62mm 是 复合 数 ) 这 
些 代 数 绩 构 里 都 规定 了 加 法 和 乘法 运算 ， 它 们 对 于 它们 里 面 
规定 的 加 法 和 乘法 运算 都 是 自封 的 ， 而 且 它 们 的 加 法 和 来 法 
运算 满足 域 的 从 理工 Π.1, Π.2, HI.3 和 JI 但 是 .4 并 不 
αυ. Ἂ ΓΗΕΊΒ 2, Ρ[αὶ 和 πι 是 复合 数 ) 这 些 代数 绩 
构 以 及 更 广 的 一 些 代 数 结构 , 我 们 需要 引进 交换 环 的 概念 . 

定义 1 设 且 是 一 个 非 空 集合 。 假定 在 及 中 规定 了 加 法 
和 乘法 这 两 种 运算 ， 并 假定 及 对 于 这 两 种 运算 都 是 目 封 的 , 
我 们 说 及 对 于 所 规定 的 加 法 运算 和 习 法 运算 是 一 个 交换 环 ， 
如 果 以 下 运算 规则 成 立 . 

I 及 对 于 加 法 运算 是 一 个 交换 群 . 

Π.1 对 任意 gc, ὃς, 有 

αὖ -- ba 
Π.2 对 任意 c, ὀ, οΕΏΒ, 有 
(αδ}ο--α(ὂο), 
ΠΠ 对 任意 4&, 8, EB, 有 
CO 十 CO) Ξ-αῦ --αο, 

根据 以 前 的 讨论 ， 我 们 知道 ᾱ, [ο], ων, σο, “'', σι] 
和 Ζ,, 都 是 交换 环 ， 它 们 分 别 叫做 整数 环 ,， 域 怀 上 一 个 文字 zx 
的 多 项 式 环 , 域 丰 上 和 个 文字 αι, 22,，…, or 的 多 项 式 环 和 整 
数 模 m 的 环 ， 我 们 再 举 一 个 交换 环 的 例子 ， 它 对 于 编码 来 说 
是 重要 的 ， | 

β}1 设 石 是 一 个 域 ， f(z) 4: ΕΙ] 中 的 一 个 % 次 多 项 
式 , 它 不 一 定 是 不 可 约 的 。 令 


Ε[α] ως {a0t ota td ια) αι, 

ἘΞ Ρ[ω] κα ΙΣΗΣ ΙΕΚ, 118 αίω), ο ΕΣ ]νον 
规定 

ov) DOR) --α(ῳ) ἠ-δία),. 

α(α)()δ(ω) -- (α(ῳ) δ(ῳ)) κ. 
并 把 它们 分 别称 为 模 f(z) 的 加 法 和 模 了 (2) μπἑ1Ξ.. 那么 可 
以 验证 下 [zjro 对 于 如 上 规定 的 加 法 运算 和 乘法 运算 是 一 个 
交换 环 , 叫做 域 玉 上 一 个 文字 2 的 多 项 式 模 f(z) 的 环 . 

我 们 附带 说 一 下 , 环 是 抽象 代数 的 基本 概念 之 一 ,有 许多 
重要 应 用 . 在 定义 1 中 把 运算 规则 IL.1 取消 ， 就 得 到 环 的 定 
义 ， 但 本 书 中 我 们 只 讨论 交换 环 . 

定义 2 设 甩 是 一 个 交换 环 ， 我 们 知道 召 对 于 其 中 的 加 
法 运算 是 一 个 交换 群 ， 叫 做 召 的 加 法 群 ， 召 的 加 法 群 的 单位 
Φιλ ΒΙΑ, 记 作 0 五 中 任 一 元 素 & 在 总 的 其 法 
群 中 的 逆 元 素 叫做 4 的 负 元 素 ， 记 作 -α, 如 果 忌 中 有 唯一 
的 一 个 去 0 的 元 素 e， 具 有 性 质 ge==& 对 任意 ας, 362 ο 
ΒΙΑ πια πι, 而 避 则 做 有 单位 元 素 的 交换 环 . 今后 
我 们 总 把 有 单位 元 素 的 交换 环 中 的 单位 元 素 记 作 了 芽 . 

完全 和 $1 定理 1 中 的 寺 ) 一 样 , 可 以 证 明 ， 如 果 交 换 环 
下 中 有 一 个 关 0 的 元 素 e, 具有 性 质 4a*e=a 对 任意 aE€R, 屠 
么 。 是 唯一 确定 的 , ΒΤ: Εμ] Εκ πὲ 1. 

我 们 知道 ，2Z, Ρ[ω], Εἶσαι, Φα, ,Yn]，Zm 和 FF [wj] κο 
都 是 有 单位 元 素 的 交换 环 . 

仔细 检查 一 下 $1 定理 2 ΤΡ εμας ἘΜ 
没有 用 到 域 的 公理 五 .3 11.4, 因此 我 们 有 

定理 1 设 召 是 交换 环 ,那么 鼠 中 的 加 法 运算 和 和 习 法 运 
算 还 满足 下 面 的 运算 规则 . | 

i) (加 法 消去 律 ) 设 4, ὃ, “是 鼠 中 任意 三 个 元 素 。 如 果 
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α--οτ- ὃ--ο, ΗΑ α-- ὃ. 
1) 60 一 0 对 任意 ας Ἠ, 
但 是 在 一 个 交换 环 中 , 磁 法 消去 律 却 不 一 定 成 立 ， 臂 如， 
当 和 是 复合 数 时 ,2 中 就 是 如 此 . 设 %= πατήρ; msm σσ, 
那么 mw， 9s E242%n， 但 是 | 
γηη(5)Ύ19 -- (Πιο) n= (“νι 0. 


因此 Mu Mg 一 ου 
而 πι, γγλη 5-0, 


定义 3 设 忆 是 个 交换 环 . 如 果 在 总 中 乘法 消去 律 成 立 ， 
即 对 任意 c，D，, οΕΒΊΠο-ἑ0, Μι α:6ὀ--ὄ-ο Τ᾽ ψΕΗὶ α--ὖ, 我们 
就 说 如 是 个 交换 整 环 . 

容易 证 明 , 2, Ρ[α], Εῖαι, αο, ''., wn] 都 是 交换 整 环 ， 
但 当 m 是 复合 数 时 ,2m 却 不 是 交换 整 环 ， 同 理 可 证 , 当 Ρα) 

是 了 [zj] 中 的 可 约 多 项 式 时 ,了 了 [wlxw 也 不 是 交换 整 环 . 

定义 全 设 丸 是 一 个 交换 环 ， 再 设 c, ὁ 是 号 中 两 个 关 0 
συ. πμ αῦ--θ, 我 们 就 说 ga, ΡΕ ΒΙΝΣΕΤ. μὴ Β 
ΣῊ ΘΓ, 1χ11π15. δὲ ἈΞ Χ,Ἐ ΒΤ ὁἢ 5 1875 

ἘΞ αλ, λα ΕΣΗΕΑ, ΜΒ 
当  Έ ΣΑ Γ., 即 及 是 元 零 因 子 的 交换 环 . | 

证 ， 先 假定 BB 是 交换 整 环 ， 设 4, ἐς Βπαζ--0 {πὶ 
a 天 0, 根据 定理 1 中 的 说 有 5.*0=0， 那 么 根据 乘法 消去 律 ， 
从 αὖ--αο 推出 56=0， 因 此 及 不 可 能 有 夫 因 子 . 

ΚΠΕ, 设 及 是 无 零 因 寺 的 交换 环 , 设 4, ὀ, ος BR, c#0 
而 ac==bc, 那么 (4 一 0)c==ac 一 0c 一 0， 因 为 五 没有 零 因子 ,所 
以 4 一 8 二 0, 于 是 4==8， 这 证 明了 Β ΗΗΣΕΙΚΙΗ ΑΕΛ, 因 
η, 情 是 交换 整 环 . 

自然 我 们 也 可 以 利用 交换 环 鼠 中 的 负 元 素来 定义 如 中 的 
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减法 ， 即 如 果 4, ὃς, 定义 
5 一 总 一 G 十 (一 站 ). 
也 可 以 证 明 及 中 的 加 法 ,减法 和 乘法 运算 满足 31 里 所 举 出 
来 的 某 些 运算 规则 , 我 们 就 不 重复 了 . 
平行 于 域 的 子 域 .交换 群 的 子 群 ,我 们 可 以 定义 交换 环 的 
子 环 这 个 概念 . 
定义 5 ὉἩ 1-28, ΤΠ Bo 是 如 的 一 个 非 空 子 
集 ， 如 果 有 B 对 于 肪 中 的 加 法 和 乘法 运算 也 蚌 一 个 交换 环 ,我 
们 就 说 Bo 是 及 的 子 环 . 
显然 ， 当 需要 验证 交换 环 Β 的 一 个 子 集 Bo 是 子 环 时 , 除 
了 要 验证 Bo 对 于 五 中 的 加 法 和 乘法 运算 是 自封 的 以 外 ,只 需 
要 验证 Bo 是 吾 的 加 法 群 的 一 个 子 群 即 可 . Π.1, 11.2 利 
I 1Ε ο η ΗΕ ΑΝ. 
我 们 誉 一 个 子 环 的 例子 ， 
例 2 设 m%w 是 个 整数 ， 用 m2 表示 m 的 所 有 整数 倍数 所 
组 成 的 集合 , 即 
me = {πιπιπς ἆ}. 
因 mM MM = Πο (πι Για) 
MR) Mma) -- πν(πυπππα) 
”所 以 m2 对 于 2 中 加 法 和 乘法 运算 是 自封 的 ， 又 因 0 一 m， 
0E€m2， 而 πιό 中 任 一 元 素 mm 的 负 元 素 一 mn 一 m( 一 nn) Ε 
m2, 所 以 m2 对 于 2 中 加 法 运算 是 一 个 子 群 。 这 证 明了 m2 
是 如 的 子 环 . 
我 们 注意 , 4 m 关 土 1 时 , m2 是 没有 单位 元 素 的 环 . 
我 们 再 注意 , 如 果 ”imEC， 而 有 是 和 中 任意 元 素 , 那么 
81 (η) --η1΄ Ἔτι) EC 
这 建议 我 们 给 出 以 下 定义 . 
定义 6 设 肪 是 一 个 交换 环 ,而 Bo 是 及 的 一 个 子 环 ， 如 
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果 具有 性 质 ， 对 任意 4%E€ERo 和 rER, ΜΗ τας Βο, Ἆν 
11, Πο fo 叫做 所 的 一 个 理想 . 

根据 这 个 定义 和 和 上面 的 分 析 ， 我 们 可 以 说 ， 对 任意 整数 
πι, mg 都 是 4 的 理想 .一 般 地 ,我 们 有 

定理 3 设 肪 是 一 个 交换 环 ,而 a 是 有 BR 中 任意 一 个 元 素 . 
那么 

(α) = {ro|r EB} 
就 是 书 的 一 个 理想 . 

为 了 证 明 这 个 定理 ， 我 们 先 给 出 交换 环 的 一 个 非 空 子 集 
是 它 的 理想 的 一 个 充 要 条 件 . 这 个 条 件 使 我 们 验证 交换 环 的 
一 个 非 空 子 集 是 理想 时 比较 简单 . 

定理 4 设 马 是 个 交换 环 ， 甩 的 一 个 非 空 于 集 工 是 及 的 
一 个 理想 , 当 生 仪 当 以 下 二 条 件 成 立 . 

1) 对 任意 6， ὃς], 都 有 4 一 ETI. 

2) 对 任意 2EI 和 和 7E€R, ἩΗ͂ ταΕΙ, 

证 .， 先 设 情 是 1 的 理想 , 那么 对 任意 4%, δεῖ, ΙΒ 
B&B 的 加 法 群 的 子 群 ,所 以 4 一 0=g 十 (一 0) ETI, 这 证 明了 二 成 
立 。 根据 定义 6, 2) 当然 成 立 , 

其 次 设 I 是 BR 的 非 空 子 集 , 而 1) 和 2) 成 立 . 我 们 来 证 明 
1 是 及 的 理想 ， 这 只 要 证 明了 工 是 忆 的 子 环 就 行 了 ,而 这 只 要 
证 明 工 是 五 的 加 法 群 的 子 群 就 行 了 。 设 a 是 1 工 中 任 一 元 际 ， 
那么 根据 1), 0=w 一 gE€1I， 仍 根据 1), 一 4 一 0 一 gs€1， 这 证 
明了 工 是 BR 的 加 法 群 的 子 群 ， 因 此 了 工 是 吾 的 理想 . 

现在 回头 去 证 明定 理 3， 设 忆 是 个 交换 环 而 aE€R.。 对 
(@) 中 任意 两 个 元 素 7'4, fr"a(r', τ’ Ε Β), 我们 有 

ρα αξ- (η! —7" λα. 
因 ο ΣΤΡ, ΥΓ ς, 因此 (7 一 ?7 )w€ (4)， 这 证 明了 定 
理 生 中 的 条 件 1) 成立， 再 设 7 是 召 中 任 一 元 素 , 那么 
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(0) = (στ')α͵ 

因 吕 是 交换 环 , συ’ ΕΒ, 因此 (rr a ER, 这 证 明了 定理 4 中 
的 条 件 2) Πιν. 那么 根据 定理 4, 知道 (4) 是 卫 的 理想 . 

基于 定理 3， 我 们 给 出 下 面 这 个 定义 . 

定义 了 设 妨 是 个 交换 环 , 而 & 是 召 中 任意 一 个 元 素 , 那 
么 (gdq) 就 叫做 由 @ 生成 的 理想 . 

特别 , 对 任意 整数 m, m2 就 是 由 生成 的 理想 (mr)， 反 
过 来 ,我 们 有 

定理 5 4 的 任 一 理想 都 是 由 某 一 整数 mp 生成 的 理想 
m6， 实际 上 , 2 的 任 一 理想 都 是 它 所 含 的 最 小 韭 负 整数 所 生 
成 的 理想 ， 更 进一步 ,7 一 2 当 且 仅 当 πι-- Έτη, 

证 . ΣΙ 2 {5-5} ΒΗ ΤΟ) Ἐπί Η 0 这 唯一 的 
一 个 数 所 组 成 的 理想 ,如 果 了 = (0), 那么 T=02. 如 果 Ι-ἑ(0» 
那么 了 中 就 有 一 个 关 0 的 整数 g。 如 果 >0， 工 就 包含 一 个 
正 整 数 ， 如 果 gc<0, Άβ4 --α- 0- ας ΤΠ --α»0. Ημ, 
总 包含 一 个 正 整数 ， 设 mw 是 工 所 仿 的 最 小 的 正 整 数 ,那么 根 
据 定义 6 显然 有 rm&cCT 更 进一步 ， 设 ”是 工 中 任 一 元 素 ， 
根据 带 余 除法 , 可 以 写 

παπι - (η), Όκ (ηλ «πι, 
36 σος 1, 于 是 
(πλην ι--απις 1. 

因为 m% 是 了 工 所 含 的 最 小 正 整数 ,所 以 0)m 一 0， 于 是 n=gm E 
m2, 因 此 了 TCmZ， 这 证 明了 了 =m2. 

显然 m2Z=( 一 m)2Z2， 了 又 设 mZ=m2, 那么 和 是 :的 倍 
数 而 που 也 荐 m 的 倍数 ， 因 此 w= 土 w. 

这 样 定理 5 μπι ΕΠΗ Υ, 

定理 6 有 下 面 这 个 应 用 . 

ΚΕ ἵζπει,γιᾳ, …， mr 是 7 个 天 0 的 整数 ,并 设 4 是 它 
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们 的 最 大 从 因数 , 那么 一 定 可 以 找到 了 个 整数 cz，ca，…，c 使 
ἅτ- ΟνΏ1η --- carat :TT Orn 
| 1 -- {oamt+amst +am, la ECO}. 
容易 验证 工 是 和 的 一 个 理想 .根据 定理 5, 工 就 是 由 它 所 会 
的 最 小 正 整数 吧 所 生成 的 理想 mm&， 即 工 一 mL. 
因 ma ma，…，rEG 所 以 
mmm, mms, πο] Ταν, 
即 思 是 ai， Ύπα, “'-' Τι 的 公 因 数 , 因 此 πυκάἀ, 
男 一 方面 , πε ΓΗΒ οις δ 使 
{πι 十 Ca023 十 十 CrTD2y， 
那么 从 dlm, ἆ πια, »'', ἀ]πις 
推出 djm， 因 此 d<m， 所 以 &=”m, 而 
d=cim -camst "om - 
完全 平行 于 定理 5, 我 们 有 
定理 6 设 了 是 域 ,而 了 (w) Ξε Ρ[α] 中 的 任 一 多 项 式 ,用 
(f(w)) 表 f(z) 的 所 有 倍 式 所 组 成 的 集合 , 即 
(f(2))= {Ef (2) ἔ(α) Ε Ρ[α]}, 
那么 (f(z)) 是 Z[w] 的 理想 . 反 过 来 , 了 [wj 的 任 一 理想 都 是 
由 了 了 [w] 中 某 一 多 项 式 的 一 切 倍 式 所 组 成 的 理想 (7(e))。 实 
际 上 , 当 这 个 理想 不 是 仅 由 0 组 成 的 理想 (0) 时 , 可 以 取 Ρ(α) 
为 这 个 理想 中 0 的 次 数 最 低 的 首 项 系数 等 于 芋 的 多 项 式 : 
更 进一步 ，(f(2%)) -- ( 户 ( 轨 )， 当 且 仅 当 }(ῳ) --α[ι(ῳ) 而 
οΕΡ" | ΜΙ | 
系 理 ” 设 ΤΟΝ, ΠΠ Γιο), Το), ''', fr(w) 是 了 [wj] 中 
7 个 “0 的 多 项 式 ,再 设 dz) 是 它们 的 最 高 公 因 式 ,那么 一 定 
可 以 找到 了 个 多 项 式 οι(ω), σαία), ---» ο.(α) 使 
dT) = oT) fv) Π-σα(σ)}α(ῳ) + Γδε(α))ν (ο). 


ο 09 ο 


我 们 不 去 直接 证 明定 理 6, 而 去 证 明 它 的 下 面 这 个 推广 ， 
这 个 推广 在 编码 理论 中 有 重要 应 用 . 

定理 4 设 了 是 域 , 而 f(w) 是 F[z] 中 的 一 个 % 次 多 项 
式 , 再 设 工 是 交换 环 Ρ[α] κα 中 的 一 个 天 (0) 的 理想 , ΒΒΔ 1 
有 了 唯一 的 一 个 关 0 的 次 数 最 低 的 首 项 系数 等 于 1 的 多 项 式 
9g(%) 使 

T= {(ω)ο(α) | ORs) Sn—1i—O g(r)}, 
而 且 (ο) δὲ {(ο) 的 因 式 ， 反 之 , 设 g(%) 是 f(x) 的 一 个 首 项 
系数 为 工 的 因 式 , 那么 

Πι--{ξ(αλο(α)|ϑ'ε(α) 委员 一 一 09(o)} 
就 是 下 to]jyro 的 一 个 理想 ,而 且 是 由 g(%) 生 成 的 理想 (g(4%))， 
9(w) 是 这 个 理想 里 次 数 最 低 的 首 项 系数 等 于 工 的 多 项 式 . 

证 ， 设 I 是 了 [zj]yw) 的 一 个 理想 ， 并 假定 T*(0)， 选 
σία) Ἐξ 1 1Η 友 0 的 一 个 次 数 最 低 的 首 项 系数 等 于 1 的 多 项 
式 ， 如 果 σι(ω) 也 是 这 样 一 个 多 项 式 , 那么 σ(α) 一 gi(w) EI 
π. . . 

(gs) -- φι(α))--᾽σ(α) --1. 
如 果 φ(α) --φι(α) 40, 将 σία) --σι(ω) {ΠΗ ΠῚ Εκ 9 ση 5 
ας Γ σία) 一 9a(z)， 就 得 到 工 中 一 个 -ᾱ0 的 次 数 <30y(z) 的 
首 项 系数 等 于 工 的 多 项 式 . 这 与 σία) 的 选择 相 了 矛盾 因此 
σίῳ) --ϕι(ῳ)--0, ΒΙ ο(α) --οι(α), 这 证 明了 σία) 是 工 中 唯 
一 的 0 的 次 数 最 低 的 首 项 系数 等 于 工 的 多 项 式 . 

因 工 是 Flzjzcw 的 理想 ， 所 以 对 任意 ἐ(α) Ε Ε[ο] κο 而 

Oo%(w) «π--Ἱ-- δἱσ(α), 总 有 
ῥ(ω)ο(α) =h(2) g(r) ΕΙ, 
设 h(w) 是 工 中 任 一 元 素 。 根据 市 余 除 法 ,有 
h(w)=q(w)g(s) Έντα), δ τα) <O gw). 
因 0%(w) 过 0"f(w), 所 以 
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θ)(ᾳ(α)«ο(α)) -- ϑἠνία) «8' (9), 
于 是 RL) = φ(α)ζὈσ(α)ζθτία), 
那么 τ(ϱ) Αα) -ο(Φ)Φσ(α) ET. 
但 g(w) 是 工 中 关 0 的 次 数 最 低 的 一 个 首 项 系数 等 于 工 的 多 
项 式 ， 而 θτ() «δδσ(ω). 如 果 τ(ᾳ) -:0, 将 7(%) 的 首 项 系 
数 的 逆 元 素 习 上 σία), ΒΕΊΒ 3 工 中 一 个 关 0 的 次 数 «Θ'ρ(α) 
的 首 项 系数 等 于 1 的 多 项 式 . 因 此 一 定 有 7(w) 一 0. 于 是 
hr)=q(2) 9s) = ο(σ)ό(α). 
这 证 明了 : 
T= { (ο) (2) ORF) ENn—1—o/g(w)}. 
再 证 明 g(w) 是 f(w) 的 因 式 . 根据 市 余 除 法 
ία) --φι(α)-φίω)-τι(ία), Φύγι(α) «δύφί(α), 
于 是 
τι(ῳ)--(--ᾳφι(α)φ(α)}κω- --θι(ο)ςφ(ῳ) ΕΤ... 
仍 因 σία) Ἐξ 1 η -ᾱ0 的 次 要 最 低 的 衣 顶 系数 等 村 1 的 多 项 
式 , 所 以 一 定 有 7?1(%) 一 0， 于 是 
f(%)=q(%)g9(%). | | 
这 证 明了 g(w) 是 f(w) 的 因 式 ， 定 理 7 的 第 一 部 分 束 证 明了 .、 
反 过 来 , 设 g(x) κε ία) 的 一 个 首 项 系数 为 上 的 因 式 , 那 
么 f(%) ... 9 
-{ξίαο)θ(α)! δία) -α--1--θ)σία)]. 
--- Τι 1ὲ Ε [Ίο 的 一 个 理想 ， 设 a(w) Εἰα]κο 
中 任 一 元 素 。 根据 带 余 除法 , 可 以 号 | 
α(ῳ) --φχ(ο)]ι(ῳ) ἠ-γτιίω), δ γο() «δλ(α), 
那么 
ort) gv) = (φοίαλ)}ε(ῳ) Ἱ-ταία)}(σ(α) 
= (ga(w)h(2)) g(r) + ra rt) g(%) 
--(αα(ω)ιίω)φ(-) pnt (0) gt) ) pn, 


«101 » 


因 0 ο(ω)λ (ο), 所 以 

(σ1(α))ν(ο)φ()) κω--0, 
因 Φ'(γοία)φ(ῳ)) = Ora( 2) -δὺρ(α) 

«δὐλ(ᾳ) ἠ-Θθσ(α) = 0°f (2)=n, 
所 以 (fa(2) 98)) ο γα (φ)σ(α). 
这 证 明了 α(ο)()φ(ῳ)--τα(α)φί(α) Ε Ια. 
于 是 《942))CT1， 
这 里 〈9(z)) 是 由 g(w) 生成 的 理想 . 显然 又 有 
Τις (σ(α)λ, 


”因此 {απ (σ(α)). 


这 证 明了 五 是 由 9(z) 生成 的 理想 。 显然 σία) 是 Τι 中 次 数 
最 低 的 首 项 系数 等 于 1 的 多 项 式 . 
定理 ”就 完全 证 明了 . 
在 定理 7 中 令 f(w) 一 0, 并 约定 了 F[zjo δη, 就 得 出 定 
理 6. ος 
同 在 $3 定义 2 中 我 们 定义 过 域 的 同 构 一 样 ， 我 们 也 可 
以 定义 环 的 同 构 ， 
定义 8 设 甩 和 户 是 两 个 交换 环 ， 我 们 说 及 和 龙 同 构 ， 
如 果 有 一 个 从 尽 到 站 的 一 一 对 应 
σ:α-»σ(α)ίαςΕ Β, σία)Ε Β'), 
使 得  σ(αἼ-ὸ)--σ(α)Ἴ-σ(ὂ), 
- σ(αῤδ)--σία)«-σίδὂ), 
这 时 oa 叫 从 及 到 R' 的 一 个 同 构 对 应 或 同 构 映射 ， 或 简称 同 
构 . | 
我 们 有 
定理 8 设 呈 和 是 两 个 同 构 的 交换 环 ,而 
oo:R->R 
ΕΝ. ΒΒ Β' 的 一 个 同 构 对 应 ,那么 有 
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Ὁ BE 的 零 元 素 0 在 oc 之 下 的 象 0==o(0) 是 Β' 的 零 元 

ΕΞ 

1) 有 BR 中 任 一 元 素 & 的 负 元 素 一 4 在 0 之 下 的 象 o( 一 4) 
----σ(α). 

iii) 如 果 请 有 单位 元 素 6,。 在 0 之 下 的 象 o 一 ole) 就 是 
BB' 的 单位 元 素 . 

iv) 如 果 刀 没有 零 因 于 , ΒΕ ΤΣΗ ΣΕ. 

ν) 如 果 号 是 域 , Β' 也 一 定 是 域 . 

ΠΕ, 1), πα), 才 ) 的 证 明 与 $3 定理 4 中 相应 的 证 明和 完全 
一 样 , 我们 就 不 重复 了 . 

现在 来 证 明 iv). 设 a ,ER ΤΠ οὖ 0, [σι Β 
到 Β' 的 一 一 对 应 ,所 以 有 4, δςΒ 18 

σία)--α', σ(0) --ὐ'. 
那么 因 o 是 同 构 对 应 ， 
σ(αδ) --σία)σί( δ) -ᾱα'ὐ'-- 0’. 
仍 因 o 是 一 一 对 应 ,所 以 一 定 有 
αὖ --0, 
因 BR 没 有 零 因 子 ,所 以 4=0 或 6=0， 于 是 
α.Ξ-σία)-σ(0) --0' 

或 δ'--σ(ὖ)--σ(0)--0', 
因此 ἐν 也 没有 零 因 于 . | 

再 来 证 明 ν), ΝΣ Β ΑΕΠΙ, 而 εσας. 那么 根 
据 道 ),e'=o(e) 就 是 BB 的 单位 元 素 ., 对 任意 & ΕΒ 而 关 0， 
因 o 是 一 一 对 应 ,就 有 4EBR, αἲ0 ΤΠ σ(ία)-α, ΙΑ 8 1ὲ 
域 ， 所 以 有 aEB σα =e. 因 o 是 同 构 对 应 ， 所 以 有 
σ(α).σ(α !)=ole)=e， 这 就 是 说 ol ) Ἐξ σ(α)--α' {336 
元 素 . 这 证 明了 RB' 是 域 , / 
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$7 商 群 和 同 余 类 环 


设 GQ 是 一 个 交换 群 , 它 的 运算 符号 写作 “十” 它 的 单位 元 
πει: 0, 它 里 面 任意 一 个 元 素 α 的 逆 元 素 记 作 一 a， 再 设 Η 
是 9 的 一 个 子 群 ， 即 瑟 是 G 的 一 个 非 空子 集 而 它 对 于 GG 中 
运算 ‘十’ 来 说 是 一 个 群 。 设 4 是 G 中 任 一 元 素 , 9 

o+H={athlhEH}. 
我 们 把 4 十 瑟 叫做 Η 的 一 个 陪 集 , 而 α 叫做 这 个 陪 集 的 一 个 
代表 元 .特别 0 十 互 也 是 一 个 陪 集 , 我 们 把 它 记 作 已 .我 们 
有 

引 理工 ΠΩ͂ ΚΠΣ, ΠΗ ΕΟΤ, ΒΒΔ 
也 的 任意 两 个 陪 集 或 者 没有 公共 元 素 ， 或 者 相等 ， 特别 
h+ 瑟 = 五 ,对 任 一 EH 

证 . 设 α.- Η Ἠι ῦ-Π δ Π 的 两 个 陪 集 ,而 α, bEG. 假 
定 它们 有 一 个 公共 元 素 c. )λοςα--Η Ππ η ὁ--α--ῤο, Λος ΗΒ, 
于 是 对 任意 EH 

c+h= (a+ho)+h=a+ (Roh) Eat+H. 
ββο- Ηςα- Η. 33 --ῇ ΠΠ, α-- ο--{--ᾖο). Ἑ ΕΕ ΕΗ. 
g++h= (c+(—ho))+h 
=c 十 (一 ho 十 hh) Eco 十 五 . 

即 < 十 瓦 Co 十 吾 ， 因 此 -Η--ο-Η. [|| 5 十 = 
οἵ- Η, ΒΤνλα-- Η--δ-Η. ΕΊΗΤ Η 的 两 个 陪 集 如 果 有 
一 个 公共 元 素 , 就 一 定 相 等 。 换 句 话说 ， 互 的 两 个 陪 集 或 者 
没有 公共 元 素 , 或 者 相等 ， 

特别 ,对 EH, h=h+0Eh+H,h=0+hEO+H=H. 
ΒΗ Ην, ἡ-- Η -- Η. 

定理 1 设 G# 是 一 个 交换 群 ,而 互 是 它 的 一 个 子 群 , 那么 
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G πμ, Π 的 一 些 两 两 没有 公共 元 素 的 陪 集 的 并 . 设 
αι) (gat+ Η) 
是 这 样 一 个 分 解 , 其 中 J 是 一 个 足 码 的 集合 , 那么 记 
G/H={at+ Hla€J}. | 
对 总 的 任意 两 个 陪 集 ae 十 总 Παρί, 定义 
δα ΕΠ) (αρ Η)τ (ααΓαρ) ΓΗ, (人 
那么 这 个 定义 不 依赖 于 陪 集 的 代表 元 的 选择 ， 即 如 果 au 十 二 
--δα!|- Π, ας Ἡ --δε- , ΒΑ 
(4α "- ἄρ) +H= (ὅα }- ὃϱ) ἠ- Η, 
因此 可 以 把 (DD) 看 作 是 8/ 瑟 中 元 素 的 运算 ， 而 Ω/Η 对 于 按 
(了 ) 式 规定 的 运算 是 一 个 交换 群 . 
证 .GQ 的 任 一 元 素 & 一 定 属于 五 的 一 个 陪 集 & 十 羡 ， 根 
据 引 理工 Η 的 两 个 陪 集 或 者 没有 公共 元 素 或 者 相等 ， 因 此， 
如 果 在 障 集 集合 
{fat Η|αΕΩ͂} 
里 把 重复 的 取消 ,就 得 到 G 27 Η 的 一 些 两 两 没有 公共 元 
素 的 陪 集 的 并 的 一 个 分 解 . 
假定 G= (Jj (et H), ας (αρ ΓΗ) 


是 G 分 成 五 的 一 些 两 两 没有 公共 元 素 的 陪 集 的 并 的 两 个 分 
解 ,其 中 va 和 Js 都 是 足 码 集合 ， 令 
Μι-- {α.-- Ἡ αςοι}, ἨΜοτ {αρ -Η β6υ9). 

对 任意 4a 十 且 EMi, 因 ceEG， 所 以 一 定 有 一 个 8EJs 使 
πας ὤρ- Η. 根据 引 理 1, ga+H=4aet+ ΗΕ 019, 同 理 可 证 ， 
对 任意 αι -Ἡς Μ., 都 有 αρ] ας Μι. ΝΙΝ Μι: Μα Ἂ 
证 明了 将 G 表 成 互 的 一 些 两 两 没有 公共 元 素 的 陪 集 的 并 的 
表 法 是 唯一 的 . | 

设 wo 十 H=bs+ Π, ἀρ ἰ -- ὃρ- ΓΗ, 那么 ga= ba 十 hi， 


ο 106 。 


5e 一 De 十 如 ,而 ὃν, h,. EH. 于 是 
(ga ga)+H=(bath)+ (etha) + Η 
一 (pc 十 bo) 十 ua 十 ja 十 已 )， 
但 根据 引 理 荆 有 1 Γη ΓΗ- Η, 因此 
(co 十 Ca) 十 瓦 = (0 十 56) 十 五 ， 
即 (6α ΓΗ) (αρ) -- (δα-- Η)ηΗ-(δϱ-!-Η}), 
这 证 明了 (了) 确实 在 α/Η 中 规定 了 一 个 运算 
显然 B/ 互 对 于 (1 所 规定 的 运算 是 自封 的 . 对 任意 qu 十 也 
αρ, αγ Η και, 根据 (了 和 GG 中 交换 律 和 结合 律 成 
了 并, 我们 有 
(gut+ H)+(gs+ Ε) -- (co 十 ap) 十 五 
-.(αρ--αα) + H= (αρ Η) -Γ(αα-- 1), 
((aa 十 五 ) 十 (ce 十 五)) 十 (cc 十 五 ) 
-- ((α:--α0) 1- Η) -- (αἑ-- Ἡ) 
--((ᾳ.--αᾳρ)--αγ) + Η --(ᾶαἠ- (ἄρ-Γαγ)) “- Η 
一 (Ca 十 瓦 ) 十 ((ce 十 ar) 十 五 ) 
= (gat+H)+((get+ H)+(ot+ H)). 
因此 G/ 瑟 中 交换 律 和 结合 律 也 成 立 . 又 瑟 是 卫 的 一 个 陪 
5, ΠΕΩ/ Η, 而 
(α-- Η)-- Η-α-α 对 任意 a 十 HEG/H. 
这 就 是 说 如 是 G/B 的 单位 元 素 ， 最 后 对 任意 “tHEWE, 
《一 0) 十 互 也 是 Η 的 一 个 陪 集 ,而 
(gt+H)+((~a)t+H) 
=(g+(—a))+H=0+H=H. 
这 就 是 说 《一 号 十 五 ὲ αἲ- Η πι, 因此 α/ Η 是 一 个 交 
换 群 . 
这 样 定 理工 就 完全 证 明了 ， 
定义 1 设 G 是 一 个 交换 群 , 而 瑟 是 G 的 一 个 子 群 , 我 
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们 把 G/ 豆 对 于 按 (定义 的 运算 所 组 成 的 交换 群 叫做 交换 和 群 
G 对 于 子 群 妃 的 商 群 ,简称 商 群 ， 

例 工 设 径 是 个 正 整 数 , 我 们 知道 m2 是 2 的 一 个 理想 ， 
因此 m2 是 6 的 加 法 群 的 一 个 子 群 。 容 易 看 出 商 群 2/m2 由 
下 面 这 m 个 元 素 组 成 ,它们 是 

0+2=2, 1-2, 2-2, :.-, (πι-- 1) 1-2. 

δ 设 卫 是 一 个 域 , f(z) 是 [wz] 中 的 一 个 n 次 多 项 
式 . 我 们 知道 (f(w)) 是 了 [wz] 的 一 个 理想 ,因此 (f(z)) 是 了 FF[w] 
的 加 法 群 的 一 个 子 群 ,于 是 我 们 有 商 群 吾 [w]/(f(w)). 我 们 来 
证 明 ，(f(w)) 的 每 一 个 陪 集中 都 含有 唯一 的 一 个 次 数 小 于 
9 f(z) 的 多 项 式 . 设 g(w) 十 (f(%)) 是 任 一 陪 集 ， 根据 带 余 除 
法 ， 有 

yoO) 一 9(2) 太 oO) 二 TO Φθε(ω) «ϑ᾽Ρ(α), 
那么 τ()--6(α)Γ(--σ(α))/(ϱ) Εφ(α) + (fF)). 
设 又 有 io) Eg9(%) 十 (f(z2)) ΠΠ δίγι(2) «Θ'Ρ}ίω), 那么 

γι(Φ}Ἴ-(}ίῳ)}--φ(α)Ἴ-(Ρ(α)) --τ(α)Ἴ-(7(α)λ, 
于 是 Γα()στ τα) Γλ(α)/(α), | 
即 1TCZ) 一 站 2) 一 此 2) 六 2)。 
因此 /cra(z2) --τ(α), 1Β 
80(ri(O 一 rr(2)) 安 mnax(ooy(o)， Θθγι(ω)) «δὐ/(α). 

因此 τι(ῳ) --τία), 这 证 明了 (f(z)) 的 每 一 个 陪 集 中 都 含有 
唯一 的 一 个 次 数 小 于 多 Fo) 的 多 项 式 ,， 载 们 可 以 选取 这 个 次 
数 小 于 0"f (wz) 的 多 项 式 作 为 陪 集 的 代表 元 . 这样 一 来 ， κ 

Pls]/(f (2)) {aot w+ ost + 

| απο... ρω) αις ΒΡ}, 

定义 2 设 G 是 一 个 交换 群 , 而 瑟 是 G 的 一 个 子 群 , δὲ 
cco. 如 采 & 和 5 属于 互 的 同一 个 陪 集 , θα! Π --ὃ--Η, 
也 即 ec 一 "各 互 ， 那 么 就 写 
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gb (mod Π, 
Βα 2 模 Η, πχ: ΗΒ]. Ὰ, ἈΠ 余 ἈΝ, 
”特别 ,在 例 革 中 ,我们 把 
αξξδ (mod γι) 
简 记 作 a=6 (mod πα) 
显然 , 4 三 0(modm), 当 且 仅 当 mja 一 68， 在 例 2 中 ,我 们 把 
g(%)=h(z) (mod(f (2))) 
简 记 作 σ(α)Ξ Λία) (modf(%)). 
显然 ，g(2) 三 h(z)(mod γ(α))λ, ΠΒ ΣΤ Ρ(α) ]ο(α)--Α(α), 
定理 2 设 G 是 一 个 交换 群 , 而 瑟 是 G 的 一 个 子 群 ,再 
设 ἄα, ἄρ, δα, δρ, πὲ 
ἄαΞ-θα(πιοᾶ Η), αρξξβρα(πιοά Η), 
那么 Qat-ag=0at+ bs (mod H). 

证 .我 们 知道 , aa 至 0c(mod Η), 11 Η. Για” Η τ- be 十 上; 
αρξδρίταοά ΠΗ),  Β Ασίας 十 Ἠ--ὂρ-- HH， 而 αι 十 ας 
ba 十 ba(mod 太 ), 当 且 仅 当 (ace 十 ace) 十 已 = (δα-ἵ ὃρ) -Β. 因 
此 本 定理 只 不 过 是 定理 1 中 所 证 明 的 G/ 瑟 中 元 素 的 运算 (1) 
的 定义 不 依赖 于 陪 集 的 代表 元 的 选择 这 一 结果 的 一 个 等 价 的 
说 法 而 已 . 

ο 8513 设 G 是 个 有 限 交换 群 ， ΠΗΕΈΓ ΤῊ, 
那么 ee 
因 G 是 有 限 交 换 群 ， 总 也 是 有 限 交 换 群 ， 设 s+ 
是 ΓγΎν' αλλ. Ἢ 5} σα Η Ην. - 
- σα, ης, 

是 一 对 一 的 , 而且 是 映 上 的 , 因此 Η 和 a 二 五 的 元 素 个 数 相 

定理 3 设 G 是 个 有 限 交 换 群 ,而 豆 是 它 的 一 个 子 群 , 那 
ΑΙ4/Η1 1/1. 
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证 . 设 Ηθη, 那么 可 以 将 G 表 成 已 的 ”个 两 两 
没有 公共 元 素 的 陪 集 的 并 : 


G—\ (αι H). 
τὰ [GI-SlatH|-BIHI-n|HI. 
因此 /HI=n= |G|/IHI. 


现在 设 是 一 个 交换 环 , 而 了 是 它 的 一 个 理想 ,我们 知道 
I 是 号 的 加 法 群 的 子 群 , 所 以 可 以 唯一 地 将 B 表 成 工 的 一 些 
两 两 没有 共同 元 素 的 陪 集 ga 十 二 的 并 
R= (f(t+1), 
其 中 J 是 一 个 足 码 集合 ,我 们 把 工 的 陪 集 叫做 的 同 余 类 , 记 
R/I={at+1la€EJ}. 
我 们 有 ! 
定理 全 设 鼠 是 一 个 交换 环 , 而 工 是 它 的 一 个 理想 ， 对 
于 BR/I 中 任意 两 个 元 素 4a+ 工 和 和 as 十 了 ,我们 定义 
(gat+ I) (4α-ἠ- Τ) -- (α.--ας) 1-1, | (2) 
(α;-"-1)' (αρ-ἠ- 1) -- (414) Ε1, (3) 
那么 这 两 个 定义 都 不 依赖 于 同 余 类 的 代表 元 的 选择 ， 因 而 可 
以 看 作 R/T 中 的 加 法 运算 和 乘法 运算 ,更 进一步 , R/T 对 于 
按 (2)，(3) 所 规定 的 加 法 运算 和 乘法 运算 是 一 个 交换 环 . 

证 ，B/I 中 加 法 的 定义 (2) 不 依赖 于 同 余 类 的 代表 元 的 选 
择 已 在 定理 1 中 证 明 ， 现 在 来 证 Ε/1 中 屏 法 的 定义 (8) 亦 如 
此 . 设 cv 二 TI 一 十 T, cs 十 IT 一 05 十 了 那么 ou 一 "δα Έα, ὁ Ωρ-- 
bs 十 hz, 而 δι, has 了， 于 是 . 

Gada 十 了 一 (6 十 ja (ὃρ-- ᾖ9) --- 
一 (0 十 bapo 十 Do 十 /ja 十 了 
μή 1:5 ΗΕ ΛΑ, ὑαίνΠ-δοίη-λαήαΕ 1, βλ 
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ἄρά, Ἴ- | -- (babe δαοο-}- δια hha) }-Ι-- δαδα--1. 
这 证 明 R/T 中 乘法 的 定义 (3) 也 不 依赖 于 陪 集 的 代表 元 的 选 
择 . 

显然 R/T 对 于 按 (2) ，(3) 规 定 的 加 法 运算 和 乘法 运算 是 
自封 的 ， 由 定理 1 可 知 Β/1 对 于 加 法 运算 来 说 是 一 个 交换 
群 ， 还 需要 证 明 在 Β/ΤΗ Π.1 Π.οπ 1 κ 2:Π.1 
例 , 其 余 两 个 的 证 明 方 法 一 样 . 设 ga+ 了 ,gs 十 TEBR/I. 根据 
(3) 和 于 中 乘法 交换 律 成 立 ,我 人 有 κ 

(σα. 1) (αρ-.-1) 一 Godp6 十 工 一 Goqau 十 了 
一 (ce 十 了 ) (σας 1), 

因此 Π.11ε B/T 中 成 立 ， 这 证 明了 Ε/Γ 是 一 个 交换 环 . 

定义 8 ΚΕΛΙ, 而 工 是 及 的 一 个 理想 ， 我 
们 把 BB/I 按 (2)，(3) 定 义 的 加 法 运算 和 乘法 运算 所 组 成 的 交 
换 环 叫做 交换 环 丸 对 于 理想 工 的 同 余 类 环 , 也 叫做 Β Βὲ 1 ἐἢ 
同 余 类 环 , 简称 同 余 类 环 . κ 

ἘΠ ΒΞ ΠΗΡΕ, ΠΠ ΕΒ 的 一 个 理想 , 再 设 
ας, ἄρ, δα, ὃρς ΒΗ, Ἴῃπε 

ααξξθα(παοά ΓΤ), αρἙεδε(τηοὰ Τὴ 

那么 | αρ ΞΞδαδ ϱ(τιοὰ Τὴ. 

"证. 本 定理 只 是 定理 生 中 所 证 明 的 BR/I 中 元 素 的 运 ΕΝ 
(8) 的 定义 不 依赖 于 同 余 类 的 代表 元 的 选择 这 一 竺 妥 的 一 个 
等 价 的 叙述 . - 

我 们 再 回去 讨论 例 工 和 例 2, 

8 18) 根据 定理 4, 我 们 知道 2/m2 是 个 交换 环 , 叫 
做 整数 环 忆 模 m 的 同 余 类 环 ， 这 个 交换 环 实质 上 就 是 以 前 讨 
论 的 交换 环 δ, ΠΠ 

定理 6 . 设 m% 是 任 一 正 整 数 , 那么 从 2. 到 2/m2 的 一 一 
119 


ὦ-»ᾖ-Γ (πι), Οςςκπι--1 


是 个 辣 构 对 应 . 
证 。 这 是 因为 
ᾗ-Γἰξ(- Κον (modm), 
b= (Ch) (mod πο). 


从 这 个 定理 可 以 知道 ,我 们 为 什么 要 在 Zw 中 如 下 地 规定 
加 法 和 乘法 . ! 
μ(5} -- (b+ Dn 
NOT= CED, 

系 理 ” 设 2 是 任 一 素数 ,那么 2/2 是 2 个 元 素 的 域 . 

证 .这 是 定理 6 和 86 定理 8 的 推论 . 

例 2( 续 ) 根据 定理 4， 我 们 知道 了 F[z] /(f(2)) 是 个 交 
换 环 , 叫做 域 Ρ 上 一 个 文字 2 的 多 项 式 环 卫 [z] (ο) 的 同 
余 类 环 ， 平 行 于 定理 6 及 其 系 理 , 我 们 有 Ἢ 

ἘΠῚ 设 了 五 是 一 个 域 ，f(w) Ἐ: Ε[α] 中 的 一 个 -ᾱ0 的 
多 项 式 ,那么 从 了 [fo]yrw 到 已 Eco)) 的 一 一 对 应 

ο(α)-»ο(2) + (fF(2)), Θ'φ(α) «Ο᾽}(ω) 
是 个 同 构 对 应 . | 

系 理 设 玉 是 一 个 域 ,而 p(%) 是 iwj 中 的 一 个 不 可 约 
多 项 式 , 那么 了 了 [2]/(p(2)) 是 域 . 

由 于 它们 的 证 明 与 定理 6 及 其 系 理 的 证 明 完 全 一 样 ， 我 
们 就 不 重复 了 . | 


58 ”孙子 定理 和 环 的 直 和 分 解 
设 w 古 一 个 大 于 1 的 整数 ,并 假定 


ην Na Mi, 'α 
其 中 ma， ma …， 9 是 ?个 两 两 互 素 的 大 于 二 的 整数 .对 任 
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ππς ἅν, 我 们 有 
(WN) κι, Ε ἕλη, 对 ᾧ -- 1, 2), ΝΣ 了， 
问题 是 ， 反 过 来 ， 任 给 Ni E dm,, 1, 2, μα ή), 是 人 否 有 < 


(αν) μπι, 对 “一 上 ， 2，…， 个 。 
1Η ΕΘ. 使 同 余 式 
πιξξπι(τηοάπιι), ὧ--1, 2, ο... τ, 
同时 成 立 ， 这 个 问题 的 答案 是 肯定 的 , 这 开征 
定理 1( 孙 子 定理 ) ἐξ mz, ma, …，my 是 了 个 两 两 互 陛 
的 大 于 工 的 整数 , 令 


m= mM "Mr, 
那么 任 给 mEZm, ὁ--1, 3, .'', τ, 有 了 唯一 的 一 个 mnE2n 使 下 
面 这 ?个 同 余 式 
πΞπι(τιοάπι), ὑ--1, 2, οτε, Τ (1) 
同时 成 立 ， 
证 。 令 
η, ἠξὶ. 2 «'', γ' 
那么 πι, πιο, .'', πε 的 最 大 公 因 数 是 1， 根据 $6 定理 5 的 
系 理 , 有 ?个 整数 ct，c，…，cr 存在 使 
1=c1mit+ camat crmr. (2) 
显然 有 Cm=1 mod mm), εἐ--1, 3, ::., τ, 
cm 三 0(modmy) 1 
如 果 令 。%= (cimnam 十 C91mana 十 … 十 CrThrmoy)m 
那么 nE2n 而 
N=n(mod πα), ὑ--1, 2, ο. ἂ 
更 进一步 , 假设 还 有 % EZ2m 而 w 适合 
η Ξηπι(τηοά πι), =1, 2, »'', τ 
ση, 那么 
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n—n'=0(mod πα), ὑ--1, 3, «.-:, τ 
这 就 是 说 πι απ, ὑ--1, 2, ».., τ' 
因 πι, πια, -.:, my 两 两 互 素 ,所 以 
ποπ. 
但 mw mEZn， 而 πει, βΠ 11 0ξη--π' «πι 因此 一 定 有 
nn 一 0， 即 nn 一 n'， 这 证 明了 2 中 适合 同 余 式 组 (4) 的 元 素 
n 是 唯一 确定 的 . 

δ “ 今 有 物 不 知 其 数 , 三 三 数 之 剩 二 , 五 五 数 之 剩 三 ,七 
七 数 之 剩 二 , 问 物 几 何 ?”( 见 孙子 算 经 ,“ 物 不 知 其 数 一 问题 ) 
这 个 问题 是 要 求 一 个 正 整 数 % 适合 下 面 三 个 同 余 式 
n 二 2 (mod 3), 

n 三 3 (mod δ), 

n 三 2 (mod 7). 

孙子 算 经 中 给 出 了 解 这 个 问题 的 一 个 算法 ， 

“ΤΗ. 三 三 数 之 剩 二 , 置 一 百 四 十 , 五 五 数 之 剩 三 , 置 六 
十 三 ; 七 七 数 之 剩 二 , 置 三 十 ; 并 之 得 二 百 三 十 三 ; 以 二 月 一 十 
减 之 即 得 ， 凡 三 三 数 之 剩 一 , 则 置 七 十 ; 五 五 数 之 剩 一 , 则 置 
二 十 一 ; 七 七 数 之 剩 一 , 则 置 十 五 ; 一 百 六 以 上 , 以 一 百 五 减 之 
即 得 .” 

孙子 算 经 (8 一 5 世纪 )， 
ΕΣ, ΒΗΜΑ μὴ 
στο 
Ἡ ΗΕ Η- 1, 
七 子 团圆 正 半 月 ， 
除 百 零 五 便 得 知 ， 
程 大 位 , 算法 统 宗 (16593) . 
这 个 歌诀 的 意思 是 说 ， 用 το 去 乘 用 3 去除 "所 得 的 余数 2, 
用 21 去 乘 用 5 去 除 n 所 得 的 余数 3, 再 用 10 去 乘 用 7 去 际 
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所 得 的 余数 2， 将 所 得 的 三 个 数 70x2,， 9218, ΙΒ Χ3 相 加 . 
然后 下 将 听 得 的 和 ”70x2+21x8 填 lBx2 ?四 105 去 陈 ， 所 得 
的 余数 就 是 % 即 
n= (709-121 χ 8-18 κ 9) 15-28. 
我 们 知道 105 一 3 x5x7， 往 ΤΌ, 31, 15 这 三 个 数 怎样 来 的 
呢 ? 
显然 5x7=35, 3x7=21, 3xB=15 这 三 个 数 的 最 大 公 
因数 是 1, 因此 有 三 个 整数 οι, ca, 0s 使 
C1*30 二 ca*21 二 cs'15= 1 (3) 
令 Et 一 01485， θα 0ο 21, 9 一 Cao1B， 
么 由 (3) 式 可 得 
οιΞ 1 (mod3), 6 二 0(mod5)， οιΞξθίπιοα τ), 
ea=0 (πιο), ο1Ξ:1(πιοάδ), es=0(mod7),» (4) 
es 二 0 (mod3), es=0(modB), es 三 1(mod7), | 
于 是 n= (6ι.2-Γ6α 0 - 882) 1ος. 
当然 可 以 用 轧 转 相 除 法 求 出 适合 (3) 式 的 ca, ο), ο, 38 
由 οι, ca oa 算出 e1, Θὲ, ἐ, 但 也 可 以 直接 求 适合 条 件 (4) 的 
61, 64, 68， 从 (4 中 第 一 行 的 三 个 同 余 式 可 知 ，& 需要 是 5 和 
7 的 倍数 中 被 3 除 余 工 的 一 个 , 而 70 就 是 这 样 的 一 个 数 ， 从 
(4 中 第 二 行 的 三 个 合 余 式 可 知 , ea 需要 是 8 和 7 的 倍数 中 被 
5 除 余 1 的 一 个 ， 而 21 就 是 这 样 的 一 个 数 ， 从 (中 第 三 行 
的 三 个 同 余 式 可 知 ，es 需要 是 3 和 5 的 倍数 中 被 7 除 余 工 的 
一 个 ,而 16 就 是 这 样 的 一 个 数 . 这 说 明 ΤΟ, 21, 15 这 三 个 数 
的 由 来 . 
基于 上 面 例题 的 解法 ， 我 们 可 以 给 定理 1 的 证 明 加 一 注 
记 ， 当 然 在 定理 的 证 明 中 ， 可 以 用 思 转 相 除 法 求 出 6 
ca，…，C, 全 
Cim 十 πο 十 … 十 δρυ ῃ -- 1, 
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184. = (cM)m ὑ--1, 3, ει, Y, 
就 求 出 了 了 esi, δὰ, ''', eu， 但 也 可 以 直接 求解 它们 所 着 合 的 同 
余 式 组 : 
6ιΞ1 (mod πι), .. 
6ιΞΞΟ (πιοά γης), πε] δ". ΠΝ κ. 
ΒΗ mw, 和 πι Ἡ ας, 故 用 饶 转 相 除 法 可 求 得 和 05; 使 
αι διπιι 1, ἡ--1, 9, .7 


那么 取 Ci (αι), ὦ -- 1, 2 ο φ 

BE. 
因此 我 们 可 以 给 出 定理 1 中 % 的 存在 性 的 男 一 证 明 ， 
; 人 N12 四 
证 . δ» ΚΑ, ῷ 1, 2; 1) 


那么 zz ΤΙ τοι Ἡ 3Ε (ὡ--1, 2; ΩΝ; 站 .于 是 有 整数 和 δ.(ὁ--1; 
2; ΝΣ 7) 存 在 使 
gmit+ Dim =1, 2 一 十 ， Δ, 人 


今 6i 一 (αι); 
μα θις Qn 而 | 
ΞΞ 1 (mod - 
(Τη σι), .. μ, j=1 ϱ ... (6) 
ειΞθ(πιοά my), πῃ 13-54, | 


因此 , 如 果 令 ”%== (em 十 en 十 … Fem)e, 
则 nnEQn ΠΠ n=n(mod πο), 2%=1, 2, 

系 理 1 设 mm ma, ο, ον δε ΛΠ ἈΗΚΤ 1 
整数 , 令 

m= ον τὸν, 

那么 对 任意 mE2%, 我 们 有 (Ww) mE2r. 反 过 来 , ΠΕ48 πις Ζει. 
4 一 1，2，…， 7, 那么 有 了 唯一 的 一 个 mnE2m 使 (1) 中 7 个 同 余 式 
同时 成 立 , 

证 ， 设 nE2Z%, 那么 (w, m) 一 I， 于 是 (wn, πιὸ--1, 因此 
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(πι, πιὸ --1, WW) mE Lm. 
反之 , 任 给 mE2%, ὁ-Ί, 3, '', τ. ΜΑΝ ΛΕΒ, 有 唯 
一 的 一 个 mnE2m 使 下 面 7 个 同 余 式 
N=mmodm), 2=1, 2, .''. Τ 
同时 成 立 ， 因 mE2%， 所 以 (ni πι) 1. 那么 由 上 式 推出 
(n, πι) =1, 4=1, 2, .'', τ, [ m= mm mr ΠΠ νι, Τα, """; 
mr 两 两 互 素 ,所 以 (nm πο) --1, τ ΕΖ; 
系 理 % 设 mi, πω, …，, τι, 是 了 个 两 两 互 素 的 大 于 工 的 
整数 ， 令 
m= Mma "Ὅν; 
那么 gm) --φ(πνι)φίπια)''"φίπης), 
这 里 wp(m) 是 群 2Z% 的 阶 , 即 小 于 mr 的 正 整 数 中 与 m 互 素 的 个 
数 . 特别 , 如 果 
ηγὶ 一 DD: 。 07， 


其 中 D414, αυ ““', pr 是 了 个 两 两 不 同 的 素数 ， 而 θε, 69» Cr Ἢ 


都 是 之 1 的 整数 , 那么 
ιὰ . 和 1 
φίου) -ῃ pe Cpl) πο Π( -)' 


证 ， 系 理 1 的 第 一 部 分 是 说 , 任 给 mE 2 都 对 应 着 2m, 中 
的 一 个 元 素 (n)m，2%, 中 的 一 个 元 素 (2)m，,，*…，2m, 中 的 一 个 
元 素 (n)m， 而 系 理 1 的 第 二 部 分 是 说 , 这 个 对 应 是 映 上 的 而 
且 是 一 一 的 ， 因 此 

ΑΜΥΝΑ | 2m,|, 

即 pm) =9 m9 m2) 9 mr). 

特别 , 如 果 

ΥΥ 一 DDE Pr, 

其 中 ϱι, ο, --., Ὁ. 是 两 两 不 同 的 素数 ， 而 e1,， ex,*…, er ἘβλΕ 
»1 的 整数 ,那么 | 
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φ(πι) = pp pp) (2). 
在 小 于 φῦ 的 非 负 整数 中 , 只 有 下 面 这 Yi 个 数 
0, Ds, 2D, …， (pT —1)%p; 
PP) ορ ο = (Dp,—1). 


2 


1 δι 
这 砚 是 在 $4 中 所 留待 证 明 的 公式 . 
孙子 定理 是 我 国 古 代数 学 的 重要 成 议 之 一 ， 过 去 在 国外 
的 一 些 数学 文献 里 往往 被 叫做 中 国 剩余 定理 ， 它 是 近代 抽象 
代数 中 环 的 直 和 分 解 这 一 概念 的 重要 源 果 ， 而 它 的 证 明 中 的 
(2) 式 , 特别 是 在 Ζει 中 求 一 组 适合 同 余 式 组 (6) 的 ea，ea，…， 
ε. 则 是 近代 环 论 中 寻求 环 的 一 组 两 两 正 交 的 突 等 元 并 使 得 环 
的 单位 元 素 可 以 表 成 它们 的 和 这 一 基本 工具 的 重要 源 果 . 
定理 2 设 ma, mo,…, my 是 4 个 两 两 互 素 的 大 于 工 的 
m= MI Thy, 
并 今 Wi 一 一-， ὁ--1, 9, -».η, 
Ἡ αλ! β-- ὁ--1, 3, «.., τ, Mm 和 mm 的 最 大 公 因 数 都 是 1, 因 
而 有 -一 对 整数 αι 和 6; 存在 使 
0 十 Do 一 二 ὁ--1, 9, -'., τ. (6) 
ΒΡ θιπ- (ἀαὔπι)η, 2%=1, δ, “'', 9 
仍 把 Znm ΗΛ 4155 ἈΛΕΥΛΊΕΉ ΜΟΔ ΗΠΟΊΕΟΟΙΩ, 
那么 | 
1) 6ι, θη, "'', 6, 都 是 2 中 不 等 于 0 的 元 素 , 而 且 
2 一 CiC)6i 一 6 451, 2,., 7 
ε2)ει--0, 如 果 ὁ 561, 
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1 -- ειθ)εϐ) «68, 
η) 令 
2 =e2 = {enNINELn}, ὁ--ἰ, 3, «'', 8, 
那么 2 是 Zw 的 理想 , e; 是 它 的 单位 元 素 , 而 映射 
- σι-σε(οᾗ, Οςκή-πι 
是 从 2m 到 26m 之 上 的 同 构 对 应 . 
ii) 2Z% 中 任 一 元 素 τ 都 可 以 唯一 地 表 成 πι 中 一 个 元 
素 ，20., 中 一 个 元 素 ，… 和 2 中 一 个 元 素 的 和 .实际 上 ， 
| 0 一 EGGesG0 (ὍΘ, 
证 , 先 证 i)， 显 然 有 
@ 三 1 (mod της), ， 
6 二 0(mod ση), ἠ κό, μι, j=1, 9, εν, (7) 
因此 οι-͵Ἑο(ἑ--1, 3, .':, 7)， 再 根据 $7 1:88 4 
et =1(mod πι), 
εἴΞ-θ(πιοᾶάπῳ), 如 果 130. 
于 是 根据 孙子 定理 的 唯一 性 部 分 驶 推出 
(et)m—=6, 31, 3, “'., Τ᾽ 
这 就 是 说 et)6 一 04 1, 2, «-., η 
当天 7 了 时 , 根据 87 和 定理 和 从 (7) 式 推出 
ee;=0(mod mmx), ᾱ--1., 2, ---, 7. 
仍 根 据 孙 子 定 理 的 唯一 性 部 分 有 
(Θι6ῃ}ει--0, 如 果 πε}, 
这 就 是 说 ee 一 0， ἡμέ ὑπε}, 
又 显然 有 
61---θε--...--6-ξ1(πιοά πι), 1, 2, -.', ἃ, 
仍 根据 孙子 定理 的 唯一 性 部 分 有 
(el 十 ea3 十 … 十 er)m 一 工 
这 就 是 说 1--6ι()6ρ(0''(76ε, (8) 


α 118 ο 


这 证 明了 1µ), 
再 证 明 4). ΑΝ 2 是 Zw 的 由 es 生成 的 理想 , Ζει, 中 任 
一 元 素 可 表 成 an, n E44m， 因 此 
6 Ce 一 (6 人 6 人 一 2 
这 就 是 说 6 是 2 的 单位 元 素 .我 们 再 证 明 o 是 癌 构 对 应 ,假定 
eh=e, Ok, ἱ« πυρ 


那么 (αὐ }πιΞ (αι) hy 
于 是 πι] αγτιι(Ἔ---- 1), 
因此 πι Qt 一念、 

但 由 (6) 式 知 (αι, τι) =1, 

所 以 οι) pl. 


προς, [πι 帮 有 8 一 上 这 证 明 co 是 一 对 一 的 ， 再 证 wm 
是 映 上 的 , 设 an 是 ἄν, 中 任 一 元 素 , 其 中 中 EQn. 根据 带 余 
除法 ， 
N=gmir, Οκ «πι 
那么 因 m= May 所 以 
OL οσο. (armgmst+r ))m 
一 (qm m= ου 
这 证 明了 eaG@n 是 rE2m 在 之 下 的 象 , 因此 oa 是 个 一 一 对 
将 Qw, 中 的 加 法 运算 符号 和 乘法 运算 符号 分 别 记 成 中 :和 
(5. 1 | 
ποια, (αῤηγηνε)ην -ϱ, 
所 以 对 任意 ἐ, τε δν, 有 
okDD τει (ο) = 0) (+ 2 ο (15 Γἴα 
— (σι ήοι(ἆ + DD) n= am t+ am)n 
一 (αρ) πο) (ml ) OAGAOL 
=0(k) Wa), 
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σι(ζ(Φι1) --ε( (21) --εἰζο(ἆ]),, 
—6® (hn=eD0D (1) 
一 (ci 和 αμ. Fl)m 一 (gmk ) (αζθιζ)λν 
一 (απο) (ο (αζπι)ιν 一 (οι) (3) (ο)1) 
--σι(ἆ)σι(]), 
这 证 明了 σι 是 个 同 构 对 应 . 
最 后 来 证 明 1“) ἈΕ-- ΕΖ, 将 nn 乘 (8) 式 双方 ,得 
n=eOnNDeOnD.…ODeOnN, εἰθηΕ ἂν, 
如 有 果 m 821) -- μες. 
πιΞ- θι(πα(Ῥ)θο (η) Έλεν, πις δη, 


将 上 式 双 方 都 乘 以 ει 得 到 

ο ζουμ 
Η (ανίορι) — (αι πιρι/) ει. 
于 是 π| αρπιι(η--τη), 
由 此 推出 MW | GN). 
{ΗΒ (παει, αι) --1, ΗΓ ΕΑ 

η | 入 一 多 |， 

因此 ο ο σοι 


上 式 对 $=1, 2, »»., τ 都 成 立 , 这 证 明了 表 法 的 唯一 性 . 

这 样 定理 2 就 完全 证 明了 . 

我 们 给 出 下 面 两 个 定义 . 

定义 1 设 忆 是 一 个 交换 环 , 8s 是 Β 的 一 个 元 素 如 果 

一 8， 8 就 叫做 五 的 一 个 畦 等 元 显然 刀 的 零 元 素 0 κ Π5 
元 . 有 BR 中 除开 0 ΡΠ πἑ5επιπΗ 3155 3- ΛΠ. ΠῸΕ οι 和 
61 Ἐ: Β μη} ἑ5-π15ᾳ7π,, 如 果 eres==0, 我 们 就 说 6@1 和 和 es 正 
交 . 

定义 2 设 且 是 一 个 交换 环 , ΠΠ Βι, Rs,…, Β, κ: Εμ 
r+ 个 理想 ， 如 果 台 的 每 一 个 元 素 α 都 可 以 唯一 了 地表 成 
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5 一 0 于 0 十 … 十 Cr， αις ΕΒ, 
我 们 就 说 总 分 成 了 它 的 理想 Ει, δι, .'', δ. 的 直 和 ,并 记 
R= Ri Ri…+ Rh, 

基于 这 两 个 定义 ,定理 2 的 i) 和 省 ) 可 以 重新 叙述 成: 

i) Θι) 69, στὸν em 是 ἄδην 的 ?7 个 两 两 正 交 的 非 零 交 等 元 , 而 
2n 的 单位 元 素 工 分 解 成 它们 的 和 ， 

]-- ee ες, 
πη 2, 分解 成 了 它 的 理想 7η, 2, -'', ἄν, 的 直 和 ， 即 
Zn = Zn ΦΖ ΟΦ" η, 

设 卫 是 域 ,了 [zj] 是 忌 上 一 个 文字 2 的 多 项 式 环 ， 那么 
对 于 了 [wj， 有 下面 这 一 系列 平行 的 结果 . ΜΙ 

定理 3( 和 孙子 定理 ) ΕΛ 8, για), Τα(ῳ), "'', 
户 (z) 是 Lz] 中 ”个 两 两 互 素 的 次 数 5:1 的 多 项 式 . Ὁ 

ο μοσυοσμο 
那么 对 任 一 g(w) EB[wjyxw， Αν (σ())λω Ες Είσ]ηω, 而 
g(%)= (9(%)) cn (modfi(z)). 
反之 , 任 给 gz) E [zj 二 1,，2,…,，7, 都 有 唯一 的 一 个 
ο(α) Ε Ε[α] κα 使 下 面 这 ?个 同 余 式 
φία)Ξεφι(α) (mod fw)), ὁπ 1, 2, τση, Ύ, 
加 时 成 立 . 

系 理 1 在 定理 3 的 前 提 下 ， 对 任 一 σία) Ε ΕΓα]!ω, ἈΚ 
(ᾳ(α))ος Ρα ω. Ἠ.:Ζ, 任 给 σι) Ε Ε[α]τω, ὑ--}, 
2, »''' τ, 那么 有 了 唯一 的 一 个 g(2) E ore 使 定理 3 中 了 个 
辐 余 式 同 时 成 立 ， 

设 f(z) 是 Fe[o] 中 的 一 个 次 数 之 1 的 多 项 式 ， 用 Φ( ῃ) 
表示 群 了 Ru[z]jw 的 阶 ， 那 么 我 们 还 有 

系 理 2 设 Γι(α), ο), στ, 1 (α) 是 上 xz[Lz] 中 7 个 两 
两 互 素 的 次 数 1 ΦΠΑ, Ὁ 
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;(α) -- [ι(α)}(α)-''Γ-(α), 
那么 Pf)=B FVD fF) DF). | 
ή, πμ Ε.Τ. Για) 都 是 一 个 不 可 约 多 项 式 γι(ω) {| Ξε, 5 
如 说 Γιο) πρι), 而 δὗρι() --πι(ἱ-«-ὑ-γ), 那么 


Bf) -Πσ'-Ῥ(α"--1) 一 下 Π (1--π) | 
ΘΕ 是 f(s) 的 次 数 


定理 4 在 定理 8 的 前 提 下 , 令 
Α(α) =f (2) /f(s), 
那么 对 任 一 2=1, 2,…,7?, f(z) 和 fi(w) 都 互 素 , 因而 有 ?7 对 
多 项 式 αι(ω) 和 δι) (ὁ--1, 9, ο. 7?) 存在 使 
1.--αι(α)]ι(ϱ) -δι(ο)]ι(ο), ὁ--1, 3, --., Ἠ. 


ΣΣ ο 6 (αι(α)}ι(ϱ)) κα, 一 工 ; 2, "7, 
{18 [ο] ο 中 的 加 法 运算 符号 和 乘法 运算 符号 分 别 记 作 由 
作 2, 354 


i) 6, 6, "η, er 是 卫 [wjycw πμ τ ἠ-[Π ΠΕΟΣ {ΒΞ πε 5 
25, Bh 
απ εῶειπθι, ὃ--1, 2, .…,7, 
(ο); --0, 如 果 ?六 六 
而 且 于 一 6 中 6 中 … 中 w 
ἡ) 令 
Ε[α]γω”- {ε(θο(α) |σ(α) Ε Ρ[α]κο], ἃ--1, 2, .'', τ, 
ἃ Α.Ε [στο Δὲ [ο] κο 的 理想 , οι 是 它 的 单位 元 素 , 而 映射 
σι:ζ(ᾳ)--»εκο) (αφ), FW) EF [wy], 
是 从 五 [ze 到达 [oro 之 上 的 同 构 . 
1) Flwjyxw) 分解 成 它 的 理想 Flsjycw, Ε[ϑ]γων, "το 
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Ε{α]γω) 的 直 和 
Ε[α]κω--Ρ [ο]! fi 四 四 万 [ο] ο .OF 1ο. 
由 于 这 些 定理 的 证 明和 前 面相 应 的 2 中 的 定理 的 证 明史 
全 一 样 , 我们 就 不 重复 了 . 
关于 一 般 的 有 单位 元 素 的 交换 环 的 直 和 分 解 , 我 们 有 
定理 5 设 忆 是 有 单位 元 素 1 的 交换 环 ,并 假定 及 分 解 
成 7 个 非 零 理想 Βι, Rs,…，BR; 的 直 和 | 


Ε-- δι -Γ Β.--.. ΓΕ, (9) 
设 1 在 BR 的 这 个 直 和 分 解 中 表 成 
15-61 -ἱ-69-:..-6ς, er CE Δι, (10) 


那么 eu ex …， ον 是 了 个 两 两 正 交 的 非 零 者 等 元 ， 而 且 e ας 
Άι 的 单位 元 素 ， 反 过 来 ， 如 果 工 分 解 成 7 个 两 两 正 交 的 非 零 
圭 等 元 的 和 (10), 令 Ει--ειΒ, 那么 Bi 是 Β {Π1ἑ55818, ΠῚ Β κ 
是 Γι, Βο, τν, Εν ΒΤ ΗΠ, 
πε, ΣΗΗΛΙΒΙΈΗΣ ΠΕΕΑ Βι, Βι, ''', Βι 的 
直 和 和 (9), 而 恕 的 单位 元 素 1 在 这 个 直 和 分 解 中 分 解 成 e1, 6, 
…，er "的 和 和， eBRi, 即 (10) 式 成 立 ， 将 (10) 式 双方 乘 以 6, 得 
θιΞ- 661 十 C869 十 "十 BB@1 十 "十 B62y， 0 
ΒΗ Rj; 是 BR 的 理想 ,而 εις, 所 以 ee E Ri j=1, 2, -'', τ). 
因此 (i111) 就 是 οι 控 Β 的 直 和 分 解 (9) 表 成 Ri 的 元 和 素 eet，Aa 
的 元 素 ειθο, …， 和 Εν 的 元 素 erer 的 和 的 分 解 。 但 e ΤΕΙ 
分 解 (9) 中 显然 可 表 成 


6 二 0 十 0 十 … 二 0 十 6 十 0 十 … 十 0 
六 


ᾷ 


项 
根据 表示 法 的 唯一 性 , 推出 


έν ένπ-έι, | 
6, 660, ἡπῆξ ὑπεὴ, 


9128 。 


这 证 明了 ει, ea; ''', ὁ, 是 两 两 正 交 的 宕 等 元 ， 更 进一步 ， 设 . 
αι 是 尽 , 中 任 一 元 素 ， 将 (10) 式 双方 乘 以 αι, 得 

ης ἐιαι[- Coit "εισαι er 

ΠΗ ΒΕ, ΕΒΕ, Πες 5 ΕΤΕ εαις Ε( 191, 2, 9. η). 

因此 上 式 就 是 αι 按 有 B 的 直 和 分 解 (9) 的 表示 ， 但 oi 显然 又 可 

表 成 


a 一 0 十 0 十 … 十 0 十 @ 十 0 十 … 十 0. 
第 
项 
仍 根 据 表 示 法 的 唯一 性 ,推出 
Qi 一 @， 对 任意 4.€ RR. 
这 证 明了 e 是 BR 的 单位 元 素 。 因 忆 关 (0)， 所 以 ez0 (= 
1, 2, κ. 人 六) 


反 过 来 , 设 
: 1 一 8 十 ez 十 … 十 er， (10) 
而 ει, 6ο, …， er 是 7 个 两 两 正 交 的 非 零 罕 等 元 . 仿 
| R= el, : 


那么 妨 是 及 中 由 8 生成 的 理想 ,而 ei 是 它 的 单位 元 素 ， 显 然 
Bi 关 (0)、 设 a 是 及 中 任 一 元 素 , 将 (10) 式 双方 同时 乘 以 a 
得 | 
αξθιᾶα-Γθυς-Γ-'.' Ἓθρα, εοας αι, 
设 a 有 另 一 种 方法 表 成 Αι 的 一 个 元 素 αι, BRs 的 一 个 元 素 
σα, … 和 心 的 一 个 元 率 必 的 和 
G 一 41 十 0 十 … 十 Gr， ας Βι, 
将 上 却 双 万 乘 以 6， 得 
ciG 一 601 十 503 十 … 十 Et0r。 
因 e 是 BB 的 单位 元 素 , 所 以 
οί,” ἐιέιαι) - (ἀθαι-θ, 如 果 ὁ πὲ}, 
5134. 


由 


因此 EC 一 EC 一 CA 


这 证 明了 < 可 唯一 地 表 成 轧 的 一 个 元 素 ，Rs 的 一 个 元 素 ， 


… 和 已 的 一 个 元 素 的 和 ， 这 就 是 说 尽 是 Βι, Rs,…， Βι {8 
直 和 . | 

定理 5 就 完全 证 明了 . 

定义 8 ΒΆΣΕΙ, e 是 六 的 一 个 非 零 者 等 元 ， 
如 果 e 不 能 分 解 成 两 个 互相 正 交 的 非 零 者 等 元 的 和 ，e 就 叫 κ 
本 原 露 等 元 . 

引 理 1 设 甩 是 一 个 交换 环 ,e 是 有 R 的 一 个 本 原 短 等 元 ， 
那么 e 所 生成 的 理想 

ε[β--{εα!ας Β) | 

以 e 为 单位 元 素 , 而 在 eR 中 除了 4。 ΝΑΝ ΕΤ ΒΙΠΕ 
等 元 . | 

证 .显然 6B 以 。 为 单位 元 素 . 如 果 & 是 eR 中 的 一 个 - 
非 零 才 等 元 , 那么 

e 一 6 十 (e 一 6 ) 
而 
(e—e')*~e—e'. e'(e—e')=0. 
因此 ε 就 分 成 两 个 互相 正 交 的 寡 等 元 e 和 e 一 e 的 和 . 因 8 是 
本 原 宕 等 元 , 而 e 关 0, 所 以 
6 一 E | 

定理 6 设 甩 是 一 个 有 单位 元 素 1 的 交换 环 ， 如 果 1 可 
以 表 成 有 限 个 两 两 正 交 的 本 原 宪 等 元 的 和 ， 那 么 ΒΗ ΒΝ 
有 限 个 本 原 守 等 元 ， 因 此 工分 解 成 有 限 个 两 两 正 交 的 本 原 朝 
等 元 的 和 的 分 解法 ， 除 本 原故 等 元 的 排列 次 序 以 外 ， 是 唯一 
的 . 

证 ， 设 1 分 解 成 7 个 两 两 正 交 的 本 原因 等 元 ει, 6», ''', 
εν 的 种 
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1-- 二 61 十 6 十 :… 十 ey 
骨 设 e 是 慷 的 任意 一 个 本 原 窜 等 元 ， 将 上 式 乘 以 e, 得 
| eE 一 616 十 6s6 十 … 十 6r6. 
因 e 关 0,， 所 以 至 少 有 一 个 使 ee 到 0， 那 么 
6--ε[β--(1--6ι)θ, 
显然 | (εις) Σ-- ere? = ep, 
((--εὐ6)᾽--(1--ει)θε;-- (1—e)e, 
(6.6) «(1--οι)θ--6ι(1--οι)θῦ--0. 
即 @e 和 (1 一 eye ἘἑΠΠ1ΗΕ7ΣμΗ επ, 8 εδ. π΄ 
等 元 , 而 ee 关 0， 所 以 
εἜ-ι, (1--6)ε--0. 
但 是 e=ee EeR， 根据 引 理 1, ει ΠΒ ει 这 了 唯一 的 一 个 非 
零 医 等 元 ， 所 以 e=e。 这 证 明了 尽 的 本 原 宪 等 元 必 为 eh 
es er 中 的 一 个 ， 由 此 立刻 推出 ,如 不 计 本 原 震 等 元 的 先 
后 次 序 ， 那 么 工分 解 成 有 限 个 两 丙 正 交 的 本 原 宕 等 元 的 和 的 
. 分 解法 是 唯一 的 . 
系 理 ”在 定理 6 的 假设 下 ，B 中 任 一 非 零 寡 等 元 e 一 定 
是 某 几 个 @ 的 和 .而 且 如 不 计 本 原 竹 等 元 的 先后 次 序 ， 那 么 
e 分 解 成 本 原 医 等 元 的 分 解法 是 唯一 的 . 
一 6 十 es 十 … 十 er， (12) 
其 中 et es， …，er ΕΤΗ ΠΒ ΠΕΖΣ ΜΗ πατε ΤῊ BR 就 分 解 
成 了 个 理想 Εντ εμὲ (i=1, 2, ..., τ) 的 直 和 
ᾱ--Βι-- Βο}--..-1- 8, (18) 
设 e 是 己 的 任 一 非 零 寡 等 元 , 将 (12) 式 双方 乘 以 e, 得 
e 一 616 十 626 十 … 十 ere， 
那么 θες les ΠΠ ei8, 626, *'*, 61€ 龙 两 两 正 交 的 窜 等 元 ， 根 据 
1881, Βν-- ειν 中 只 有 一 个 非 零星 等 元 6, 所 以 
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δε-ει 或 0. 
这 就 证 明了 e 是 某 几 个 @ 的 和 .， 因 BB 的 本 原 颇 等 元 只 有 @1， 
e2,，"…， Br, 而 (18) 是 直 和 分 解 ,所 以 。 表 成 本 原 才 等 元 的 和 的 
表示 法 是 唯一 的 . | | 
下 面 这 个 定理 可 以 看 作 是 定理 4 的 道 定理 . 
定理 7 设 卫 是 一 个 域 , f(w) 是 F[z] 中 的 一 个 次 数 551 
的 首 项 系数 等 于 1 的 多 项 式 ， 假 定 了 了 Lzjycw 的 单位 元 素 分 解 
成 ”个 两 两 正 交 的 非 零 蜂 等 元 et Θα, "'', 6 的 和 |; 
| 15-6ι6)6/0): (96,, (14) 
9 
-Γ() -(}(α), 1--6ι), ?一 二， 2, ην τς (16) 
那么 Γι(), Το(α), 六 (2) 是 7 个 两 两 互 素 的 次 数 51 的 
多 项 式 , 而 ~ 
f 2) --Γι(ω)ο(α)»''Ρ-(α). 
证 ， 先 证 明 δι (0)321, Ἢ ὑ--1, 2, …, ?7， 由 (15) 式 有 
Γ(ω)--αζω)(1--6ι) Π-ὂι(α)}ία), 
ν--1, 2, 9.» ῃ, 
其 中 αι(α), δι(ο) ΕΕ Τα], 那么 在 了 [zjycw 中 
Γι(α) --(αι(-)})γο(Θ(1--- ει). (16) 
如 果 δα) =0, 那么 f(z)=1， 于 是 | 
1--(αι(Φ)}καο(1--ει), 
将 上 式 双 方 乘 以 e， 就 有 | 
θι (αι) κω()(1--ει)(2ειπ(αι{))κο0--0, 
[Β οι 1ΛΕ πι, μΧ ΗΒ. ΕΝ -- ἐπ 
δυΓι(ο) αι. 对 4 一 1 2, -', 1. 
其 次 证 明 : 当天 7 时 , Γιο) 与 方 (2) 互 素 ， 设 
ἀμία)--(γιία), 2))， CF. 
”显然 Guy(2) | (ο), ἁμα) 1 --ει, ἀμία)!1--ε,, 
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ΒΗ ει-- ει (1 一 gj) 一 (1 一 0), 所 以 
dy(2) | e 一 6/. 
又 因 θ9)(6ι--ει) πρ 了 以 


6: 一 (οι (αι ΠΝ ϐῃ) κα. 


因此 αμ(ῶ) | ει. 
从 ἆμ(α) ’- e 和 ἀμ(α) |6ι 推出 ἀμίο)}1, 于 是 
ἀμί) =1, 
即 (Λι), 1) 1, ος ἐν]. 
从 2, ᾧ--1, 2, ».', η. 
以 及 户 (o Τείῳ), ση. Τ-(α) 两 两 互 素 ,推出 
λῶ; (2). Τε () 11 (9). (17) 


另 一 方面 , 由 (16) 式 推出 

fi(%) Of 35) Of (8) = (αι(ῳ) γον 
(1602 (0) κο» (αν (0) λωΦ(4--ει) 
(1-6) OO (1-6). 


但 , 
(1 --ει) © (1—e)O© (1—e,) 
/ --1--(ειζθὀ.(5 Der) =0, 
所 以 ;ι(α) Θ;.(ογΘ:::Θγ.(α) --θ, 
即 


/(α) fiw) fw) fy). (18) 
(ΠΤ), (18) 两 式 就 推出 

;(α) --Γι(α)}α(α)::«]ε(αλ. 
这 就 证 明了 定理 7. | 

定理 8 设 五 是 任意 一 个 域 ，f (2) 是 Ρ[α] 中 一 个 次 数 

之 1 的 首 项 系数 等 于 1 的 多 项 式 ， 那 么 f(z) 分 解 成 [wz] 中 
τ 个 两 两 不 同 的 不 可 约 多 项 式 的 才 的 乘积 ， 当 且 仅 当 7 [wj] κα 
“的 单位 元 素 工 分 解 成 ” 个 两 个 正 交 的 本 原 短 等 元 的 和 
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证 . δὲ ;ίω)--ρι(α)'ρι(α)''''ρ.(α)᾽, 
其 中 Pi《w), pa《wm),…, Pr(w) 是 卫 [w] 中 7 个 两 两 不 同 的 不 
可 约 多 项 式 ， 而 δι, δὲ, ο, ὃν 是 7 个 正 整 数 ， 根 据 定理 4 
Ρ[α]κο 的 单位 元 素 1 就 分 解 成 7 个 两 两 正 交 的 非 零 宕 等 元 
€1, δα, ***, Cr 的 和 

工 一 61 十 6 十 … 十 6r， 
我 们 要 证 明 et，e，…，er 都 是 本 原 完 等 元 ,假定 δι 不 是 本 原 
7ο, 那么 ea 可 以 分 解 成 两 个 互相 正 交 的 非 零 稳 等 元 exz 和 
e612 的 和 
6ι--6ιι Γό1ο, 
将 上 式 乘 以 ἔτι, 得 
CtC1L 一 Cldt。 
同 理 有 CC12 一 C13。 
这 聊 可 以 看 出 来 eat，eaa 与 ea， ea，…，e 都 正 交 ， 因 此 工 职 分 
解 成 ”十 工 个 两 两 正 交 的 非 零 宏 等 元 的 和 
| ] τ- 61 十 613 十 6 十 … 十 6r， 
再 根据 定理 7 就 可 以 知道 ，f(w) 将 分 解 成 "十 工 个 两 两 互 款 
的 次 数 5-1 的 多 项 式 的 乘积 ,但 Je) 只 有 ?个 两 两 互 素 的 不 
可 约 因 式 ρι(α), ραίω), .'', ρ(ο), 这 是 一 个 矛盾 因此 ea 
一 定 是 本 原 医 等 元 。 同 理 可 证 θα, θα, ---, er 也 都 是 本 原 笑 等 
3. 

反 过 来 ， 如 果 了 [wjyw) 的 单位 元 素 分解 成 7 个 两 两 正 
交 的 本 原 短 等 元 的 和 ， 那 么 根据 定理 6， 五 [w]ycw) 就 只 有 这 
ΤΑ ΡΕ, 而 根据 定理 7%, (0) 就 分 解 成 个 两 两 互 陛 的 
次 数 251 ΠΙΑ ΦΠΑ 11 (0), Τε(ω), '', fr(%) 的 乘积 

(ο) (2) az) τα). 
我 们 要 证 明 每 个 f.(%) 都 是 下 [cz] 中 不 可 约 多 项 式 的 大, 假定 
}ι(ῳ) 不 是 不 可 约 多 项 式 的 攻 ， 那 么 户 \z) 就 可 以 分 解 成 两 个 


ο 120 ο 


互 素 的 次 数 衬 1 的 多 项 式 Γιιίω) ΤΙ Τιοία) 的 乘积 
Τα) = Ῥα(α)για(ῳ), 
这 时 f(w) 就 分 解 成 ++ 个 两 两 互 素 的 不 可 约 多 项 式 Ριι(α), 
Για), fa(2)， }ε(ω), ---, Γε(α) 的 乘积 : 
Ῥία) 一 at) Γιο) fa rw) fa(w) Τε). 
根据 定理 4, 了 [wj]yxw 的 单位 元 素 工 就 分 解 成 了 十 工 两 两 正 交 
的 非 零 壬 等 元 的 和 . 根据 定理 6 的 系 理 , ΕΤ πι 
Ἔ- Ρ[α]γω 的 了 个 本 原 医 等 元 中 某 儿 个 的 和 .因此 必 有 一 个 
本 原 攻 等 元 在 两 个 互相 正 交 的 非 零 者 等 元 表 成 本 原 笑 等 元 的 
和 和 式 中 同时 出 现 , 这 是 不 可 能 的 ， 因 此 轧 (w) 一 定 是 一 个 不 可 
” 约 多 项 式 的 餐 ， 园 理 可 证 Τιία), εν fr(%) 也 都 是 不 可 约 多 
ΠΠ ΚΠ Ἐξ, 
这 证 明了 定理 8. 
对 于 整数 环 避 中 任 一 大 于 1 的 整数 ， 当 然 也 可 以 叙述 并 
证 明 平 行 于 定理 ”和 定理 8 的 两 条 定理 .但 由 于 今后 并 不 用 
它们 ,所 以 我 们 就 不 把 它们 写 出 来 了 . 
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第 二 章 线性 代数 初步 


线性 代数 一 般 被 认为 是 向 量 空间 和 线性 变换 的 理论 ， 有 
着 丰富 的 内 容 和 许多 重要 的 应 用 。 我 们 只 准备 介绍 编码 理论 
中 所 需要 的 一 些 线性 代数 的 初步 知识 。 这 主要 是 向 量 空间 的 
概念 , 矩阵 的 秩 和 夭 阵 的 运算 , 线性 方程 组 和 行列 式 , 多 项 式 
矩阵 和 抢 阵 在 相似 变换 下 的 标准 形 。 我们 特别 强调 了 用 作用 
在 矩阵 的 行 上 的 初等 变换 将 这 个 矩阵 化 成 阶梯 形 和 矩阵 这 一 方 
法 用 这 一 方法 去 求 矩 阵 的 秩 ， 并 用 这 一 方法 去 解 线性 方程 
组 ; 这 就 是 著名 的 消去 法 ， 我 们 只 叙述 了 线性 映射 的 定义 , 但 
没有 对 它 进行 讨论 ， 我 们 关于 行列 式 的 介绍 非常 简 有 略 ,这 是 
因为 估计 读者 都 已 熟悉 它 . 如 果 读 者 对 本 章 的 介绍 感到 不 
够 ,请 参看 本 书后 面 所 附 的 参考 书 且 中 有 关 的 书 , 特别 是 [2] 
或 [和 幻 或 [1 义 的 卷 工 . 


$1 向 量 空间 的 概念 


我 们 回忆 , 三 维 欧 几 里 得 (Euclid) 空 间 中 的 一 个 向 量 V， 
由 它 的 三 个 分 量 , 即 它 在 三 个 坐标 轴 上 的 投影 1, v2，vs 所 唯 
一 确定 。 因此 我 们 也 记 V== (οι, Vo, V8)。 反 过 来 , 任 给 三 个 
实数 1，?s，v3， 也 唯一 确定 一 个 铝 量 VY, 它 在 三 个 坐标 轴 
上 的 投影 分 别 是 1, ο», v8。 因此 三 维 欧 几 里 得 空间 中 的 向 
Ἐν 与 三 个 实数 组 成 的 有 序 组 (v1,，%V2，%vs) 一 一 对 应 。 三 维 
网 几 里 得 空间 中 的 向 量 定义 了 向 量 的 加 法 与 用 实数 乘 向 量 的 
乘法 。 设 Y= (Cn 22，V8) 和 到 二 (Wi，ws, ws) 是 两 个 向 量 , 那 
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么 它们 的 和 是 
V 十 到 一 (Ooi 十 201，0a 十 由 03，08 十 03) 。 
而 用 实数 e 乘 回 量 Y 的 乘积 是 
CV = (CV1, 609, 609). 
我 们 也 知道 三 维 欧 几 里 得 空间 中 向 量 的 加 法 满足 下 面 这 些 运 
算 规则 ， 
11 对 任意 两 个 问 量 V 和 Ww, 有 
ΥΓ ΤΝ, 
1.2 ασ μιαν, ντα, 有 
(YY 十 到 ) 十 QU 一 TY 十 (Cw 十 U) 
I.3 有 一 个 向 量 (0, 0, 0), 记 作 4 具有 性 质 
vv 二 0 一 v,， 对 任意 向 量 γ. 
I.4 对 任意 一 个 向 量 V= (wm, Vs, 23)， 都 有 一 个 向 量 
Co 一 v2， 一 V8), 记 作 一 Y, 有 性 质 
V 十 (一 V) --0. 
这 就 是 说 三 维 欧 几 里 得 空间 中 和 铝 量 的 全 体 对 于 问 量 的 加 法 来 
说 , 是 一 个 交换 群 。， 我 们 也 知 道 用 实数 乘 向 量 的 敢 法 满足 下 
面 这 些 运 算 规 则 ; 
Ἡ.1 对 任意 实数 6 和 回 量 VY，w， 都 有 
ο(ν -- νν) -- οὐ }- οὐ 
Π.2 对 任意 实数 c 和 d, 问 量 V, 都 有 
(ο-{- ἆ) Ν --ον --ᾱν. 
Π.9 对 任意 实数 和 ΠΕ ν, 都 有 
ο(ἆν) --(οὐ)γ. 
Π.4 1:Υ--Υ, ΠΙΕΙ ν, 
更 进一步 , 我 们 还 知道 ， 
ΠΠ. 三 维 欧 几 里 得 空间 中 有 三 个 问 量 
θι--(1, 0, 0), 8,= (0, 1, 0), es= (0, 0, 1) 
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使 得 任 一 向 量 ψ--(ωι, ο, v3) 都 可 以 表 成 它们 的 线性 组 合 ， 
| ντ 91Θ1 {-ϑῃθοἼ-Όᾳθᾳ, 
而 且 表 法 是 唯一 的 . 
三 维 欧 几 里 得 空间 中 的 向 量 显然 可 以 作 如 下 的 推广 ， 设 
了 是 任意 一 个 域 , 而 n 是 任意 一 个 正 整 数 ， 考 察 了 上 的 有 序 
πι 7τ, 3ὲ ΞΗ | | 
(αι, ας, «'', ἄπ), OER, 
的 全 体 所 组 成 的 集合 Ρ.ε(Φ), 即 | | 
VF)= {0 ας, An) |G EF, ἐ--1, 2, ''., τι, 
我 们 把 了 0) 中 的 元 素 叫 做 癌 量 并 把 αι ΗΛ ΙΠΙ ΤΑ (αι, ο, »'-, 
αι) 的 第 ;个 分 量 . 在 7,(Z) 中 引进 向 量 加 法 和 用 环 中 元 素 
Λη ἘΠΗΛΕΙΚ. 
(αι, σ9, “'', αι) + (δι, δα, »'', b,) | 
= (0 十 D1, αρ-Ἴ-δα, «'', αι--όν), (1) 
οίαι, αρ, Π ἄμ) = (οι, σαν, “--, C0n), ος (2) 
显然 了。(B) 对 于 向 量 加 法 来 说 是 一 个 交换 群 ， 即 满足 运算 规 
则 1, Ρω(Θ 中 用 Ρ 的 元 素 去 乘 回 量 的 乘法 满足 运算 规则 Π: 
ΠΠ ΕΕ) 中 有 %* 个 向 量 | 
Θ.--(0, 0, «'»,0, 1, 0, «εν 0), ὑ--1, 2, ἵνα, (3) 


第 

个 

分 
{3 (4) 中 任 一 向 量 (ci，ca，…，4m 可 表 成 它们 的 线性 组 
合 : | 


(αι, ας, ''', ἂν) 一 0161 十 0o63 十 … 十 0nen， 
而 且 表 法 是 唯一 的 . | 
从 这 些 例 子 以 及 一 些 别 的 例子 ， 我 们 归纳 出 向 量 空间 的 
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定义 1 设 卫 是 一 个 域 , 六 是 一 个 非 空 集合 ， 假 定 在 上 
中 规定 了 一 个 加 法 运算 ， 妈 对 于 六 中 任意 两 个 元 于 Y 各 WwW， 
规定 了 它们 的 和 vY 十 Ww, 并 假定 V+w 仍 是 六 中 的 元 素 , ΒΗ 
对 于 加 法 运算 是 自封 的 .再 假定 规定 了 一 个 用 五 中 的 元 素 
去 乘 下 中 元 素 的 运算 , 即 对 于 cE 和 VEV, 规定 了 cv， 并 
”假定 cev ΕΙΝ 中 的 元 素 ， 我 们 说 广 是 卫 上 的 一 个 向 量 空 
间 ， 如 果 玉 中 的 加 法 运算 和 用 了 的 元 素 去 乘 广 中 元 素 的 乘 
法 运算 满足 以 下 运算 规则 
I “了 对 于 加法 运算 来 说 是 一 个 交换 群 ( 这 个 交换 群 叫 
做 六 的 加 法 群 ). 
IT.1 对 任意 cEF ην, WEV, 有 
ου (V+ WwW) -ᾱ-ν--ο-ὙΥ. 
Πο 对 任意 6, ἀξ μηνες, Ἡ 
(ο--ά).ν --ο.ν -ά.ν. 
Π.8 对 任意 cdE 下 和 YEF ,有 
| c(d*eV) (οὗ) «Υ. 
Π.4 对 任意 YE 六 ,有 
1.ν--Υ, 
其 中 1 是 五 的 单位 元 到 . 
这 时 我 们 把 下 中 元 素 叫 做 向 量 , 并 把 六 的 加 法 群 的 零 元 素 叫 
做 索 向 量 , 记 作 0, 了 中 元 素 则 做 绝 量 . 
更 进一步 , 如 果 以 下 条 件 成 立 : 
II 中 有 % 个 向 量 et es …， es 使 得 三 中 任意 一 全 
向 量 ν 都 可 以 唯一 地 表 成 它们 的 线性 组 合 
| Υ--ΟΘι-01025-"'' Γόμθη, 
而 系数 ει, ου, -.', ο. 都 属于 了 ,我 们 就 说 是 了 上 的 有 限 维 
向 量 空间 , 而 {ei，ea，…，e 中 叫做 上 的 一 组 基 ， 
我 们 举 几 个 例子 。 
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μι 设 忆 是 任意 一 域 , 令 

Ἐ (ED --{ίαι, ας, -"', αι) αις Ε, ὁ--1, 3, -.., το 
那么 Ἠ, (1) 对 于 按照 (1) 式 所 规定 的 加 法 运算 和 按照 (2) 式 
所 规定 的 用 了 的 元 素 去 乘 了 (4L) 的 元 素 的 乘法 运算 来 说 是 
有 上 的 一 个 有 限 维 向 量 空间 ， 而 按 (9) 式 规 定 的 @(%=1, 
2, στ, π) 4Η ΛΑ Ἐν (Ε) 的 一 组 基 {el，ez，…，eh}. 

例 2 Ὁτ 9.8, w 是 一 个 文字 , FIz] 是 了 上 一 个 
文字 必 的 多 项 式 环 ， 我们 知道 了 了 CFI[w], 因此 用 耳 的 元 素 去 
习 7 iwj] 中 的 元 素 是 有 定义 的 ， 了 [wj] 对 于 其 中 规定 的 加 法 运 
算 和 用 矿 的 元 素 去 习 了 了 [2] 中 元 素 的 乘法 运算 是 了 上 的 一 
个 何 量 空间 .显然 这 个 向 量 空间 不 满足 ΠΠ. 

例 8 仍 设 五 是 一 个 域 ，F[w] 是 了 上 一 个 文字 ww 的 多 
项 式 环 ， 而 f(w) ΕΡ[α], 更 假定 fF(w) =n 之 1， 我 们 也 知 
诞 卫 [wjxs 是 一 个 环 ， 而 FCBLwjywwy， 因 此 用 玉 的 元 素 去 
ΠΕ Ρα] κο 的 元 素 的 乘法 是 有 定义 的 ， 这样, 了 [vw]yxw 对 于 其 
中 规定 的 加 法 运算 和 用 Ρ' ΚΗ Π.36357Ε Ε[α] κο 的 元 素 的 飞 法 
运 自 来 说 是 一 个 向 量 空间 。 更 因 了 [wlxw) 中 有 mn 个 元 素 ， 即 
tv ο, ».., α'-', 13 Ρ[α] κα 中 任 一 元 素 都 可 以 唯一 地 表 
成 它们 的 线性 组 合 , 而 系数 属于 耳 , 所 以 了 [wjjw 是 了 上 的 有 
限 维 加 量 空间 , ΠΠ{Ι, α, α’, τν, w" 直 是 它 的 一 组 基 . 

πια 设 g 是 一 个 素数 p 55, φ-ῃ', ΡΔΈΗ ΠΕ 
Ἐ Ἐν 作为 子 域 ， 因此 用 卫 , 的 元 素 去 乘 Fo 的 元 素 是 有 定义 
的 ， 这 时 fo 对 于 其 中 的 加 法 运算 和 用 Ε, 的 元 素 去 乘 Ἐν 的 
元 聚 的 乘法 运算 来 说 是 了 上 的 一 个 向 量 空 间 ， 如 果 E 是 于 
的 一 个 本 原 元 , :那么 根据 第 一 章 $5 定 理 7, 适合 的 fF, 上 
的 极 小 多 项 式 就 是 % 次 不 可 约 多 项 式 。 这 时 Fo 中 每 一 个 元 
ἂν α 都 可 以 唯一 地 表 成 
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而 系数 σο, ἄι, 60, ο, Cn—i 都 属 于 PF,. μα η, 下 。 是 F, 上 的 
有 限 维 回 量 空间 , 而 {1, ἕ, τν, 8” 是 它 的 一 组 基 . 
更 一 般 地 , 设 fo 是 Ἐν 的 子 域 , 那么 根据 第 一 章 §5 定理 
4, 9 二 98， 这 时 Έα 可 以 看 作 是 Eo, 上 的 有 限 维 向量 空间 、， 而 
第 一 章 $ 5 中 给 出 的 该 定理 的 证 明 实 际 上 就 是 找 卫 的 一 组 基 . 
例 5 设 广 是 域 f 上 的 一 个 向 量 空 间 , 而 δ 是 的 一 个 
非 空 子 集 ， 用 [ 刁 表 示 5S 中 任意 的 有 限 个 向 量 Vi, νι, …， 
γι, 的 线性 组 合 OrVs 十 ονι 十 … 十 CrVi, ο Ε 了 的 全 体 所 
组 成 的 集合 , 即 
[5] = {61V; [οσον tt cr, | Vos, 
Ve, “'", VED, C1, 00, ***, ος ΕΥ, 
那么 [人 是 这 的 子 集 ， 设 Vv,w ELS]1, 它们 作为 VY 的 元 素 , 它 
们 的 和 十 加 是 有 意义 的 ， 而 且 显 然 Y 十 WE[S]. 我 们 把 
了 和 如 按 入 中 辑 法 运算 所 得 之 和 十 到 看 作 是 它们 作为 [S] 
中 元 素 的 和 ， 同 样 ,对 cE 和 VvE[S], 将 VV 看 作 广 中 元 素 ， 
规定 了 ov V， 显然 c VE€L[LS]。 我 们 把 Y ἩΥΕ 中 元 素 规 
定 的 乘积 cv v 看 作 是 把 看 作 LS] 中 元 素 规 定 的 乘积 那 
么 容易 证 明 , [S1 对 于 这 样 规定 的 运算 是 一 个 向 量 空间 ,叫做 
由 6 生成 的 向 量 空间 . 当 S 是 六 的 一 个 有 限 子 集 时 ， 辟 如 
S= {Vi,， va ,Vr}, 我们 也 记 [S] = [Vi, Νο, '', σε]. 
特别 , 设 广 是 三 上 的 有 限 维 问 量 空间 , 而 {81, 2, '', Θη} 
是 了 的 一 组 基 ， 那 么 从 ei，ea …，ev 中 任 取 Ism) 个 : 
Θ,, Θι, “'', Θι ( 委 人 < 加 二 < 各 魏 %， 它 们 生成 一 个 同 量 
空间 
[Θ,, Θ., 6 
= {οϊΘ, -Ἰ-θαθμ--.-.----θι δι, δα, «τν ος}, 
而 Θ., Θι, ''', Θι 1. [6ι, 6. ''', Θ,,}{4---4448, 
我 们 先 证 明 
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定理 1 ὃς τ΄ ΕΕ 25ΠΗΙ, 那么 以 下 运算 规 
则 成 江 ， 
i) Ο-ν-ϱ0. 对 任意 VEV. 
i) ο-0--0, 对 任意 cET. 
让) 《一 1) 一 一 V， 对 任意 VEV. 
ἰν) 如 果 cc =0, 那 么 c=0 或 TY=0 
证 。 我们 有 | 
0.ν --(0-:0).ς:--0.Υ0.ν, 
因 Ἐ 对 向 量 加 法 是 交换 群 ,根据 消去 律 吏 有 
0.ν-0, 
这 证 明了 站 成 立 ， 同 理 可 证 六) 成 立 . 
| 又 有 νί-ν)-0-Ο.ν--(1--(--1)λνψ 


-γ-η(--ἰ)γ. 
仍 根据 消去 律 , 3 
(--1)ν----Υ, 
这 证 明了 πὶ) 成 立 . 
最 后 , 设 (.ν-θ 


如 果 ε--θ, 将 上 式 双 方 乘 以 c η 
0--ο-.0--ο- (ον) = (19ο .«Υ--1:Υν-Υ͂, 

因此 iv) 也 成 立 . 

一 个 自然 发 生 的 问题 是 ， 向 量 空间 中 不 同 的 两 组 基 所 会 
向 量 的 个 数 是 不 是 相等 的 ? 这 个 问题 的 管 案 是 肯定 的 .为 了 
解决 这 个 问题 ,需要 引进 向 量 的 线性 相关 这 一 重要 概念 .这 
个 概念 可 以 看 作 三 维 欧 几 里 得 空间 中 向 量 的 共 线 或 共 面 概念 
的 推广 . 

定义 2 设 太 是 域 且 上 的 一 个 向 量 空 间 , ΠΠ νι, Τα, ''''. 
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Vr 是 中 ?个 向 量 ， 我 们 说 Vi,， Vs,…, Vr 线性 相关 ， 如 果 
Ρ' 中 有 7 个 不 全 等 于 0 σος αν Ca "1, cr 使 
ο ο αλ 一 0 (4) 


这 时 (4) 式 叫 做 νι, γα, .'', νε ΛΕΣ. 如 果 
σι, γι, ''', Vr 不 线性 相关 ， 即 如 果 石 中 有 7 个 元 素 οι, 
cc 使 (4) 式 成 立 ,那么 一 定 有 61 二 62 一 … 一 0r 一 0, 我 们 
就 说 V1,，V2,，…， Vs 线性 无 关 . 
从 这 个 定义 立刻 推出 
定理 2 设 扩 是 域 尺 上 的 有 限 维 问 量 空 间 ， 那 么 的 
任意 一 组 基 中 的 问 量 都 线性 无 关 . 
πι, Νξ{θι, Θ;, :'', Θ᾿}; {4-33ε, ἡπῆξθι, Θ;, ''., 
6, 2Η, ΒΗ Μη πΧ 0 的 元 素 ci, ου, ''', οἱ 
使 
561i 十 ce 十 … 十 Ce, 一 0 
这 时 ,0 就 有 两 种 方法 表 成 e1，e2,…, eB; 的 线性 组 合 ， 
0--0.9:-0.69-::.-:0.6, 
一 C161 十 Ca63 十 … 十 Ce 
这 与 {61, Θ;, ''', 6,} 是 六 的 一 组 基 的 假设 相 了 矛盾. 
我 们 再 证 明 下 面 几 个 引 理 ， 
引 理 工 如 果 νι, γν, ''', Vy 线性 相关 ,那么 Vi,， V2,….， 
ν,, Ύγει 也 线性 相关 . | 
”证 . 设 Vi, ν,, …, ν, 线性 相关 ， 即 五 中 有 不 全 等 于 0 
的 7 个 元 取 οι, c2, ,Cy 使 
C1V1 十 CV 十 十 CrVy --0, 
那么 C1V1 十 CaV2 十 … 十 CrVy 十 Oe V41 一 0. 
ΒΗόδοι, σα... ο, 0 不 全 等 于 40。 因此 via，Va，…，Vrid 线 
性 相关 . 


19959 - 


52 如果 νι 可 以 表 成 Νι, V2,…, Vy 的 线性 组 合 ， 
那么 Yi，Va， …，Vyr，Vrid 线性 相关 . 

证 . 设 

νι CIVi 二 CaVa 十 "十 CrVy, ος 
那么 ο ολ πλ Ιλ 
就 是 Vi，Vs， …，Vr，Vrid 的 一 个 非 零 线性 关系 .因此 Vy 
Vo, ''', Vr, σεν 线性 相关 ， 

引 理 8 如 果 νι, να, ', Vr 线性 无 天， 而 Vi, Νο, ''', 
V,，Vr+i 线性 相关 , 那么 vd 可 以 唯一 地 表 成 Vi, Va, “'', ὃν 
的 线性 组 合 , 而 系数 属于 £, 即 

Vridi 一 CIV1 十 CaV2 十 … 十 CrVT ος δ, 
而 δι, δὰ, ''', ὃς 由 Vrrt 唯一 确定 . 

ΙΕ. 因 va，Va，…，Vr，Vrxt 线性 相关 ， 故 五 中 有 7 十 1 

不 全 等 于 0 的 元 素 αι, ας, -'', αν, Qar+ti 使 | 

axV1 十 GaV3 十 … 十 grVr 士 ordiVrii 一 0. (6) 
νι, νο, …，YVr 线性 无 关 ， 所 以 wiix0 否则 设 mr 一 0， 
ἃΒ Δ αι, αἲ, ''', αν 就 不 全 等 于 0， 这 样 va Να, ''', Ν, 就 有 
一 个 非 零 线性 关系 aaVi+asVs 十 … 十 aryr=0， 既 然 wrii 关 0， 
由 (5) 式 得 到 

σι (— QF101) νι (--ᾱ- ιο) V9 
十 … 十 《一 他 HiGr) Vr， 

ΠΠ -ατἬαις ΡΕ, ὑ--1, 2, -», τ, 

更 进一步 ,如果 vd 有 两 种 方法 表 成 Vi，V2,，…， VY; 的 

线性 组 合 | 
σι ον ΟΥ. Γον, οί, 
Vrii—= VitadaVvet dV HEF 

将 上 面 两 个 式 子 相 减 就 得 到 
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0= (οι--ἆινι-!- (ca — da) Va ...Ε (ο,--- ἄν) Vy. 
因 νι, vs, ''', ν, 线性 无 关 , 所 以 一 定 有 
οι--ἅι- όλ--ἅττ-.'---ο---ἆ,Ξ-θ, 

于 是 Gi=Qi, =1, 2, .++, 7, 
”这 证 明了 表 法 的 唯一 性 . 

5184 如 果 vi va .'', Vr 中 有 一 个 向 量 是 0, 那么 它 
们 一 定 线性 相关 ， 

证 . 设 Vi==0, 那么 

1.vi 十 0.vos 十 0.vVas 十 … 十 0.vr 一 0， 

网 是 Vi, Va,…， Vr 的 一 个 非 零 线性 关系 ， 因 此 它们 线性 相 
天 ， | 

"ιδ 设 vi ve …，Vr 是 了 个 向 量 而 > 二 8 

νιπσι--αινι, Er, 1351, 

那么 σι, ψ:, -»., Vr 线性 无 关 ， 当 且 仅 当 Vi，V2，…，Vr 线性 
无 天 . 

证 ， 设 vi，Va，…，YVr 线性 无 关 , 假定 有 ci ου, ''', cr ED 
使 | 
| ciV1 十 CsV2? 十 caV3 十 … 十 orV 一 0 
将 νι--γι!αιγι(ό--2, 8, ».., τ) 代入 上 式 得 

(ci 十 ccs 十 csaa 十 … 十 orgr)Vi 十 CoV93 

| 十 CasVa 十 -crVr = 二 0. 

νι, ν., "'', V; 线性 无 关 , 所 以 
δι Γ 0209 0449-|-'' --οραο, 
θα πρ Ξσομθ. 

因此 也 有 ci=0。 这 证 明了 γι, τι, Τε, ο. νε 没有 非 零 线性 
关系 , 因此 它们 线性 无 关 . 

反 过 来 , vi 一 Vi 十 《一 avVi0GD> 切 ， 所 以 从 Vi V2, νᾶ, »'', 
妈 线性 无 关 也 可 以 推出 vi，va， …，wr 线性 无 关 . 
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定理 3 设 六 是 域 所 上 的 有 限 维 向 量 空 间 , 它 有 一 组 基 
出 % 个 向 量 组 成 ,而 ποπ, 那么 六 中 任意 mm 个 向 量 都 线性 相 
并、 / 

证 . 根据 引 理 1, 只 要 证 明 六 中 任意 % 十 1 个 向 量 都 线性 
相关 即 可 .我 们 对 ww 用 归纳 法 来 证 明 这 一 反 . 

设 n 一 1, 而 {ei} 是 六 的 一 组 基 , 再 设 Vi, γα Εν 中 任意 
两 个 向 量 ， 那 么 Ὑι-αιθι, ψ:-αρθι, ἿΠ κ vi 一 0,， 根据 引 
理 4, νι, Vs 线性 相关 ， 如 果 vaz#0, 根据 定理 1, Qi 天 0。 那 
Α 

(--αο)νι-αινο 0. 
就 是 γι, Να 的 一 个 非 零 线 性 关系 ,因此 vi，Va 也 线性 相关 . 

假定 任 一 有 限 维 向 量 空间 如 有 一 组 基 由 "一 1 个 呵 量 组 
成 ， 其 中 任意 m 个 向 量 都 线性 相关 . 设 了 ΕΡΕ ἘΞ 
间 , 而 {el，es，…，e 直 是 三 的 一 组 基 .， 青 设 V1，Va，…，Vn+l 
ΜΥ 中 任意 π 1 ΤΗ ΕΕ, 那么 

Vi 一 0d161 十 01263 十 … 十 Gainen， 
Va 一 0ol61 十 Gas63 十 … 十 Canen， 
-可 1 一 n+1181+ σι 1969 二 :十 Qn+1nEn, 
而 α ΕΕ, ἐ--1, 2, -:., Nl1, j=1, 4, ”''. τι 根据 引 理 4, 
不 妨 设 Vi 二 0, 那么 一 定 有 一 个 gr 天 0. 设 Qu 天 0. 令 
Vi 一 Vi 一 aadiV1 ὑ--2, ὃ, -.., η ΓΙ. 
根据 引 理 5, 要 证 νι, το, ο, Ὑπιι 线性 相关 ， 只 要 证 Vi，V2， 
κ με 线性 相关 就 行 了 .注意 
Vi = (αι αμα 019) 863 十 … 十 (@in — GQ11 G1n) On, 
ὑ--2, 3, ,nl1, 
因此 ν», V5,…，Vn+i 是 [ez, es， …, em] 中 的 mn 个 癌 量 . 显 
然 [es, es,…， en] 是 卫 上 的 有 限 维 向 量 空 间 ,而 es,，@s,…， 
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θ,} 是 [ea，es，…，en] μ{-- 4535, 13Η 4Η. ΕΝ, ν., 
σα, ο, ων 线性 相关 ， 再 根据 引 理 1，Vi，V2，Va，…，Vnyl 
也 线性 相关 , 最 后 根据 引 理 5，Vi，Vs，…，Vna+i 线性 相关 . 

这 证 明了 定理 3. 

系 理 1 设 信 是 五 上 的 有 限 维 向 量 空间 , 那么 它 的 任意 
两 组 基 都 含 相 同 个 数 的 癌 量 . 

证 . 设 {θι, θ., "'', Θι} 和 {θι, 62, …，eEm} 是 六 的 两 组 
茜 ， 根 据 定理 3,， 一 方面 有 mn， 田 一 方面 %n 人 mm， 所 以 
πι -- ο. 

基于 系 理工 我 们 可 以 给 出 下 面 的 定义 . 

定义 8 设 扩 是 有 上 的 有 限 维 向 量 空间 如果 站 有 一 
组 由 % 个 向 量 组 成 的 基 ，F 就 叫 下 上 的 m 维 向 量 空 间 ， 记 作 
dimF --π͵ Ἰπλγ 仅 由 零 癌 量 组 成 , 我们 就 说 六 是 0 维 的 ， 
记 作 dimV --0. 

系 理 2 设 让 是 了 上 的 n 维 向 量 空间 , 那么 六 中 任意 n 


” 企 线 性 无 关 的 问 量 都 组 成 了 的 一 组 基 . 


证 ， 设 νι, νο, …, Vs 是 了 的 nw 个 线性 无 关 的 向 量 .再 
设 VY 是 这 中 任意 一 个 向 量 ， 根 据 定理 δ, γι, Va, .'', ΝΥ 
一 定 线 性 相关 ,再 根据 引 理 3, ν 可 以 唯一 地 表 成 vi，Va，…， 
ν, 的 线性 组 合 ， 因 此 {Vi， Va,，*…, Vw} 是 的 一 组 基 . 

系 理 3 设 太 是 域 且 上 的 罗 维 向量 空 间 , 而 γι, γα, »'', 
Vr 是 了 中 7 个 线性 无 关 的 问 量 ,和 mw 那么 可 以 从 六 的 一 组 
基 {81，e82,…， es} 中 选 出 % 一 7 个 向 量 ,它们 和 Vi， Υ͂», ''', Vy 
一 起 就 组 成 六 的 一 组 基 

证 .考察 回 量 集合 4Vi, νε, :'', Υ,, Θι, Θ;, «'', ΘΛ}, ΜΑ 
其 中 选 一 个 包 有 Vi,，V2，…，V; 的 极 大 的 线性 无 关 的 向 量子 
集 {Vi, V2,…, Vr em er … er， 这 就 是 说 Vi， νο, …， 
Vr，ek eu er 是 线性 无 关 的 ,而 Vi，Va，…，Vr，er， 
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θε.» ο, θε θ)(/ η νει, ἆνεα, 0 都 线性 相关 .那么 根 
据 引 理 2, Θι(ἠπέδεει, ὅειο, “'', bn) πὲ π 2136 πὰ γι, γα, ''', 
Vr，ek en， er 的 线性 组 合 。 显 然 θε, 0... θες 
也 都 可 以 表 成 它们 的 线性 组 合 。 这 证 明了 61, es …，en 都 
可 以 表 成 Vi，Vs，…，Vr 6,.,, Θχ.,, “'', Θ, 的 线性 组 合 。 

设 Y 是 六 中 任 一 回 量 ， 因 {tei，es>，…，6 才 是 一 组 基 ， 所 
以 V 可 以 表 成 e1, Θ», ---, ο, 的 线性 组 合 : 

一 0C161 十 Cs6? 十 … 十 Co δις δ᾽ (6) 
网 才 已 经 证 明 , 每 个 8;: (1 ἐκ π) Αρπ Ε17ξΠῈ νι, το, --', Vr， 
Gr,,,，ex,s，"…，ex,, 的 线性 组 合 。 将 每 个 @; 表 成 Vi，Vs, ''', 
ὃν, θε ον θε, 的 线性 组 合 的 表示 式 代 入 (6), 就 将 了 表 成 
Ya va …，VYr， er …，eum 的 线性 组 合 ， 那 么 根据 引 理 2， 
σι, ο, Vr， er …，er，T 线性 相关 . 再 根据 引 理 ὃ, 
Υ ΠΗ 1λὲ ΙΝ Ὑι, νο, -'', Vr, er ，…，e6x 的 线性 组 
合 ， 因 此 {Vi, ν., “Vr, Όρη ορ ex 小 是 矿 的 一 组 基 . 再 
根据 系 理 1, m==n. 

设 V 是 域 Ε 上 的 向 量 空 间 , δ 是 六 的 一 个 有 限 子 集 . 
在 例 5 中 已 经 指出 ,S 生成 的 向 量 空间 [9] 中 的 运算 实际 上 就 
是 中 的 运算 , 这 局 发 我 们 给 出 下 面 的 定义 。 Ἢ 

定义 和 设 广 是 域 f 上 的 向 量 空 间 , 而 人 WV 是 六 的 一 个 
非 空 子 集 ， 如果 矿 对 于 六 中 规定 的 加 法 运算 和 用 了 的 元 素 
ΞΡ 的 元 素 的 乘法 运算 来 说 ， 也 是 三 上 的 一 个 向 量 空间 ， 
那么 WW 就 叫 太 的 一 个 子 空 间 ， 

特别 , 当 六 是 六 的 一 个 有 限 子 集 时 ，[ 习 叫做 由 及 生成 
的 子 空间 ， 

为 了 验证 向 量 空间 γ 的 一 个 非 空 子 集 是 否 子 空间 , 应 用 
下 面 的 定理 中 给 出 的 条 件 是 方便 的 . 

Ένα 设 广 是 域 忆 上 的 一 个 向 量 空间 ， ΠΡ 1 
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一 个 非 空 子 集 ,那么 本 是 六 的 半空 间 , 当 且 仅 当 以 下 两 个 条 
件 成 立 : 

1) 对 任意 πι, Ws EW, 都 有 Wi+ WEW. 

η) 对 任意 cEF, WEW, 都 有 cw EW. 

证 ， 当 了 现 是 子 空间 时 , 显然, 座 成 立 . 

反之 , ΙΡ ΒΡ 的 非 空 子 集 , πε, 9) ΑΝ, ρα 
对 任意 WEW， 根 据 让 一 Ww (一 1wEW， 再 根据 上 就 有 
θ-νη-(-ν)ΕΡ κθοὐμθη ΓΡ 对 于 下 中 加 法 运算 来 说 
是 六 的 子 群 ， 因 此 工 在 琴 中 成 立 ， 至 于 荆 在 WW 中 成 立 是 
显然 的 ， 因 此 矿 是 六 的 子 空间 . 

我 们 还 有 

定理 5 设 V 是 域 了 上 的 一 个 n 维 向 量 空间 , 而 全 是 
的 一 个 子 空间 .那么 lim ΤΡ «άῑπι ,而 等 号 成 立 当 且 仅 当 
W = 了 

证 ， 根 据 定 理 3, ἹΡ 中 任意 m 二 I 个 向 量 都 线性 相关 .， 设 


σι, Να, "'', wn 是 WW 中 一 个 极 大 的 线性 无 天 的 问 鞋 组 ， Bp 


wa Wa,，…，Wm 线性 元 关 ， 而 如 果 Ww 是 玉 中 任 一 回 量 ， 
Wi, WwW2 wm W 就 线性 相关 ， 于 是 πι, 根据 引 理 3， 
WV 中 任 一 向 量 都 可 以 唯一 地 表 成 Wi, Ws,…,， Wm 的 线性 
组 合 ， 因 此 νι, νν., … wmn 就 是 玖 的 一 组 基 ， 因 此 ， 
dimW <dim 了 VV， 再 根据 定理 3 的 系 理 3， 当 mn 时 ，Wi， 
Wa,，…， Wn 就 是 六 的 一 组 基 ， 那 么 了 中 任 一 问 量 都 可 以 才 
成 它们 的 线性 组 合 , ΟΡΟΙ, ΤΆ -Η, 

我 们 再 证 明 

定理 6 设 广 是 域 卫 上 的 一 个 同 量 空间 ,而 六 是 上 的 
一 个 子 空间 ， 那 么 WW 是 六 的 加 法 群 的 子 和 群 ， 于 是 ΝΠ πὰ 
三 的 一 些 两 两 没有 公共 元 素 的 倍 集 ΥΕ 135. ΠΡ Κ 
示 两 两 没有 公共 元 素 的 他 的 陪 集 所 组 成 的 集合 而 它们 的 并 
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是 ,那么 V/V 对 于 如 下 规定 的 加 法 运算 
(νι) (νο) (ντι νο) +W, 
对 任意 νι, σι ΕΣ/ 
是 一 个 交换 群 。 更 进一步 ,对 任意 cE€F, VY 十 WV 规定 
ο. (ν {|} --οιν -ἵ, (7) 
ΔΡ} 就 是 了 上 的 一 个 回 量 空间 . 

证 ， 在 第 一 章 87 定理 i 里 已 经 证 明 六 /WW 是 交换 群 . 现 ” 
在 证 明 按 (7) 规定 的 用 了 的 元 素 去 乘 让 /W 的 元 素 的 乘法 运 
算 与 陪 集 的 代表 元 的 选择 无 关 ， 设 Vv'EV 十 底 , 那么 V'=V 十 
Ww， 于 是 

cvV'+t+W)=0o'v+W=0o: (V+WwW)+W=60V+ow+W 
=CVv+W=ce:(v+W), 
从 六 中 工 成 立 ,容易 推出 VY/W 中 并 也 成 立 ， 例 如, 我 们 来 
验证 在 六 /WW 中 .1 成立. 
ο» [Vi 十 研 ) 十 (Vs 二 WW)]==e*[(Vi 十 Ve) 十 WV] 

=C* (Vi+V2) + W=e'VvitcoVvstW 

= (ceVi+W)+ (ο. Vs+ W) 

=0 (Vi+W)+o (Va+W). 
这 样 友 证 明了 VV/W 是 上 的 一 个 向 量 空间 . | | 

定义 9 ἵν ἘΠῚΡ ΕΠ ΒΞΣΗΗ, ΠΠ 是 上 的 一 个 
子 空间 . ΤΥ πα} ἈΠΕ 的 商 空间 . 

我 们 再 引进 回 量 空间 的 直 和 分 解 的 定义 . 

定义 6 设 矿 是 域 玉 上 的 向 量 空间 ， 而 δι, Ρο, τον Ρ, 
都 是 的 子 空间 . ἀπὲ 中 任 一 元 素 T 都 可 以 唯一 地 表 成 
Γι 中 一 个 元 素 ,Vs 中 一 个 元 素 ,… 和 广 中 一 个 元 素 的 和 , 我 
们 就 说 分 解 成 了 V1, 了,，…, ;的 址 和 , 记 作 

Ρ-γι-ἠ-οἠ--..--Ρν, 
例如 , 4 Ρ̓ 是 域 了 上 的 n 维 向 量 空间 而 ἴθι, Θ»2, "ΙΙ, Θα} 
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是 它 的 一 组 基 轩 ,就 分 解 成 了 子 空间 [81], [Θα], "'', [ου] 
的 直 和 和 . 
= [e1] 十 [es] 十 … 十 [e,]. 
又 如 ， [zj] 中 的 一 个 次 数 之 1 的 多 项 式 ,而 
| Ῥω) --Ῥι(ω)}αία)-''}ε(α). 
Ἥ }ιίῳ), Γο(0), »'', Τε) 是 7 个 两 两 互 素 的 多 项 式 . 根 
据 第 一 章 $88 定 理 岂 我 们 有 交换 环 下 [fo]yo 的 直 和 分 解 . 
Ε[ο]κω- Flo DF [ow ΘΕ[αΊλω. (8) 
Ἡ η Ρ[α]ηω (1-1) 8 1 Ῥω] κα Η 88 ΜΑ. ΙΗ ΡΓΩ] κα 
是 所 上 的 向 量 空间 ,而 Ισως στ) δν κε Ρία]γα 的 
子 空间 .因此 (8) 也 是 器 量 空间 了 [wj]zxw, 的 一 个 直 和 分 ΒΒ. 
和 域 的 同 构 一 样 ， 我 们 也 可 以 引进 疝 量 空间 的 同 构 的 概 
念 . 
定义 4 设 广 和 是 域 上 的 两 个 问 量 空间 .从 VF 映 
到 六 ' 之 上 的 一 个 一 一 映射 o 
σ./-»γ’ 
ΦΙΑΛΕΣ μὴ ΙΒΜ, ἘΧΊΗ ΜΒ] 31, ΠΠ σας Γ 
面 两 个 条 件 ; 
i) ΧΡ 中 任意 两 个 向 量 νι, νο, 都 有 
σ(νι--νι)πσίνι) +o (V2) 
1) 对 六 中 任意 一 个 回 量 V,， 71 中 任意 一 个 元 末 ο, 都 
有 
o (eV) --οσ(ν), 
ΑΧ ΠΙ ΦΥ ΠΕ ΒΛ. 
我 们 先 证 明 
ἜΤ [π|-.111Ρ 上 的 两 个 同 构 的 有 限 维 辣 量 空 s 间 有 
相间 的 维 数 . 
证 . Ἐν ΤΙ’ 是 上 的 两 个 同 构 的 有 限 维 辐 量 空 间 ， 
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并 假定 
0: 了 一 广 
是 从 六 到 六 之 上 的 一 个 同 构 ， 再 设 dimV =n, dimV!'=m， 
那么 有 一 组 基 ， 它 由 nn 个 问 量 @1, es …，en 组成， 我们 
来 证 明 σ(6ι), σ(θ9), ".', σί6ι) 在 五 上 线性 无 关 ， 设 有 线 
性 关系 
C10 (81) + C620 (64) + ten0 (On) 一 0，c ER, 
因 是 同 构 , 所 以 
Oo (C181 十 C3682 十 *… 十 C8,) 
--0ισ(θι) -ἰ-σισ(θο) ---««---ομσ(θι) =0 
仍 因 σ 是 同 构 , σ 是 一 一 映射 ,所 以 
ciel 十 cabz 十 … 十 ce 一 0 
因 61, Θα, '', 6, 是 一 组 基 , 所 以 
c 一 Cs 一 … 和 一 0 一 0 

这 证 明了 σ(6ι), σ(θ69), "'., σ(θι) 线性 无 关 ， 根据 定理 3， 
«γι, ΤΠΕΙΕΒΗΙΕ ης ΓΡ 1) τι ην, 

我 们 还 有 

定理 8 设 玉 是 域 玉 上 的 一 个 m 维 向 量 空间 , 那么 一 
定 和 了,(Z) 同 构 . 

证 . Υξίθι, ea …, 6 是 三 的 一 组 基 ， 那 么 六 中 任意 一 
个 回 量 Y 都 可 以 唯一 地 表 成 et Θ,, ''', Θα 的 线性 组 合 

一作 61 十 2583 十 … 十 2 ， 久 和 也， 
那么 VY 就 唯一 地 确定 了 三 中 的 一 个 辐 量 (οι, να, .'', 
ὃν). σεν 又 由 (οι, 99, -:., 9) 唯一 确定 。 这 样 就 定义 
了 一 个 从 六 到 VV,(F) 之 上 的 一 一 映射 
σ.γ-»(υι, Vo, τν, Vn), 

再 设 WETV ,那么 W 也 可 以 崔 一 地 表 成 81，e2,…, e@, 的 

线性 组 合 
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W = W161 十 W262 十 二 :十 入 ,6n， 
于 是 
有 十 三 一 (V1 十 401) 6, 十 (os 十 202)69 


十 … 十 (ον Γ Wn) On, 
因此 


σίν--νν) = V0 V2 Ws, ---, Dt Wn) 
= (V1, Va, 7 Vn) + WW1, ως, τν, τυ) 
-σ(ν) +o(Ww). 
设 οΕΡ, 那么 
CV =C(WV181 十 W282 十 … -[-0ῃΘῃ) 
一 (cod)e61 十 (cos)es 十 … 十 《con)e，， 
因此 
σ(εν) --(ουι, Οὐα, «--, ο) 
--ο(ϑι, Va, “““'ν Ὄς)--ςσ(Υ). 
这 证 明了 o 是 个 同 构 . 
根据 定理 8 可 以 说 ， 对 于 有 限 维 回 量 空间 来 说 ， 只 讨论 
V,() 并 不 失 普 遍 性 . 


3 2 年 阵 和 它 的 秩 


” 设 扩 是 域 下 上 的 一 个 向 量 空间 ， 名 是 太 的 一 个 有 限 子 
集 , 那么 LBj 是 这 的 子 空 间 , 设 
S= {Vi, Να, ''., Υπ). 
S 的 一 个 子 集 | 

ϑο--{Υ͂υ, Vo, “'', Vo le ο «ἐς πι} 
上 叫做 六 的 一 个 极 大 线性 无 关子 集 ， 如 果 νι, νι, ο. νι 线性 
无 关 ， 而 S 中 任 一 向 量 (或 任 一 不 属于 δο 的 回 量 ) 都 可 以 表 
成 VV， …，Ve 的 线性 组 合 。 我 们 先 证 明 
定理 1 设 太 是 域 环 上 的 一 个 向 量 空间 ,六 是 亚 的 一 个 
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有 限 子 集 , 而 8e 是 总 的 一 个 极 大 线性 无 关子 集 , 那么 dim [LS] 
= |So|, 这 里 |8o| 表 示 δο 中 的 元 素 个 数 ， τ 

证 . Ὁξ δ-- ἶνι, Ὑυ, “'', Τα), ΠΠ So= {V6 ve ''', Τι) 
ας δι οι mMm), 因 [J 中 任 一 向 量 都 是 Vi, Να, ''', 
Vm 的 线性 组 合 ， Ἱπβ νι ςὐςι) αρα ΕΡΕ Υι, γι, ''', 
ve 的 线性 组 合 , 所 以 [9] 中 任 一 向 量 都 可 以 玫 成 va γω, …， 
σι 的 线性 组 合 , 更 因 νι, γι, ο, γι 线性 无 关 , 所 以 [9] 中 任 
一 问 量 都 唯一 地 表 成 σι, σι, --», γι 的 线性 组 合 。 这 就 是 
说 ,， Vs， Va,，…, σι 是 [1 的 一 组 基 ， 因 此 dim[5] = |S6l. 

系 理 1 设 太 是 域 丈 上 的 一 个 向 量 空间 ， 而 8 是 玉 的 
一 个 有 限 子 集 ， 那 么 5 的 任意 两 个 极 大 线性 无 关子 集 都 含 同 
样 个 数 的 元 素 . 

基于 这 个 系 理 ,我 们 可 以 给 出 下 面 的 定义 . : 

定义 1 设 广 是 域 了 上 的 一 个 向 量 空间 ， 而 S 是 这 的 
一 个 有 限 子 集 ，S 的 任意 一 个 极 大 线性 无 关于 集中 元 素 的 个 
ΠΙΑ 5 的 秩 , 记 作 rank 5s. 

我 们 有 

系 理 % 设 是 域 了 上 的 一 个 向 量 空间 ,Vi Vs, …, Vm 
是 这 中 个 癌 量 , 那么 

Ὁ) 对 任意 和 了 中 任意 一 个 非 零 元 素 c, 都 有 ταακίγι, 
Va, “°°, Vn} = rank{Vi, ΝΟ, »'', νι, οὗ δει, “'', Vm}. 

ii) 对 任意 一 对 (ὁ ), I<i<j<m, 都 有 rank{Vi, Vs， 
“2, Vm} =Tank {VI Va, ο, Vey Υ͂;, Vi “'', σα, Υι, 
ΟΣ ' 

1) 对 任意 一 对 (ὁ η), 1<i,，j<m 而 ὑπ], ΤΠ Β 
ἄς , 都 有 τατικίγι, Νο, -.., Vm} 一 TanktV1 Vo，… Υ͂] 1, 
Viyt dVi, γην “''ν Vm}. 

证 。 这 是 因为 
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[νι, V2, “Ὁ; Vm [νι Va ’'', ρα, 0V Vi Υπ] 
= LV Νο, “'', να, Vy, Ύιμι, η Ύρη, Χμ μις ο, Υπ] 
= Vi, Vaso, Vi) Vi 十 dv Vi ''', Vm]. 
定义 2 ὨΨΆΡ ΓΗΙΠΕΞΣΙΙ, 而 Yi，Va，…，Vm 是 
γ ἠπηνή-[51Ε,, Χ|Π ΕΕ δ-ίΥι, Νο, ''', Τη) Ἀδ, Ε 2Η] 
量 集 之 一 : 


1) {Vy, V2, ΠΡ, Vi_1, νι, σε, σσ Vm}, 其 中 ς 是 Ρ 


中 的 任意 一 个 关 0 的 元 素 ， 
ii) νι, Νο, VC Υ͂;, Ύμι, 1 Vey Ύμιι, "'', 
να), 1 κό «ᾖκτι, 
这 ) {V1, Ve, κ, Vj_1s Vy+ dV, σε, ." Vm}, ἜΠΗ ὁ πα 
7 Πάς Ρ, 


分 别 叫做 将 向 量 集合 8 进行 了 第 一 种 ， 第 二 种 或 第 三 种 初 
等 变换 。 第 一 种 初等 变换 又 叫做 将 S 中 的 V 乘 以 也 中 一 个 
非 零 元 素 ο 的 变换 ,第 二 种 初等 变换 又 叫做 将 δ 中 两 个 向 量 
νι Vy 对调 位 置 的 初等 变换 ， 而 第 三 种 初等 变换 又 叫做 将 Ὑἱ 
乘 以 中 的 元 素 4 加 到 wy 上 去 的 初等 变换 ， 

这 样 上 面 的 系 理 2 可 以 改 述 成 

定理 2 设 玉 是 域 叉 上 的 一 个 向 量 空间 ， 而 8= {νι, 
Vs,，…， Ym} 是 六 的 一 个 有 限 子 集 ,那么 5 经 过 初等 变换 之 后 
并 不 改变 它 的 秩 . 

以 下 设 玉 是 域 Ρ ΕΗΒ τ θε [Π ἘΚΒΞΊΗ, ΤΙ {Θι, Θο, :'., Θ.} 
是 它 的 一 组 基 , 仍 设 δ--{γι, γι, -.., τω}; 的 一 个 有 限 子 
集 , 那么 每 个 νι 都 可 以 表 成 e，ea，…，e 的 线性 组 合 


Vi= δὲ owes, ας HH, 2 一 二 ， 2, 1 πο, (1) 


我 们 可 以 把 了 中 的 mm 个 元 素 αμ(ὲ--1, 2, … σῦς 251, 
91560, 


9, ..., 人 排 成 一 个 长 方形 
σιι ti3 "''' σι 


Cal Maa “'“ Ολη 


Cmi πια “'". Cmn 
ΥΠ Βὶ Ρ ΓΙ πο π Ζ|[8 46, Ἐκ ην Χ πι ΕΝ, 我 们 往 
8Η ΣΧ ΥΣΒΕΣΕΩΕΛΗ ΕΕ. ΔΕΑ ΙΠΙ5 ΕΠΠΆΗΕΡ 43 
代表 ， 有 时 也 把 4 简 记 作 | 

Α-- (αμ) τει. 1<y<n。 
ΕΕ 4 一 共有 mn 个 行 ， 
| (αιι, ἄιο, ο. C1n), (αι, α39, “'', σημ), 

-， (αμ, ἄγια, τν Cmn ); 

我 们 把 它们 叫做 4 的 m 个 行 向 量 , 并 依 序 叫做 4 的 第 一 个 行 
向 量 , 第 二 个 行 向 量 , …, 第 m 个 行 向 量 ; 它们 都 是 Ρ.(2λ ἡ 
的 癌 量 ， 因 此 了 V,(F) ππη ΡΕ ΕΙ π 281 ΙΠΕΞΣΙΗΙ. ΕΡΕ 4 
一 共有 % 个 列 


CH1 (12 (in 
Wo1 σος (Lan 

? 。 ᾿ "9 3 
Wm1 wma Cmn 


我 们 把 它们 叫做 4 的 % 个 列 向 量 , 并 依 序 叫做 4 的 第 一 个 列 
癌 量 , 第 二 个 列 向 量 ,…… 第 %* 个 列 向 量 。 我 们 还 把 αι 叫做 Α 
{155 ὁ 135 7 列 的 元 聚 , 或 叫做 M，J9) 位 置 的 元 素 . 
引 理 工 设 ci， δα, "'"ν Ορ Φ 中 的 mm 个 元 素 , 那么 οιγι 
十 CaV2 十 … 十 cmVm 二 0, 当 且 仅 当 
C1 (0411, ιο, “'", 04n) 二 Ca (G91, σολ, "'', πι) 
-»''--Ομίᾶπη, ἄηα, “'“ν Gmn) = (0, 0, -:, 0) (2) 
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证 . 设 
ολ (9) 
将 (1) 代 入 上 式 得 
0--Σο Sl αμθ,--Ὁ) (Σ cay ) Oy. 
| t=1 }--1 11 Ἡ5ὶ 
ΒΗ ἰΘι, 6ο, ο © ΙΣΠ 的 一 组 基 ， 所 以 
S00 —0, 1 一 1, 2, (4) 
而 (中 ην 个 式 子 就 是 说 (2) 式 右 方 即 维 行 向 量 的 即 个 分 量 都 
等 于 0, 因此 (2) 式 成 立 . | 
反 过 来 , 如 果 (2) 式 成 立 ， κ(Φ ΑΝ. (2 Απ} 
乘 以 e， 再 对 放 =1，2,…, m) 求 和 ， 然 后 利用 (了 ) 式 就 可 推 
出 (3) 式 成 立 ， 
从 引 理 1 立刻 推出 
定理 8 设 广 是 五 中 的 即 维 向 量 空 ΠΗ͂, ΠΠ ἶθι, 6», Ἢ 
e,} 是 它 的 一 组 基 , 再 设 δ--{νι, νο», ''', Vm} 是 六 的 一 个 有 
限 子 集 。 将 每 个 vi 都 表 成 @1，62,…', Θ, 的 线性 组 合 
τι- aves, Gy ELK, t=1, 3, «Ὁ. ΤΙ 
-] 


> 


~ Α-- (αμ) ιοί 1 «/ επ. 
那么 5 的 秩 就 等 于 4 的 和 个 行 向 量 组 成 的 集合 的 秩 . 

证 .从 引 理 1 显然 可 推出 ， 如 果 {νι, σι, σι ας 
ἐι-ὐρς:.'««ἱνπν) 是 5 的 一 个 极 大 线性 无 关 问 量 组 ,那么 4 
”的 第 立行 ,第 各 行 ， … 第 纪行 就 是 4 的 m 个 行 向 量 组 成 的 
集合 的 一 个 极 大 线性 无 关 向 量 组 ， 而且 反 过 来 也 对 。 因 此 8 
的 秩 就 等 于 4 的 之 个 行 向 量 组 成 的 集合 的 秩 . 

这 样 一 来 ， 研 究 一 个 mx%w% 矩阵 的 mw 个 行 向 量 组 成 的 集 - 
合 的 秩 是 有 意义 的 ， 我们 有 
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定义 3 ΑΛῈΡ Γή-- { ποπ Ἡ . 3 {Π 1 4 
μπι 1-11 ΙΑ ΑΗ ΠΗΡΕ ΑΙ ΑΛΕΜ. 4 的 秩 ， 换 名 话说 ， 
矩阵 4 的 秩 就 是 它 的 一 个 极 大 线性 无 关 行 向 量 组 中 向 量 的 
个 数 ， 我 们 把 征 阵 4 的 秩 记 作 rank 4. 

设 4 是 域 瑟 上 的 mxX% ΕΕ, 那么 4 一 共有 mn 个 行 向 
Β. 因此 4 的 一 个 极 大 线性 无 关 行 向 量 组 中 的 元 素 个 数 一 
κ Ἔπι, 这 就 是 说 

rank Απ 
另 一 方面 ，4 的 行 疝 量 都 是 这,() 中 的 向 量 ， 而 ἀπε, (ΒῚ 
一 nh, 所 以 又 有 Ἢ 

/ rank A<&n 
因此 rank A<min(m, το), 


”这 里 min(m, nn) 宕 示 m 和 %% 这 两 个 数 的 极 小 值 . 


为 了 研究 矩阵 的 秩 , 根据 定理 2, 我 们 可 以 对 它 的 行 向 量 
组 成 的 集合 进行 初等 变换 , 这 样 并 不 改变 它 的 秩 . 
定义 4 设 4 是 域 玉 上 的 一 个 xn 矩阵， 我 们 把 下 面 
这 三 种 变换 叫做 作用 在 矩阵 4 的 行 上 的 初等 变换 ; 它们 是 
1) 把 4 的 任 一 行 乘 以 下 中 的 一 个 非 零 元 素 ,而 不 改变 
4 的 其 余 m 一 1 行 . 
i 把 4 的 任意 两 行 对 调 , 而 不 改变 4 的 其 余 双 一 2 行 . 
1). 把 4 的 某 一 行 加 上 另外 一 行 乘 以 到 中 任 一 元 素 的 
乘积 , 而 不 改变 其 余 m 一 1 行 
我 们 还 分 别 把 这 三 种 初等 变换 叫做 作用 在 4 的 行 上 的 第 一 
种 ， 第 二 种 和 第 三 种 初等 变换 . 
从 定理 2 和 定义 4 立刻 推出 
定理 设 44 是 域 到 上 的 一 个 办 xm 和 矩阵. 作用 在 4 的 
行 上 的 初等 变换 并 不 改变 4 的 秩 . 
因此 , 为 了 计算 4 的 秩 , 可 以 对 4 的 行 连 续 进 行 有 限 次 
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初等 变换 , 将 4 化 成 尽 可 能 简单 的 形状 . 
定义 5 设 委 是 域 了 上 的 一 个 mx 矩阵 , 如 果 对 4 的 
行 连续 进行 有 限 次 初等 变换 将 4 变 成 B， 我 们 就 说 4 与 B 
行 等 价 . 
注意 , 作用 在 一 个 矩阵 的 行 上 的 初等 变换 是 可 逆 的 , 这 就 
是 说 ,将 4 的 第 行 苹 以 五 中 一 个 非 零 元 素 6 把 4 变 成 4 
那么 将 Αι 的 第 ὁ ΠΕΡΙ ο-ἳ 就 把 Αι 变 成 4; 将 4 的 第 立行 
和 第 {11 (ὁ-ε) 对 调 得 到 Αι, ἘΔ Αι 的 第 印行 和 第 ΤΉ 
对 调 就 得 到 ΑἹ 将 4 的 第 7 行 加 上 第 5 行 (i 站 乘 以 五 中 的 
元 素 4 的 乘积 把 4 变 成 Αι, 那么 将 Αι 的 第 了 行 加 上 第 也 行 
Ἔνι 一 d 的 乘积 就 把 4 变 成 4。 因此 如 果 4 与 了 3 行 等 价 ， 
那么 如 也 与 4 行 等 价 ， 根据 定理 4 我们 知道 行 等 价 的 符 阵 
有 相同 的 秩 ， 更 进一步 , 我们 有 下 面 这 个 重要 的 结论 ， 
定理 5 设 和 4 是 域 上 的 一 个 mxn 算 阵 ,那么 4 一 定 
行 等 价 于 以 下 形状 的 一 个 撼 阵 : 
0...0 二 OO ἁ κιν ...0 νοκ 
0...0 0 0...0 1 κ... .0 κ.κ 
0...0 0 0.0 0 0...0 1 «...κ «0 κ...Ἕ 


* 
5 
冰 
- 


(5) 


ὃ | 


0...0 0 0...0 0 0...0 0 0...0 ...1 κει. 
0...0 0 ο... 0 0...0 0 0...0 ...0 0...0 
0...0 0 0...0 0 0...0 0 0...0 ...0 0...0 
其 中 * 表示 中 的 某 个 元 素 ， 更 进一步 , 设 rank 4 二”, 那么 
Αο 的 第 7 行 下 面 的 元 素 都 是 0, Αο 的 前 > 行 中 从 左 往 右 数 
第 一 个 非 零 元 素 都 是 1, 这 个 工分 属于 个 不 同 的 列 ; 这 每 
一 个 1 的 同行 左 侧 的 元 素 都 是 0， 同 列 的 其 他 元 素 也 都 是 0, 
它 左下 方 的 元 素 也 都 是 0。 因此 如 果 4o 的 第 尾行 (1L<5isr) 
ν 154 . 


的 第 一 个 不 等 于 0 的 元 素 工 位 于 第 在 列 ,那么 在 S 为 一 加 一 … 
«σα, (我 们 把 形 如 ho μη λεμε π| ΜΗ ΒΕ} 18 Πε), 
| 证 ， 记 Α-- (G0) 1scm 1<fen, 

先 考 察 4 的 第 1 列 . 分 两 种 情形 . 

1) 如 果 4 的 第 工 列 的 元 素 全 都 是 0, 就 去 考察 4 的 第 2 
7), 。 
2) 设 44 的 第 工 列 中 有 不 等 于 0 的 元 素 ， 依 序 进 行 以 下 
2» ΠΕ, 

2.1) 如 果 σα-θ, 而 91, 就 将 4 的 第 工行 与 第 4 行 对 
调 ， 将 所 得 矩阵 仍 记 作 4。 如 果 ?= 二 就 不 做 这 一 步 ， κ 

2.2) 用 “去 去 乘 4 的 第 1 行 ,将 所 得 矩阵 仍 记 作 Α, 那 
 αιι-1,. {πλ ΕΣ αι 1, Ἐξίῃδ--Ε;Π|, ΛΑ 
一 步 . 

2.3) 将 4 的 第 工行 乘 以 一 co 加 到 第 2 行 上 去 ， 习 以 
一 0 加 到 第 3 行 去 ，……: ， 乘 以 一 ami 加 去 第 么 行 上 去 ， 把 
这 样 得 到 的 窍 阵 仍 记 作 4、 那么 和 4 的 第 1 列 中 除 .(1, 了 位 
置 元 素 是 1 以外， 其 余 元 素 都 是 0. 然后 去 考察 4 的 第 2 
列 . 

现在 去 考察 4 的 第 2 列 . 分 成 下 面 三 种 情况 ; 

1) 如 果 4 的 第 1 列 的 元 素 都 是 0, 那么 就 象 上 面 考察 并 
处 理 4 的 第 1 列 一 样 来 考察 并 处 理 4 的 第 2 列 . 将 所 得 和 矩 
阵 仍 记 作 4， 再 去 考察 4 的 第 38 列 . 

2) 如 果 4 的 第 工 列 的 元 素 除 mi= 革 以 外 其 余 元 素 都 是 
0， 而 4 的 第 2 列 中 除 σαι 可 以 是 到 中 任意 元 素 外 其 余 元 素 
都 是 0, 那么 就 去 考察 4 的 第 3 列 . 

3) 设 4 的 第 土 列 的 元 素 除 @11=1 以 外 其 余 元 素 都 是 0， 
而 4 的 第 2 列 中 (2, 2), (8,2), ::»''' » (πι, 2) 位 置 的 元 素 有 
不 等 于 0 的 . 依 序 进行 以 下 步 又 . 
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ο 8,1) 如 果 σω-0, ΠΠ 59, 就 将 4 的 第 2 行 与 第 ?4 行 对 
调 , 将 所 得 矩阵 仍 记 作 Α: 如果? 一 2, 就 不 做 这 一 步 . 

3.2) 用 a 芝 去 乘 4 的 第 2 行 ,将 所 得 矩阵 仍 记 作 4， 如 
果 原 来 就 有 2 一 1, 辟 如 了 一下 时 , 就 不 做 这 一 步 . 

3.3) 将 4 的 第 2 行 乘 以 一 41z 加 到 第 1 行 去 , 习 以 一 a28 
加 到 第 3 行 去 ,，…… ， 乘 以 一 ara 加 到 第 m 行 去 , 把 这 样 得 到 
的 矩阵 仍 记 作 4 那么 4 前 2 列 中 除了 aa=as=1 以 外 其 
余 元 素 全 都 等 于 0， 然 后 去 考察 4 的 第 3 列 . 

现在 去 考察 4 的 第 3 列 . 分 成 下 面 四 种 情况 : 

1) 如 果 4 的 第 1 列 和 第 2 列 的 元 素 都 是 0， 就 象 上 
面 考察 并 处 理 4 的 第 1 列 一 样 去 考察 并 处 理 4 的 第 3 
列 ， 

2) 如 果 4 的 第 1 列 的 元 素 都 是 0， 而 第 2 列 的 元 素 除 
a1s 二 1 以 外 其 余 元 素 都 是 0， 或 者 如 果 4 的 第 1 列 的 元 系 除 
σιιπ- 1. 以 外 其 余 元 又 都 是 0， 而 第 2 7 G92 Ξ-ἄροπ-'' = ma = 
0, 那么 就 象 前 面 考察 并 处 理 4 的 第 2 列 的 情形 2) 或 一 ΤΕ 
去 考察 并 处 理 4 的 第 3 列 . 

8) 如 果 4 的 第 工 列 和 第 2 列 中 除了 ct 一 cz= 工 以 外 其 
余 元 素 都 是 0， 而 4 的 第 3 列 中 (8, δ), (4, 8), --', (πι, 8) 
位 置 的 元 素 也 都 是 0, 那么 就 去 考察 4 的 第 4 列 . 

4) 设 4 的 第 1 列 和 第 2 列 中 除了 oui=a2s=1 以 外 其 
余 元 素 都 是 0, 而 4 的 第 3 列 中 gas，csa，…，cns 中 有 不 等 于 
0 的 , 依 序 进行 以 下 步 又 : ΝΣ 

4.1) 418 αι5ἑ0 ΠΠ 958, ἩΛΑ͂Ε 4 的 第 3 行 和 第 % 行 对 
调 ， 将 所 得 矩阵 仍 记 作 4， 如 果 4= 3, 就 不 做 这 一 步 。 

4.2) 将 4 的 第 3 行 乘 以 a 如 .把 所 得 矩阵 仍 记 作 4, ΒΒ 
入 g33 二 4， 如果 原来 就 有 0a3 一 二 ， ΙΓ ΕΠ, 就 不 做 这 一 
步 . 


ο]ύθε 


4.9) ΜΕ Α “38 81ΣΕΗΙ --αιε 加 到 第 1 行 上 去 ， 3) 
一 Q28 如 到 第 2 行 上 去 , περὶ -~ aaa 加 到 第 4 行 上 去 ,…… , δε 
以 一 gms 加 到 第 mw 行 上 去 ， 把 这 样 得 到 的 矩阵 仍 记 作 Α, ΒΒ 
么 4 的 第 3 列 中 除 (3, 3) 位 置 元 素 是 1 以外， 其 余 元 聚 都 十 
ο, 再 去 考察 4 的 第 4 列 . 

如 此 继续 下 去 , 就 可 以 将 Α 经 有 限 次 行 的 初等 变换 化 成 
4ο, 显然 如 果 4o 的 前 了 行 中 有 不 等 于 0 的 元 素 ， 而 第 7 行 
后 面 的 元 素 全 都 是 0, 那么 4ο 的 前 7 行 中 第 一 个 等 于 1 的 元 
素 属 于 7 个 不 同 的 列 , 因此 4ο 的 前 7 行 线性 无 关 , 于 是 do 的 
秩 联 是 7. 

这 样 定理 5 就 完全 证 明了 ， | 

要 计算 一 个 矩阵 的 秩 , 对 它 的 行进 行 有 限 次 初等 变换 , 将 
它 化 成 阶梯 形 和 矩阵 后 , 它 的 秩 立 刻 就 看 出 来 了 .而 定理 5 的 
证 明 方 法 实际 上 给 出 了 一 个 将 矩阵 化 成 阶梯 形 矩 阵 的 方法 ， 
这 个 方法 就 叫做 消去 法 ， 我 们 举 一 个 例子 来 曾 明 这 个 算 
法 . 

μι 将 上 上 的 8x8 和 矩阵 


00001011 
0 100 1010 
ο 1101111 
B 0Ο ο ο 1 1 1 ἱ 1 
00100101 
00000010 
00010100 
00000010 
化 成 阶梯 形 矩 阵 并 计算 rank Β 


我 们 用 符号 μι 表示 用 行 的 初等 变换 将 如 化 成 已 ， 
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那么 我 们 有 
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00001 


1061001 


01101 
00011 
00100 
00000 
00010 
00000 


01001 
00001 
0090100 
00011 
00100 
90090900 
00010 
09900 


01001 
00100 
00001 
00011 
0090000 
000900 
0001910 
9090900 


011 
010 
111 
111 
101 
010 
100 
0 1 0 


010 
011 
101 
111 
101 


000 
010 
100 
010 


01001010 


00 
Ο 1 
00 
U 0 
U 0 
ου 
ο0 


01 
U 0 
U 0 
U 0 
U 0 
U 0 
0 0 
0 0 


01 
U 0 
0 0 
00 
00 


0 
1 
0 
1 
0 
0 
0 


0 


» ο Ὁ ταῦ Ος πᾶ 


0 
1 
0 


001011 
0009000 
00000010 
00010100 
00000010 


010 
011 
111 
001 
ρου 
101 
ρου 


010 
001 
010 
111 
001 
ους 
101 
000 


010 
001 
111 


11 
11 
11 
01 
10 
00 
10 


10 
0 工 
11 
11 
01 
10 
0 0 
10 


10 
0 1 
11 


ΤΟΟΟΟΟΙ͂ 


οι ο 
[00100101 00100101 
ΗΕ 00010100 
00001011 |! !100001011 

--» 一 > 
00000000|100000000 
00000010| |00000010 
00001011| 1000000050 
00000010 00000010 
01000001， ,01000001 
BH BN 
00010100|1 |00010100 
00001011| i100001001 

“loooo00010|j loo000010 
00000000| |00000000 
00000000| l00000000 
00000010! \00000000 

因此 rank B=5 


在 定义 8 里 , 我 们 定义 的 矩阵 的 秩 是 对 抢 阵 的 行 来 说 的 . 
平行 地 , 我 们 考察 域 了 上 的 nn 维 列 向 量 

V1 : 

的 » VCH 

Ὁ, 
的 全 体 所 组 成 的 也 上 的 m 维 列 向 量 空 间 ， 315 有 上 的 和 xn 
矩阵 4 的 % 个 列 看 作 瑟 上 m 维 列 向 量 空间 中 的 向 量 ， 我 们 
有 | 

定义 6 Αα ΕΣ Ε{β--Π-πυκη με, 8 {ή 4 
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απ 1-2] ΕΕ ΝΑΣ ΗΡΙ 1Ε 55 4 7} κ, 换 句 话 
νὰ, ΕΡΕ 4 的 列 秩 就 是 它 的 一 个 极 大 线性 无 关 列 向 量 组 中 辐 
量 的 个 数 . 

我 们 也 可 以 平行 于 定义 4 来 定义 作用 在 矩阵 4 的 列 上 
的 初等 变换 ， 并 平行 于 定理 4 去 证 明 作 用 在 4 的 列 上 的 初等 
变换 并 不 改变 4 的 列 秩 .但 重要 的 是 ,我们 还 有 

定理 6 设 4 是 域 太 上 的 一 个 和 xm 和 抢 阵 ， 那 么 作用 在 
4 的 行 上 的 初等 变换 并 不 改变 4 的 列 秩 . 

证 、 抑 设 将 4 的 第 4 行 乘 上 了 中 的 一 个 非 零 元 素 0， 得 

到 41， 我 们 来 证 明 4 的 列 秩 等 于 Αι 的 列 秩 ， 写 


QI11 Wis ，， (Qin 


σου ας υ 8 ἡ Ου ος. 


ο 88 5 8 δ δ δ φ 


Ων (ἅγιο "““' Cmn 


ὅτι Wag -“'" (πη 
那么 ~ Απ ca Cam … οι 


mi πα “'". (πη 


设 4 的 列 秩 等 于 7, 并 假定 4 的 第 11, τα, …， 和 列 组 成 4 的 
一 个 极 大 线性 无 关 列 问 量 组 . 我 们 来 证 明 Αἱ 的 第 ἠι, Ja ''', 
放 列 线性 无 关 ， 设 有 线性 关系 


μα κ) ση, ww] 4- 0 
Οἱ «αμ, | -- οἱ σαµ, | 十 … 十 cr| σαι, I=! Ὁ |, ος δ; 
(δη, Wmis Gmg, / 0 


160. 


ισα, + 091), 二 ...-{- CrC1f 一 ο, 


， Τ᾽’. ΤΙ ΙΙΙ ΙΙΙ ΘΙ, ΟΙ ο 


8.598 ψ88 α ἀφ 8 εὐ 8. αὐ ἀν ἡ “ννπ 8 ἡ ἢ Καὶ 8 


C10m 和 十 ὀρᾶπιη, 十 … 十 cramy -- Ὁ, 


由 于 c 天 0, 将 上 面 % 个 式 子 中 的 第 5 个 乘 以 c-! 就 得 到 
C0 +t CoG + Ἔ-οαμ --0, 
因此 


1), CI 


ο Ci 十 C αυ. 


ὧν. Cm 
σι / 0 
“Ορ ἂμ 一 | () 
πι, 0 


但 4 的 第 ἦα, ᾖα, "ν᾽ 及 列 线 性 无 关 ， 所 以 οἱ =C2=*"*=0,—0, 
这 证 明了 Αι 的 第 δι, 7s,，…, jr 列 线性 无 关 ， 由 此 推出 41 的 
列 秩 大 于 或 等 于 Α 的 列 秩 7?。 反 过 来 ， 将 41 的 第 i% 行 乘 以 
ο 就 得 到 4， 因 此 , 同 理 可 证 4 的 列 秩 * 大 于 或 等 于 Αι 的 
列 秩 , 所 以 Αι 的 列 秩 等 于 4 的 列 秩 . 
作用 在 4 的 行 上 的 第 二 种 初等 变换 不 改变 4 的 列 秩 是 
很 显然 的 , 我们 就 不 把 证 明 写 出 来 了 . 
现在 设 将 4 的 第 πλ} 35 91152) ΖΡ ἠΠΗ͂; -- πι 58 ， 


9161]. 


那么 
的 乘积 之 后 得 到 ΑἹ, ΝΕ 
ΜΝ nme 
/2 Ν 
' κ λα λα... 
Ν ο ο ο - δ κ 5 δ 5 δ 8 
Αι--! .. 


8 
. 
电 好 
“.. 

者 κυα 

. 

.» 

. 

.. 

ρα 

επ.“ 5 

. 

“’ 

". 

ΙΝ. 1 

.. 

.. 

.. 

κ. 

ου. 


πὶ Α 
Ὧν αν τὸν ἦν 列 组 | 
κα ον Αι 的 第 1, Πα, 
ΗΝ ΑΧ α ες 
- 以 有 线性 关系 
τ γάμος 设 有 
“"”) ΝΗ 


(1) 
ΚΖ ΕΛ | 


. 


十 Cn : . 
| Qt ds, 
αμ." ἄαῃ, | 
33 
ὧν 


αμ, Ada, 
jj 


0 
61, | 
| 0 
Wes . ΠῚ 
十 人 5 / / 
十 


όρη], 
、 那么 


ο 1909 ο 


διᾶιῃ Ἔθεσιι, - '' Ἴ-όγσιι,--0, } 


ο 8158885986 8981φ ολ 84545858 


9 η ορ υ ἡ ς Ευ υὑψ !:-:-;-κ Νν  :1ὶ|ῚῚᾺῚἈᾺἉῸῚΥΥΙ.,.,. η ΗΠΤΙΙΙΠΊΤΠΠΠ 


CiQmj, 十 09η, 十 "…。 十 Cr 好 mm 让 证 0, } 


将 上 面 式 子 里 的 第 7 个 式 子 减 去 第 4 ΠΙΤΕΡ -ᾱ 3) 


CC 六 十 Οφ}ῃ + ἐν” "Οκ, -一 0. 


Cd (211. σι Οἱ 
is | ση. σι, 0 

οἱ ; 十 Cs| ; 十 … 十 Cr : | 一 | ， | 
αμ, σι σμ, 0 
Cm Gmjs γι], 0 


但 4 [38 ιν ων …， 方 列 线性 无 关 ,所 以 ao 一 …=w 一 0 
这 证 明了 Αι 的 第 λυ δον …， ὁν 列 线性 无 关 ， 由 此 推出 Αι 的 
列 秩 大 于 或 等 于 4 的 列 秩 *。 反 过 来 , 将 Αι 的 第 了 列 加 上 第 
ὁ 列 乘 以 一 4 的 乘积 就 得 到 4、 因 此 同 理 可 证 4 的 列 秩 ” 大 
于 或 等 于 Αι 的 列 秩 ， 所 以 Αι 的 列 秩 等 于 4 的 列 秩 . 

这 样 定理 6 就 完全 证 明了 . 

从 定理 5 和 定理 6 可 以 推出 

ἘΠῚ ος λος ο τν. 
的 秩 一 定 等 于 4 的 列 秩 . 

证 ， 设 4 的 秩 是 y。， 根 据 定理 8 对 4 的 行 连续 进行 有 
限 次 初等 变换 ， 可 将 4 化 成 阶梯 形 矩 阵 (5)， 即 定理 5 中 的 


ο 168 。 


Αο, 而 Αο 的 第 7 行 后 面 的 元 素 都 是 0，4 的 第 1 2, .'', 7 行 
中 从 左 往 右 数 第 一 个 非 零 元 素 都 是 1, 它们 分 别 位 于 4。 的 第 
pi， 旺 然 向 的 第 后， 
δα, τη ὧν 列 是 4o 的 一 个 极 大 线性 无 关 列 回 量 组 . 因此 4 
的 列 秩 等 于 7r.。 但 根据 定理 6, 4 的 列 秩 等 于 «8ο 的 列 秩 ， 所 
以 4 的 列 秩 也 等 于 Y. 

基于 定理 7， 我 们 把 域 卫 上 和 矩阵 4 的 列 秩 也 叫做 它 的 
秩 , 这 并 不 会 引起 混 消 . 


53. 矩阵 的 运算 和 线性 变换 的 定义 
“我 们 先 来 引进 矩阵 的 运算 . δὲ 


4-- (αυ) 1 κά ι,]«{ «η B= (bi) lc<tem,1l<fen 
.都 是 域 卫 上 的 m xn 矩阵， 造 一 个 mxn 甜 阵 
C= (ο) 1 sem lfens 
其 中 
ομἜ-αμ--ὃμ, t=1, 2, »''ν mm; ἠ--1, 2, “'', nN, 
我 们 把 C 叫做 4 与 的 和 , 记 作 
σ-- 4-5. 

注意 , 仅 当 两 个 矩阵 有 相同 的 行 数 和 列 数 时 , 才 可 以 相 加 , 即 
求 它 们 的 和 . 

容易 验证 , 域 卫 上 所 有 mx 矩阵 对 于 上 面 规定 的 甜 隆 
的 加 法 来 说 是 一 个 交换 群 ， 特 别 , 我 们 有 

4 十 已 = 也 十 4， 
(4-8) --σ-- 4-- (8-0). 
- 这 个 交换 群 的 单位 元 素 是 所 有 位 置 的 元 素 都 等 于 0 的 矩阵 ， 
我 们 把 它 叫做 零 算 阵 ， 记 作 0™”, 或 简 记 作 0。， 而 矩阵 4= 
(αι) 1«ἐ-«πιο1«4«π πλ 一 4= (— QI) 1etem lasen 当然 也 
1064. 


可 以 引进 矩阵 的 减法 
A-B=A+(—B), 
其 中 4 和 B 都 是 mxmn 矩阵. | 
再 设 ΑἘΕ ΕΙ πι Χα ΕΒΕ, B 是 nXxi1 和 矩阵 . Ἡ κ 
A= (αιῃ) 1-1-πι1-ἠ«πλ B= (bis) 1l<é<n,1l<jcls 
造 一 个 mx1 矩阵 


C= (οι) 工人 了 < < 


其 中 


η 
1 一 2) αι br ᾧ -- 1, 2, "MY; }--1, 3, κ... ἶ 


我 们 把 C 叫做 4 与 召 的 积 , 记 作 
6-- ΑΒ. 

注意 ， 仅 当前 一 个 矩阵 的 列 数 等 于 后 一 个 矩阵 的 行 数 时 两 个 
矩阵 才能 相 乘 ， 即 求 它们 的 积 。 两 个 抢 阵 相 乘 可 按照 “38 
列 * 的 规则 进行 ,即将 前 一 个 矩阵 第 5 行 的 元 素 分 别 和 后 一 个 
μμ: ΒΒ ἡ 列 的 相应 位 置 的 元 素 相 乘 ， 然 后 将 所 得 的 % 个 积 相 
如， 这 样 就 得 到 乘积 中 的 (6 四 位 置 的 元 素 。， 例如 , Ἐν 上 的 
Εμ. 


1 0 1 
ο... .|91 0 
λα αι ο ΙΙ) 1 0 0 
011 

的 乘积 是 | 


“ΗΝ 1.0--0.1--0:0--15»1 
1.1--1»0--0»1--1:0 1»0ἠ-1»11-0»01-1»1 

1-1-50:01-0:0--151 

ΝΙΝ 


(ο ο) 
100 
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容易 验证 , 矩阵 乘法 是 结合 的 , 而 且 对 于 加 法 是 分 配 的 ; 
即 
(4B)C=A(BO), 
A(B+O)= AB+AO, 
| (4-- Β}Ο-- ΑΟ- ΑΟ, 
ΣΟ ΞΕ ΓΠΠΧΚΕΝ ΒΗ ΝΆ Ε}Η3ΕΤΠ1Η ΠΗΡΕ. ΒΕ 
当 4 和 五 都 是 mxm 矩阵 时 ， 也 可 能 有 ΑΒ.ΒΑ δή, 3: 
察 了。 上 的 矩阵 ! 
ΠῚ 
ο ο 1 0 
我 们 有 4p-(, a4-(0 η) 
ο 0) 0 工矿 
设 4 是 %x% ἉἩ β, δὲ {ΠΠ 4 ή , Ὁ, Ω, 9), »'', 
(η, 由 位置 叫做 4 的 主 对 角 线 , 如 果 4 的 主 对 角 线 以 外 的 元 
素 都 等 于 0，4 就 叫做 对 角 延 御 ， 如 果 和 4 的 主 对 角 线 以 下 位 
置 的 元 素 都 等 于 0, ΑἸΚΙΗΚΕΞ 4615 {ΠΑ 的 主 对 
角 线 以 上 位 置 的 元 素 都 等 于 0，4 就 叫做 下 三 角形 起 阵 、 我 
们 用 ”来 代表 主 对 角 线 上 的 元 素 都 等 于 工 的 上 xm 对 角 托 
阵 ， 并 把 它 则 做 nxn 单位 给 阵 ， 有 时 我 们 也 把 7% 简 记 作 
1, 显然 对 任意 mxn 矩阵 4, 有 
ΑΙ--.Α, I A=A 
设 4 是 域 万 上 的 一 个 nxn 和 矩阵、 如 果 域 也 上 有 一 个 
nxn 和 矩阵 适合 条 件 κ 
ΑΒ--ΒΑ-:1, 
Αλ ΤΙΣ4ΕΜ., 而 Β πι Αββ--Λ-ιξ1ἑεβ. ΜΒ Bi 是 4 的 


σα Ε ΡΕ, 即 


AB:= Βδι4--ἴ, 
那么 B=BI=B(4B) = (ΒΑ)Βι- ΙδΒι- δι 
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β η, πΙ 4Η ΕΜ ΛΕΜΕ ΣΣ ΗΕ-- ΠΗ. 3ἑ|Π 10 π᾿ ο 1Η Με Α 
[9112 βΡ}54Ε Απ. ΝΑ 也 是 可 逆 挎 阵 , 而 
(4 9-4. 
又 如 果 4，B 都 是 nxn πε, 35. ΑΒ 也 是 可 逆 和 抢 ΗΕ, 
而 | 
(48)1- ΒΑΓ 
容易 验证 ， 域 了 上 所 有 mxXw ΠΣ ΧΕ ΒΤ5Β ΜΗ ΧΜ κ 
于 矩阵 乘法 组 成 一 个 群 。 这 个 群 不 是 交换 群 。 它 的 单位 元 素 
Βλ Αλ: ΕΡΕ, 而 4 的 逆 元 素 就 是 4， 例如 ，Ks 上 一 共有 
下 面 6 个 2x2 可 道 矩 阵 : / 


oo {ο τ) 
[1 1} {1ο} (11) 


它们 组 成 一 个 6 阶 群 . 

下 面 的 定理 说 明了 可 道 甜 阵 的 一 个 几何 意义 . 

定理 1 ΑΜ λε Ε Γή {ΕΙ Ἐξ 35 间 ，{el，es，…， 
6.) 是 它 的 一 组 基 。 Ὀ νι, νο, :',ν. ΒΡ απ Ε, 将 
Vi(1<&i<&n) 表 成 el，es，…，e* 的 线性 组 合 : 


Mp i) αμς δ, 4 一 工 ， 2, .... τὸ, (1) 


令 4 = (qi )1<eycn。 
那么 和 是 可 逆 和 矩阵 ， 当 且 仅 当 {νι, γ., ''', γι} 也 是 六 的 一 
组 基 . / 
证 . 设 ΑΕΠΙ ΧΕ, ΒΒ εΧη ἘΠ βε ΒΒ κ 
AB= BA=I. 
将 已 与 作 ρου 
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那么 


1, = 6, 
2 buen —| ἨΈ (2) 


. 0, 1π3ὲ ὑπεά, 
将 (也 式 中 了 改作 和 了 改作 名 就 有 


Υ-- 2 απεν. 
将 上 式 双方 乘 以 bw 再 向 了 求 和 , 然后 利用 (00318, 就 得 到 
> ba; -» Di Σ CinOF — Ὁ (> bya )er = Os. 
-] . 15.1 κ--1 1 Ἡ--1 


-- 
这 是 说 θι(1ςἐςπ) 表 成 了 Vi, νο, …, ν. 的 线性 组 Α. [Β 
ἴθι, Θ», ''', 6,} 是 六 的 一 组 基 , 所 以 的 任 一 向 量 都 可 以 天 
Πὲ σι, νο, -'', Vs 的 线性 组 合 , 那么 {V1， Νο, ον, γι} 的 一 个 
极 大 线性 无 关 向 量 组 就 是 六 的 一 组 基因 dmV=n, 辽 的 
任意 一 组 基 中 元 素 个 数 都 是 %， 所 以 {Vi,， Τα, τε, Νε) 就 是 人 
的 一 组 基 . 
反 过 来 , 设 {vi，va，…，Vy 才 是 太 的 一 组 基 , 那么 有 


οι) byvs, δω Ε.Β, ὁ-1, 3, «en (8) 
(9) ή ὁ η, 1, 7 改 成 6 再 代入 (1D) 式 ,就 得 到 
σι σαι Σ πλ. ὃ (Σ aubye ) vi. 
. }--1 ἆ-ε] Κε] Ἁήπεῖ 
ίτι, σε, νι ΞΕ V 的 一 组 基 ， 所 以 
1， 如 果 “一 局 


2 如 果 i 
令 b= (δι) 1.4, ἐ«π} 
那么 ( 约 式 就 是 说 | 
ΑΒ--1. (6) 


另 一 方面 , (1) ποιῇ ὁ Β.Π, 了 收成 及 再 代入 (3) 式 , 就 
得 到 


ο 165 ο 


Bi 一 之 ,by δ) σπθι ο) ( bya ) ex。 
. πι 1 {51 ΜΞῚ 


k= Ξ-1 


因 ἰΘι, 65, “'', Θα} 是 广 的 一 组 基 ， 所 以 


ς 1， 如 果 ὁ--}, 
ο) ἕνα cc 如 果 1 了 大 
这 就 是 说 | 
ΒΑ--Τ. (6) 
Η1(6), (6) 两 式 可 知 4 πι 15ΕΕ, 
这 证 明了 定理 1. | 
仍 设 4 是 域 瑟 上 的 一 个 %xm 和 矩阵 , 而 m 之 I， 规定 
4m 一 站 ,44 
πι 


容易 验证 , 当 m, nn 之 1 时 ,有 


Am, 4π-- 4 (7) 
( A™) η... Απ. (8) 
ΑΠΕ, 还 可 以 定义 
Α5--1, 


Α-5-.(Α-}, πα}, 
这 时 , (7)，(8) 两 式 对 于 任意 整数 mw 和 % 痢 成 江 ， 
再 设 妈 是 域 Ρ 上 的 一 个 名 xX% ΒΡΕ, 写 
4 一 (αυ) latem, lafen . 
设 cEF.， 造 一 个 矩阵 
O= (Cy)1ctcm1iciens 
其 中 Cy= C0y, t=1, 2, τν. Mm; 9 一 了 2，。… %, 
我 们 把 O 叫做 用 中 的 元 素 。 去 乘 4 所 得 的 积 , 记 作 
C 一 C4 
容易 验证 ， 万 上 所 有 m xn 矩阵 组 成 的 集合 对 于 矩阵 加 κ 


9 169 » 


法 和 用 & 中 元 素 去 乘 矩阵 的 乘法 来 说 ， 是 一 个 向 量 空 间 . 特 
刑 ,我 们 有 

| ο(4--Β)--εᾶ--οβ, 

(c+ad)A4=cA+aAd, 
(ced) Α--ε(ἀβ), 
14=4. 

用 Εν 表示 仅 在 (i, 力 位 置 上 的 元 素 是 1， 而 其 余 位 置 上 的 元 

素 都 是 0 的 几 xm 和 矩阵 ,那么 任 一 吧 xm 抢 阵 


A= (αυ) 1«{-πι1«ἠςῃ 


可 唯一 地 表 成 
Α-Σ Taupe. 
因此 {Bw|%=1， 2, Μας, m; 1-1, 2, σσ η) 是 这 个 问 量 空间 的 
一 组 基 . 还 可 以 验证 下 面 的 运算 规则 也 成 立 . 
c(AB)= (cA)B= A(cB). 
把 一 个 矩阵 4 的 行列 互 换 , 所 得 到 的 算 阵 叫做 Α μὴ δὲ ἘΚ 
和 矩阵 , 记 作 4. ψὲ 4 Ἐ πι κα ΚΕ. 


ὦιι ὦτα U1n 
ὤ Ω͂ wv . 
4=-| .| 
ml πια … πι 
那么 Α’ 就 是 nxm ΧΕ. 
αιι Οχι “Cl 
ΑΙ -- ια Wag ”'"" Ἴῃο 
Cln (2η απ 
容易 验证 
(Α!' 一 4， 


(4+B)'=A'+B', 
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(ΑΒ)'-- Β' Λ'. 
(ο4)' --ϱ Δ’ 
ΕΙΒΨΖΠ3] 81 Τ ΡΗΤΗ, ΒΠΠΙΞΊΔΉΗ, 28118 
算 , 用 了 中 的 元 素 去 乘 窍 阵 的 运算 和 转 置 运算 ， 江 列 出 了 它 
们 的 一 些 运算 规则 、 这 些 运算 以 后 种 要 用 到 . 
我 们 先 利 用 惩 阵 的 乘法 运算 去 研究 和 矩阵 的 行 的 初等 变 
μα, ΠΕ ΓΞ: Ἠ}Ρ}λΗ8 πι Χπι 矩阵 叫做 mxm 初等 矩 


1 | 
| | 
ΠΠ 


9 “Ἴ ͵ 第 5 行 


1 | 
τ 
4 
列 


这 是 一 个 对 角 和 矩阵 ， 主 对 角 线 上 除 (2, 全 位 置 元 素 是 。 以 外 ， 
其 余 元 素 都 是 1 而 c 关 0，( 我 们 永远 约定 , 矩阵 中 没有 写 出 
元 素 的 空白 地 方 都 是 一 些 0.) 

1 


i Py- 


μα 
ο 
πα 
ο 

σὴ 


9111. 


1 


不 难看 出 , 将 一 个 和 xm 和 矩阵 4 从 前 面 乘 以 D,(e) 相 当 于 将 4 
的 第 《 行 滋 以 e 而 其 余 m 一 1 行 都 不 变 的 作用 在 行 上 的 第 一 
种 初等 变换 . 将 .4 μΗΠΙΣΕΡ ΡΕ ΤΑ 1, 11 
对 调 而 不 改变 其 余 mw 一 2 行 的 第 二 种 初等 变换 .将 4 从 前 面 
δε Τυ( 相当 于 将 4 的 第 4 行 加 上 第 7 行 乘 以 4% 的 乘 
积 而 不 改变 其 余 m 一 1 行 的 第 三 种 初等 变换 ， 因 此 我 们 把 
Ῥιίο), Po Tw(d) 分 别称 为 第 一 种 、 第 二 种 和 第 三 种 初等 趣 
阵 ， 同 样 , Επιχ ΕΕ 4 ΛΕΕΙ η Χα ΛΕΝΕ Τι(ο), 
Py 和 了 Ty(Q) 分 别 相 当 于 在 4 的 列 上 作用 以 第 一 种 、 第 二 种 和 
第 三 种 初等 变换 . 

显然 初等 抢 阵 都 是 可 道 矩 阵 ， 而 且 它 们 的 道 矩 阵 仍 是 初 
等 矩阵 .实际 上 ， 

Ῥι(ο)-᾽-- Ῥι(σἳ), 
了 了 一 已 
Ἰμ(ά)Ἱ--Τυ(--α). 

引进 了 初等 矩阵 以 后 , 8 2 定理 5 可 以 改 述 成 

定理 2 设 和 4 是 域 了 上 的 nxwn 矩阵， 那么 可 以 将 4 从 
前 面 依 序 乘 上 有 限 个 初等 矩阵 以 后 化 成 一 个 阶梯 形 和 矩阵 . 

我 们 可 以 利用 和 拖 阵 的 秩 来 判断 一 个 mx%u 和 矩阵 是 否 可 道 ， 
我 们 有 
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πι 4 ΒΙΑ Ε Επ κπἀβΜε, ΒΔΑ Α.Α 
ΜΕ, 当日 仅 当 rank 4 一 多 
证 ， 设 4 是 可 道 和 矩阵 , 那么 有 和 矩阵 B 存在 使 


BA=I. (9). 
今 B= (icey<n 
那么 比较 (9) 式 双方 第 纪行 (1<i<n) 就 得 到 | 
(δμδι---δμ) 4--θι, ὑ--1, 3, *…, η, (10) 


而 οι 5 ὁ -λ} ΕΕ 1 ΠΠΉ ΔΕΑ} ΒΗ ΗΡΑ 0 {8 θε τ[ΠἈ. 6 
4 {856 1π(1ς 1) 的 行 向 量 记 作 ay 那么 (10) 式 可 写作 


η 
ο ὄμβι--θι, b=1, 2, πλ. Τι 


这 就 是 说 ,edi，e>，…，e, ἩρΠ ΙΕ ϑι, 8», στ, Bw 的 线性 组 
8. [βίθι, 6», ''., Θ᾿) ΚΡ ι(Θ) 的 一 组 基 , 所 以 站 2) ΕΠΗ: 
一 向 量 都 可 以 表 成 aa Βα, '', ἃν 的 线性 组 合 ， 这 样 {a 
,8 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 就 是 (1) 的 一 组 基 . 但 
dimV,(F) =n, VV,(F) 的 任何 一 组 基 都 由 % 个 向 量 组 成 ， 所 
以 {ai，as，…，8n 就 是 了 (的 一 组 基 ， 因 此 8ι, 80, ''', Ἆρ 
线性 无 关 . 于 是 rank A=n. 
反 过 来 , 设 rank 4 二 mn, 那么 根据 定理 2， 有 有 限 个 初等 矩 
με Κι, Κι, --:, Κι, ἈΙΠΙΚΡΡΛΗΠΒΕ 4 以 后 ， 得 到 的 算 
阵 
Αο-- Ε.Ε, BBA 
是 阶梯 形 和 矩阵 。， 因 rank 4=m，4e 不 能 有 元 素 全 都 是 0 的 行 
出 现 ， 而 且 Αο 的 和 行 中 从 左 往 右 数 第 一 个 非 零 元 素 都 是 十 
这 % 个 1 分 属于 % 个 不 同 的 列 , 它们 同 列 的 其 它 元 素 都 是 0. 
ΕΙ ΛΕΝΟ ο”, | 
Ε.Ε. ι.::Ε.ΠιΑ--1. (11) 
μι) ΞΕΝΗ ΕΜ, ΒΕΛΗ ΙΕΚ ὕκ 76 Ε 
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Ες, Επι, ο. ΕΙ, Bi! 之 后 得 出 

A= Εν. Εν... Ες, (12) 
再 将 上 式 双 方 从 后 面 依 次 乘 上 Κι Μι, μα. Κα, Κι 之 后 得 
到 


ΑΕΕ, ι--.ΕιΕι--1. (18) 
(11)、(13) 二 式 表明 4 是 可 逆 和 矩阵 . 
这 证 明了 定理 3. 


在 证 明定 理 3 的 过 程 中 我 们 实际 上 还 证 明了 

系 理 工 设 4 是 域 太 上 的 m xm 可 斤 和 矩阵， 那么 4 一 是 
是 有 限 个 初等 矩阵 的 乘积 . 

证 .注意 ， 在 定理 3 的 证 明 中 我 们 得 出 了 (12) 式 . 因 初 
等 矩阵 的 逆 矩 阵 仍 是 初等 矩阵 ,， 所 以 4 是 有 限 个 初等 矩阵 的 
36 Τη. | 

我 们 还 有 

系 理 2 设 4 生 是 域 到 上 的 两 个 mxm θε, 那么 4 
πι ΕΛΑ, “ΗΒ mxXxm ΗΑΕ ΡΒ ΓΑ- Β, 

证 . 设 4 和 B 行 等 价 ， 那么 就 有 有 限 个 mxm 初等 矩 
阵 Κι, δία, »'', ΒιΤΡΤΕ 8 

Ε.Ε, ι--:Ε.Β,Α--Β. 

Δ» P= Ε,Β, ι:.:ΕοΒι, 
就 有 4= 了 2. 

反 过 来 , 设 PA= 了 ,而 卫 是 可 道 矩 阵 ， 根 据 系 理 卫 可 将 
ΡΕ ΡΤ ΡΕ β: 五 ;,， 卫 *。，…， 五 。 的 乘积 

P= Β,Ε, ι.::Ε.Ει 

于 是 Ε.Β, ι'. HBA=B, 
这 就 是 说 44 和 台 行 等 价 . | 

下 面 我 们 介绍 一 下 矩阵 的 分 块 。 这 是 一 种 比较 方便 的 处 
理 矩 阵 的 方法 。 先 看 一 个 人 例子。 考察， 上 的 4x4 ΗΕ 
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| 1 
如 采 令 Αιι-- | 0 


Ακτη 
21 1 


就 可 以 将 4 Ἠ{Έ 


OO OO PP ο η 


αν ΜΝ 
Α- 
Αρ Αοὐ)’ | 
这 时 ΑΗ Αι, Αιο, Αρι, 4 都 是 2x2 和 矩阵 .一 般 地 , 设 4 
1ὲ μὲ Ρ' ΕµΗ πο Χπ Άσε, 假定 吧 可 以 分 成 * 个 正 整 数 和 pt πια, 
…， ms 的 和 , 而 多 可 以 分 成 去 个 正 整 数 生 ,ro，…， 赂 的 和 
Ὥν -- η -ἴ Πιο πε, τε--τοι πο 十 1 
用 4y(1<i<s, 1ς1ςέ) 表示 将 4 中 除了 第 
4 二 2 十 十 T9041 十 2， ri 十 992 十 十 WU-1 十 2， 
二 二 
行 以 外 其 余 的 行 都 划 去 , 同时 将 4 中 除了 第 
十 十 一 十 Wi 十 1 91 十 mi 十 … 十 01 十 2， 
… πα πο ο πι 1 Γη 
列 以 外 其 余 的 列 都 划 去 , 剩 下 的 mw 1 σεις 31 ΡΜ πι πι 
με, 那么 可 以 将 4 写作 


Ὁ. δ 5 ἡ ἡ δ ἃ ἡ 8 ο δ ἡ ἡ ε : ἡ 
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更 设 BB 是 也 上 的 mnxi βρε, 2Η ΕΤ ΤΙΕΦΕΒΚ PP 
ls, κ“; 六 的 各: | | | 
η 1 
用 Brn(1<I<s, 1η) 4529 8 Ημ Γ3Β 
4 Πιο -Ἡ-'' πι ι 1, Τι πο”. αι ι 2, 
“十 十 Wi 十 Wy 
行 以 外 其 余 的 行 都 划 去 , 同时 将 B 中 除了 第 
十 十 {-ἶκ 1-1, ἔμ--ζᾳ-{-:.---χ 1-2, 
τη αγ ο ἰ τοπ Γἶν 
列 以 外 其 余 的 列 都 划 去 ， 剩 下 的 πε 1283Ε48 Βὲ {8 πι κκ 8 
με, 那么 可 以 将 BB 写作 


于 是 有 分 块 矩 阵 的 乘法 公式 
48 = (Ου, 1ςέςδι1 «κ τρ 
其 中 σα-Σ Αμβῃ, 


而 上 式 中 乘法 和 加 法 分 别 是 矩阵 乘法 和 加 法 . 

分 块 矩 阵 同 样 也 有 一 个 加 法 公式 . 但 比 乘法 要 简单 得 
多 , 我 们 就 不 写 出 来 了 . 

最 后 我 们 引进 线性 映射 的 概念 ， 这 又 给 出 矩阵 的 一 个 几 
何 解释 . 

定义 1 设 矿 和 本 是 双 上 的 两 个 向 量 空间 .从 下 映 入 
到 的 一 个 映射 0 

| σ. /-»Ι 

ΙΟ ν 31 ὑΖ 之 中 的 一 个 线性 映射 ， 如 果 它 满足 以 下 两 个 
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条 件 : 
i) 对 任意 Vi, V2 EV ,都 有 
σ(τι νο) =o (v1) -σ(νε), 
η) 对 任意 cEF 和 VET ,都 有 
σ(εν) --εσ(ν). 
例如 , 任意 给 了 Ρ ΕΙ --Ί-ποχη ΚΒ 
一 (Csy)1i<tcms1<f<n 
那么 从 也 (CD) 到 ΥΣ) πα Βὴ 31 
(Ci，C2，…，Gdm) 一 (01，02， “'', ἄμ) A 
就 是 一 个 线性 映射 ; 同样 从 了.(CZD) 到 Μπα ΑΗ 
(01, 2, On) > (0, G2, ln) A 
也 是 一 个 线性 映射 . 
现在 设 让 是 也 上 的 m 维 向 量 空间 , 而 WW 是 % 维 向 量 空 
闻 ， 选 定 丰 的 一 组 基 {θι, e，…， em} ὙΠ 的 一 组 基 {11, 
fs,…, f,}. 再 设 c 是 从 三 到 玉 的 一 个 线性 映射 .如果 
σ(θι), σίθι), "'', 0(em) 已 知 ,  Τ 中 任意 一 个 同 量 Y ἘΠΕ 
成 et，e6s，…，en 的 线性 组 合 
一 0161 十 does 十 .十 Cren ας, 
而 σ 是 线性 喘 射 ,所 以 
σ(Υ) -αισ(θι) + 020 (82) + "dmo (Om). (14) 
因此 c Η1σ(6ι), σ(θ;), "'', σ(θᾳ) 完全 确定 ， 因 σίϑι) (1- 
;<m) 都 是 酌 中 的 向 量 , 可 将 它们 表 成 名 , ἐν το, τν 的 线性 


组 合 : 


σ(θι) -Σ a αμΕΕ, ὁ--1, 9, ---, πι, (16) 
一 1 
那么 o 就 确定 了 一 个 m Xn ΧῈ 
Α-- (μη) 1etcm lafen. (16) 


4 叫做 线性 映射 o 的 矩阵 ， 反 过 来 ，o 由 矩阵 4 唯一 确定 . 
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实际 上 , 给 了 一 个 m Χα ΕΕ (16), (14) 和 (15) 式 就 唯一 确 
定 了 线性 映射 o， 因 此 矩阵 就 成 为 研究 线性 映射 的 重要 工 
其 . 


ΜΡ {3 4ἑ}ε54 5} σ 所 确定 的 矩阵 (16) 显然 依赖 于 
V 的 基 {ei， 62， στο Θρ) ΠΡ 1 {1ι, ἕο, 本 ft 的 选取 . 现 
在 在 六 中 另 选 一 组 基 {el，e2，…，8 路 , 并 在 WW 中 另 选 一 组 基 
{fi, 8, »'', Γι), ΥΕ 
σ(οί)--Σ bf’, BJEF, ἐ--1, 9, εἰς, 5, (17) 
那么 ac 相对 于 的 基 {el， ez，…，e 和 六 的 基 {fi, f2,，….， 
δ) Ἡ ΠΚΕ {η γυη ΧΕβε 
B= (bi) Ρα 
我 们 来 研究 4 和 B 的 关系 ， 根 据 定 理 1, 可 设 
6, 一 > Ὅπθκ, ὑ--1, 2, ολες Τῦ, 


fi 一 oofy， l=1, 2, ο", τι, 
i=1 


| 其 中 P= (Φα) τε καπ» Q= (σι) 1«Ε «η. 
分 别 是 了 上 的 mxm ΠΙΑ ΛΕΡΕἨΙ η Χα π[ ΙΕ, 3ΣΊΠΒ 
σ (6ι) 一 Σ ρωσ (οι) 一 Σ ρα Σ ἄμε 


一 之 Dip δι αι] >2 Ci 过 
和 me ἷ--1 πε] 


比较 17)，(18) 两 式 , 得 
biy = > Y paaugs, i=1, 2, 1m; j=1,9..,n (19) 
再 根据 和 矩阵 匀 法 的 定义 , (19) 式 即 表 明 
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B= Ῥ40 (90) 

定义 多 ΝΑΤ ΕΣ ΓΗ πικα ε Τα 
上 的 mxm ΠΚΕ Ρ η Χα ἘΠ ῳ 存在 ， 司 得 
(20) 式 成 立 , ΡΕ{ΠΙΑ 4 5 8 3 0, 

根据 上 面 的 讨论 可 知 ， 从 六 Ιλ. Ἡ) 的 一 个 线性 映射 相 
对 于 和信 中 不 同 的 基 所 确定 的 矩阵 一 定 等 价 . 

定理 设 4 是 丸 上 的 人 xm 矩阵, 并 假定 4 的 秩 等 于 
7。 那么 4 一 定 和 下 面 这 个 和 矩阵 等 价 ， 


To 0 
| 0 OMm-r, -ο) (21) 
证 ， 根 据 $8 2 定理 5 和 本 节 定 理 9 的 系 理 2 πι Χ πο Β[ 
逆 和 矩阵 Ρ 存在 ,使 4 ΡΗΤΗ ΕΕ 


0...0 1 «...κ 0 δε... 0 --..4- «.. ϱ κα... 
0...0 0 0...0 1 we QO κ... «.. 0 κε..- | 
0...0 ϱ 0...0 0 0...0 1 其 600- 新 --: 0 κ... ΚΚ ΕΙ 


0...0 0 0...0 0 0...0 0 0...0 «.. 1 κ... 
0... 0 0...0 0 0...0 0 0...0 -.. 0 0...0 

... «.. oo | λες 
0...0 0 0...0 0 0...0 0 0...0 .… 0 0.…0 


可 设 Αο 的 第 6 行 (1<i<7) 的 第 一 个 不 等 于 0 的 元 素 工 位 于 
第 及 列 ， 而 1 委 而 和 如 <…< 太 sm 38 4ο [ή (1, ἆ) [1 Ἐ μΒ 
元 素 记 作 σα. 那么 将 4ο 从 后 面 乘 以 wxm 的 第 二 种 初等 怎 阵 
Ρα 之 后 ,再 从 后 面 乘 以 wx 的 第 三 种 初等 矩阵 之 积 . 
π Ῥμι(--αιῳ)” 五 Ti — 8) Π Τι.(-αι.,) 
νὰ ΑΣ 条 = 和 rr 二 1 
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ΠΕ, 当 某 个 ὅι.--Ὁ 9 时， pea) -- Ὁ, 就 将 Ας 的 第 一 行 
成 
| (1060--:0) 
απο 
而 4o 的 其 余 各 行 保 持 不 动 ， 把 这 样 得 到 的 矩阵 记 作 41， 绸 
将 Αι 后 面 乘 以 mx7m 的 第 二 种 初等 矩阵 Ραμ 之 后 ， 从 后 面 再 
来 以 nxwn 的 第 三 种 初等 矩阵 之 积 


- 并 
Η Ta — αι) ee ， 1 Τη (— Qo) 


划一 无 3 十 工 


就 将 Αι 的 第 二 行 变 成 
(0100-…0)， 
π--2 个 0 
而 Αι 的 其 余 各 行 (包括 第 一 行 ) 保 持 不 动 , 如 此 继续 下 去 ,可 
见 将 4o 从 后 面 薪 以 春 干 个 %xw 初等 矩阵 的 乘积 之 后 ， 可 将 
Αο 1([χ(-1), ΡΘΕ ΗΕ ΕΠΕ, {τ Β οΧτ 可 
1 48 με ὦ 存在 使 上 4Q= 4oQ 即 为 矩阵 (21). 
358 ΡΕ γυκτ πμ; Απ} ΒΒ}, 当 且 仅 当 它 
们 有 相同 的 秩 . 
矩阵 (21) 叫做 秩 为 了 的 m Xn 蝶 阵 在 等 价 变 次 下 的 标 准 
形 . 
现在 设 o 是 了 上 的 % 维 向 量 空间 六 到 它 自身 之 中 的 一 
个 线性 映射 ， 选 定 矿 的 一 组 基 {θι, Θ., …, ϐ). [8 σ(θ1), 
σ(θο), ''', σ(θῃ) 都 是 六 中 癌 量 ,可 将 它们 表 成 e，8es，…，en 
的 线性 组 合 : | 
σ(θὴ -Σ qayey, ayE FP, ὁ-1, 9, ρα, (99) 
这 样 , 相对 于 天 {Θι, e，…， Θ,], σ 就 确定 了 一 个 nxXn με 
A= (6) 1ο) «). 
4 叫做 线性 映射 c 相对 于 基 {tei， ea，…，e@s ΕΕ. 反 过 来 ， 
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σὔ ΗΕ 4 唯一 确定 ， 再 设 {el， όν, …， 8%} 也 是 六 的 一 组 
基 , 并 设 


σ(οι) Shp, byEF, i=1 2; “ιν (25) 
那么 相对 于 基 {et，e@，…， 6), σ 又 确定 了 一 个 nxXn 矩阵 


B= (δη). ΗΓ 
我 们 来 研究 4 和 B 的 关系 .根据 定理 及 其 证 明 , 可 设 


π 用 
ο πα ) 1: ππ 。 
θι-- δι Ῥηθ,, Θὲ 21608), ὐ--], 2, »'', τὸ 


而 | P= (pcan Q= (Qi) 1c4f en 
ΒΞ Ἡ ΙΕ ΡΕ ο χμ 可 逆 矩 阵 , 即 

PQ— QP=TY 
我 们 有 


σί(θι) 一 40 (87) = 2 ση δ) απθς 
| 3-1 和 1 ἐπὶ 
一 他 ση ὦ ας 之 Duiei 
-Σ(ΣΣ ανακρω)ο' (24) 


τα 一 上 此 一 


比较 (23)，(24) 两 式 , 得 到 
δι-ΣΣ ζμαπρη, ὁ, l=1, 2, όν, τὸ 

即 B=QAP=P AP. | 

定义 8 矿 上 两 个 mnxn 和 矩阵 4 和 和 B 叫做 相似 ， 如 果 有 
了 上 nxwn ΠΏ ΡΊΕ, ΚΗ 8-- ΠΑΕ, 

根据 上 面 的 讨论 可 知 , ΜΡΒΙΛΈΗΠΗΖημΗ--- “6 ἑΕ 
映射 相对 于 六 的 不 同 的 基 所 确定 的 惩 阵 一 定 相似 ， 关 于 十 
阵 在 相似 下 的 标准 形 , 将 在 本 章 最 末 一 节 中 讨论 ，, 
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$4 线性 方程 组 


设 志 是 任意 一 个 域 ,ov 人 一 1， 2,…, πο 191, 2,…, τ) 
和 δι(ὁτ-1, 2, -.', πο) 都 是 了 中 的 元 素 ， 而 σι, αι, ''», αι 是 
νι 个 文字 , 那么 
61101 十 G13023 十 十 Cln2n 一 101 
02101 十 Ga202 十 … 十 Cor00 一 20a 


(1) 


Camd101 十 Gom272 十 十 Gor0n = Om 
ΜΠ [6 νι Ἴ---Εαι, σε, …， zr 的 mr 个 方程 的 线性 方程 组 ， 采 
用 矩阵 记号 , 令 { 
A= (Gi) 1 atam, 1 κ) «ην 
X= (οι, Wa, .'', Φι), 


b= (ὄι, δ», ΗΝ, bm). 


那么 方程 组 (1) 可 以 写成 下 面 的 简 式 


4X' 一 b (2) 
ΕΞ, ΕΧΕΙ Χ 看 作 1xn 和 矩阵 的 转 置 矩阵 , ΠΠ b 36 
示 将 了 看 作 工 x 轻 矩阵 的 转 置 抢 阵 ， 所 谓 求 线性 方程 组 (2) 
的 解 ， 了 吏 是 在 了 中 求 出 和 个 元 素 οἱ, ce，…，c， 将 它们 代入 
(了 中字 个 方程 里 , 结果 得 到 以 个 等 式 ; 换 名 话说, 令 
C= (C1, C2,***, 6), 


如 果 Ac’'=b’, 


. 我们 就 说 61, ca,…, cn 是 (了 DD) (或 (2)) 的 一 组 解 , 也 说 6 是 (1) 


(或 (2)) 的 一 个 解 向 量 . 

当 0 一 0 一 … 一 0 一 0 时 ，( 了 和 (2) 又 叫 齐 次 线性 方程 
组 ; 否则 了 瑟 叫 非 齐 次 线性 方程 组 ， 

我 们 先 讨 论 齐 次 线性 方程 组 ， 用 0 表示 分 量 都 等 于 0 的 
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“一 < 上， i ET . 


m 维 行 向 量 
0= (ο, ο, ---, 0), 

πο 
那么 多 个 文字 的 径 个 方程 的 齐 次 线性 方程 组 可 以 写成 

ΑΣ’ --ῃ’. 
其 中 4 是 上 的 πι Χπ ΒΡΕ. 

定理 1 设 书 是 一 个 域 , 4= (ay)ictcmisjcr 是 了 上 的 一 

个 mxn 矩阵 , 那么 齐 次 线性 方程 组 : 

Απ’ --0' (8) 
{η ΒΒ [π ἘΚ μὴ 4: μ:44 ΥΕ) 28Η], 如 果 rank 4 一 
这 个 子 空间 就 是 nn 一 7? 维 的 . ‘这 个 子 空 间 岂 做 线性 方程 组 
(3) 的 解 空间 ,) 


证 ， 攻 
C= (οι, σα, “'', ση), d= (ἆι, da, --., ἄν) 
是 (3) 的 两 个 解 向 量 , 即 
Ac'=0', Αα’ -0', 
那么 


A(c+d)’=A(ce'+d) -- 4ο’ ἠ- 44 --0 1-0 -- 0’. 
因此 e+d 也 是 (3) 的 解 向 量 、 又 如 果 6 是 (3) 的 解 向 量 ， 即 
40--0. Πας, κα 
Α(αο)!-- Α(αο') -α(49') --α.θ’ --0’ 
因此 ce 也 是 (3) 的 解 问 量 ， 于 是 根据 $1 定理 4 知 ，(3) 的 解 
向 量 的 全 体 组 成 了 ,() 的 一 个 子 空间 . 
我 们 再 证 明 , 如 果 卫 是 上 的 mxm Ἡ[ ΡΕ, 那么 齐 
次 线性 方程 组 (3) 的 解 空 间 与 
(ΡΑ)κ' --0' 
的 解 空 间 一 致 ， 实 际 上 , δὲ Αο'--0’, 那么 显然 有 
(54) ο’ --Ρ(49) = -- ΡΟ’ --0’, 
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反 过 来 , 设 ( 人 人 4)c 0,70 ΡΒ Ρ ή ΗΕΕ, 那么 

Α6' --(ΤΑ)ο'--((Ρ-1Ρ}Αγ6' --(Ῥ-:(ΡΑγ)ο' 

-Ῥ-((ΡΑ)ο) --Ρ-:0'--0'. 
设 rank 4=7, 那么 根据 383 定理 5 可知 ， 有 mxXm 可逆 

矩阵 了 存在 ,使 PA4= 4ο 是 阶梯 形 矩 阵 . 

0...0 Tee- Οκ Οκ...«-- θέ 

0...0 00...0 ieeeg Oe oe ενα 

0...0 00...0 00...0 1κ-..α .» Οκ...͵1} ΤΙ 


4 = σου .ος -.. 85» Ὁ ο. (4) 
0...0 Ο0...0 00...0 00...0 ... 1....α | 
0...0 00...0 00...0 00...0 ... 00...0 
ΜΡ s+ «.. «. π-- 11 
0...0 00...0 00...0 00::.0 .… 00...0 
那么 43) 的 解 空 间 与 
Aox’=0 (6) 


的 解 空间 一 致 , 因此 要 证 明 (3) 的 解 空间 是 w 一 r 维 的 , 只 要 证 
明 (5) 的 解 空间 是 w% 一 7 维 的 就 行 了 . | 

设 Αο 的 第 i 行 (1<i<"7) 中 从 左 往 右 数 第 一 个 等 于 的 
元 素 在 第 hh 列 ,那么 

1<E < hh «πι 
注意 , 从 4ο 的 形状 可 以 看 出 ， 当 任意 选 定 Fe(Z) 中 一 个 向 量 
ο 的 第 1, 2, ο. ἔι--1, bi 十 1, δι, »'», ἕο-1, 9-1, 
1-2, «:., ἆφ--1, -.', .ἆν--1, ὧν, ἔνΠ-2, «'', τε 分量 οι, 
ῥα, ον Ch—1, Cht1s Ον, "Ὃν Cks~1s να Ca+2 “> Οξ-ι» ὃν 
Οχι Οκ. 11» Ckrt2s “> Cn 后 ， 从 条 件 Αοο’-- 0’ 可 唯一 地 算出 
ο 的 第 δι, δν, ---, 本 分量 cu， ον, …， cu。 实际 上 ， 设 (5) 的 
第 “个 方程 (1 入? 入 中 是 
writ OR Pr ἡ αι θεμα αδεια σκι 


0 0 (0) -- 
ο μα ο ο κο) 
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ου ο ιν... 


上 Ὦ Ὁ 1-4 


那么 


kr 一 一 (cp? Ope t+» 十 wx --1θξ.ι-1 十 ago ειδε 

十 … 十 Qf ια ο 二 QtriCkp41 十 ** 十 Cincn) . 
由 此 立刻 推出 5) 的 解 空间 的 维 数 是 ”一 7 
值得 注意 的 是 ， 定 理 1 的 证 明 实 际 上 给 出 了 求 齐 次 方程 


ο 4 (8) 的 解 空间 的 一 个 方法 ,这 个 方法 的 核心 是 $82 定理 5 中 


介绍 的 消去 法 ， 
定理 2 ΤΕ Υ(ΡΗ- ΤΣΗ. 令 Ἢ 
Ρ'--{ν|νΕγ (δ) 而 V'Ww'=0 对 一 切 WwEW)， 
那么 Wr"* 也 是 六 ,(F) 的 一 个 子 空间 ,更 进一步 ,如 果 dmW = 
7, 那么 dimW"* 一 n 一 "7， 由 此 推出 (W"*)"=W, (我 们 把 7 也 
做 六 的 对 偶 子 空间 .) 
νι 1 κ) 的 子 室 间 这 一 点 的 证 明 完全 同 定理 1 | 
中 (3) 的 解 向 量 的 全 体 是 一 子 空间 的 证 明 一 样 ,因而 略 去 . 
设 dim 玉 =7r， 并 设 Wi, Νο, ''', Wr 是 W 的 一 组 基 ， 


令 


WwW, | | ! 
那么 4 是 个 >Xm 和 矩阵 而 rank4=7。 如 果 VEW"， 那 么 显 
然 有 


vw=0, %=1, 2, ντ 7 (6) 
将 上 式 求 转 置 就 得 到 
WVv'=0, ὁ-1, 3, ..', τ. (7) 
于 是 | 
4V' 一 0 (8) 


这 就 是 说 Y 属于 齐 次 线性 方程 组 
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Αχ’ --0’ | 9) 
的 解 空间 ， 反 过 来 ,如果 v 属于 (9) 的 解 空 间 ， 即 (8) 式 成 立 ， 
那么 (7) 式 成 立 , 因而 (6) 式 成 立 ， 因 {Wi, Wa,…, Wr} 是 人 W 
的 一 组 基 ， 所 以 Ἡ 中 任 一 向 量 Ww 都 可 以 表 成 它们 的 线性 组 
合 
W=CWit+Cr Ws - ο Γον, C1 EL, 
那么 根据 (6) 就 有 
ΨΥ! λέων ο οι 二 CW,)’ 
νο σι) 十 y(oow 人 十 … 十 了 (orwr) 
一 O(VW1) 十 co(YW9) 十 … 十 orCVW+) 
| Ξ- 10’ 十 c20' 十 … 十 cr0 --0, 
因此 VvEW*， 这 证 明了 WW" 与 (9) 的 解 空间 一 致 ， 根 据 定理 
1, (9) 的 解 空 间 是 mn 一 7? 维 的 ,所 以 dim W* -----τ, 

2175 η] (9). 设 dmW=7, 那么 dmW*=n 一 7， 
于 是 ἀἰτι()᾽--η--(η-τ)-:, 因此 根据 $1 定理 5 说 一 
定 有 W")"=W. 

这 样 定理 2 就 完全 证 明了 .。 κ 

下 面 来 讨论 非 齐 次 线性 方程 组 ， 我 们 先 证 明 

定理 3 设 了 五 是 一 个 域 , 4= (ci<tcmalsy<s 是 五 上 的 一 
Έ πιχ πι ΧΕΈΕ, b= (αι, ἔα, “'', ὅπ) 是 六 (2 中 的 一 个 问 量 ， 
ΠΥ 表示 章 次 线性 方程 组 


Ax'’=0 . (3) 
的 解 空 间 ， 如 果 Q&= (ὅι, Qs,…, ἄν) 是非 齐 次 线性 方程 组 
Αχ’ -- Ὁ' (2) 


的 一 组 解 , 那么 

d+W={d-+c cEW} 
就 是 (2) 的 全 部 解 的 集合 . 
| 证 . ἴζοεΥ, Βι 4ο’ -0', 那么 


。 186 。 


Α(ᾱ--ο)’-- Α(ἆ’ }- ο’) =4d 十 de 
--Ῥ' 1-0’ --τ' 
这 证 明了 dd 十 WW 中 的 向 量 都 是 (2) 的 解 向 量 . 
反 过 来 , 设 dj 是 (2) 的 一 个 解 向 量 , 即 44::--0, 那么 
A(di—d)'=A(d—d) =Ad—Ad 
~b'—b'=—0; 
这 就 是 说 dd 一 dEW. άι-ἆ- ος, 那么 
| dj=d+cEd+W. 
我 们 附带 提 一 下 ， 如 果 采 用 陪 集 的 语言 , 定理 3 可 以 说 
成 如果 非 齐 次 方程 组 (2) 有 和 解 , 那么 它 的 解 的 全 体 就 是 齐 次 
方程 组 (2) 的 解 空间 的 一 个 陪 集 . 
问题 是 非 齐 次 方程 组 (2) 是 否 一 “ 定 有 解 . 我 们 有 下 面 的 
κ 38, 
”定理 4 设 了 是 一 个 域 ΠΟ ΡΡΙΡ 是 了 上 的 一 
个 mxn ΗΕ, b= (δι, δο, ---, ὃν) EV,(F). Σ 
B= (4, b’), 
那么 非 齐 次 线性 方程 组 
ΑΧ' -- 1’ (2) 
有 人 解 , 当 且 仅 当 rank 4=rank B. 
证 . 设 卫 是 个 mxm 可 道 矩 阵 , 那么 仿照 定理 1 的 证 明 
可 证 《2 有 解 , 当 且 仅 当 
(ΡΑ}κ'-- ΡῸ' | 
ἘΠΕ. 根据 $2 定理 2, ἩΠΆΧΕΕΕΡ ΤΊ, 8 ΓΗ -- Bo 是 阶 . 
梯形 定 阵 ， 配 
Bo= (Ao, bo) 
其 中 46。 = ΡΑ, Ῥο- Pb' 虽然 rank 4 = Tank Αρ, rankB 
=rank Bo 看 (2) 是 否 有 解 ,只 要 看 
Αρχ = Οἱ (10) 
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是 否 有 解 . κ 
设 rank Α--τ, 305 4o 的 形状 是 (4)， 至 于 bo, 有 两 种 
情形 可 能 发 生 : | 


1) by=| 3 


: | 


这 于 rank Bo=Tank 4ο, 和 定理 1 的 证 明 中 完全 一 样 ， 任 意 
8 ΧΕ Ρ.(6) 中 一 个 向 量 e 的 第 1 2，…， ἕι--1, 而 十 二 
ἔι-2,-'', ἆα--1, ἆρ!-1, ἔρἠ-2, »»-:, ὅφ--], 人 一 荆 ἔς--1, 
δ, 1-2, κε % 分 量 Οι, cs， ?11 
ας ο. κας """» κριν Οκ,» κ δν 0 后 ， 从 条 件 Αρ0 = 

ο 可 唯一 地 定 出 6 μηῆβ]ι, ἔα, ''.', bi 分量 ὃς ων στη, οἱ, βὲ 
此 这 时 (10) 有 和 解 . | 


0 
ο“ 
9) bo=| 1 | 第 7 十 1 个 分 量 , 
0 
0 
这 时 Tank Bo=7 十 1>>rank Ao。 于 是 rankB>rank4 而 
(10) 的 第 7 十 1 个 方程 是 
0xzi 十 0 十 … 十 0 一 工 
ΒΡ (6) 中 任 一 癌 量 均 不 满足 上 述 方程 。 因 此 这 时 (10) 
无 解 . 
这 样 定理 4 就 完全 证 明了 。 
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值得 指出 的 是 ， 定 理 4 的 证 明 实 际 上 给 出 了 求 非 齐 次 方 
程 组 (2) 的 解 向 量 的 一 个 方法 , 这 个 方法 的 核心 是 用 $2 定理 
6 中 介绍 的 将 召 = (4，b)) 化 成 阶梯 形 矩 阵 的 消去 法 . 

定理 5 ΡΛ, ΑΒ Ρ Γ[ῃ εΧηββε, ΠΠ» ΕΡ.(ὦὴ 
那么 非 齐 次 线性 方程 组 

απ! --Ῥ' (11) 
有 唯一 一 组 解 , 当 且 仅 当 rank 4 一 %. 

证 . 设 (11) 有 唯一 一 组 解 , 根据 定理 8 μα 这 时 4X = 
0 的 解 空间 仅 由 这,《F) 中 的 零 向 量 0= (0, 0, .'., 0) 组 成 ， 
即 4x = 和 0 的 解 空 间 是 0 维 的 .再 根据 定理 1， 就 有 zank4- τι, 

反之 , 设 Tank 4=% [αδ-(4, b ) 只 有 % 行 ,所 以 

n>rank(A, Ὁ”) 

但 显然 如 果 4 ή δι, ὑα, ..., 纪行 线性 无 关 , 那么 B= (4, Ὁ) 
βῚ ὧι, δα, .'', 名 行 也 线性 无 关 ， 所 以 

ταηκ(4, b')>rank A=n,. 
因此 rank B=rank A=n 
那么 根据 定理 4 可 知 , (11) 一定 有 解 ， 仍 因 rank 4 一 n, 所 以 
根据 定理 工 知 4x'=0' 的 解 空间 是 0 维 的 。 于 是 根据 定理 3 
ΜΙ(11) 只 有 唯一 的 一 组 解 . 


835 行 列 πὶ 


行列 式 是 许多 读者 都 熟悉 的 内 容 .， 为 了 便于 查找 ,我 们 
把 它 的 定义 和 重要 性 质 列 举 出 来 ， 而 不 加 证 明 . 然后 骨 介 绍 
以 后 要 用 到 的 几 个 定理 ， 

定义 工 ὃ ιν, ἐμ, ..., ἐς 4:1, 2, τη τ 这 入 个 数 的 一 个 | 
ΑΕ Σὴ, 1, δ», τη, ὑντα, ΠΠ 加， 如， “Ὃ 两 两 不 同 ， 如 
果 在 排列 锯 , δα, την, ὃν ΠΒ ---Χ Χα ἐν ἩΙ ἐμ} 5: δ) Β ἯΕΤΕ δρ» ἐν 
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Πε, 那么 就 把 这 对 数 叫 做 一 个 送 床 。 一 个 排列 中 道 序 的 
总 数 就 叫做 这 个 排列 的 送 序数 ,用 8 (ὖι, ὑα, στο, ὄν) 来 代表 排 
2 δν, δα, »'', 入 的 道 序数 . | 
定义 2 设 卫 是 一 个 域 ,而 
A= (Qi)1c06sen (1) 
是 捕 上 的 一 个 nxn 矩阵 ,那么 4 的 行列 式 


σιι Wl2 "°° Win 


时 只 需要 过 只 


就 定义 为 下 面 的 和 式 


>, (--1) ding go "σης 
21, fa "δαν | 


其 中 求 和 号 是 对 1，2,…, n 这 %% 个 数 的 所 有 的 mn! 个 排列 求 
和 .- 因此 上 面 和 式 中 一 共有 w! 项 , 

显然 4 的 行列 式 是 好 中 的 元 素 . 

定义 8 设 4 是 域 上 的 一 个 nxn 和 矩阵 .如 果 |4|=0,， 
Αλλη ἡ ΕΝ. 如 果 |4| 关 0, 4 就 叫 非 异 矩阵 . 
/ 行列 式 有 下 面 一 系列 的 性 质 ， 这 些 性 质 对 于 计算 行列 式 
非常 有 用 .以 下 总 设 和 是 了 上 的 nxn 算 阵 (1). 
性 质 1 |4|=|4'|, 即 


- σιι (ια "'' πη αιι day ""' Wt 
6691 ίζ99 φας σαι - ια Can β.υ σα 
πι πο ”Con On (2η “'"" Onn 


性 质 2 将 4 的 某 一 行 乘 以 三 中 任 一 元 素 6， 所 得 矩阵 
的 行列 式 等 于 cl4|， 即 


α 18900 5 


[| “3.8 ἕδη 8 


σα CC “'' σαμιποἱ αι ai “'' Gm |. 


ο.  -- -ᾱ- --------.ι ἱ---υ--υ- 


ὅηπι (μα “"" nn Oni (μη nn 


性 质 3 将 4 的 某 两 行 对 调 ， 所 得 矩阵 的 行列 式 等 于 


ὄιι ια "'' ἄιῃ TA ἄια “'"'"' σιν 
σαι αμ Gin απ αρ αμ 
πι Ορ ση αι αμ αμ 
πι να "'" Cnn πι (μα """ Cnn 


特别 , 4 了 的 特征 为 2 时 ,将 4 的 某 两 行 对 调 , 行 列 式 不 
变 . / | 

性 质 4 将 4 的 某 一 行 加 上 另 一 行 乘 以 中 的 任 一 元 
ὃς ὦ, 行列 式 不 变 , 即 


ὅτι στ “°° Οι" σαι σιο ... σι 

σι (τ CLin αμ αμ ση 
志和 = 

σι αρ ση Qn dds αμ ἆαμ Gin + da 
Fe | 名 和 二 δ 

(μι ση ”Cn Cnl dn9 --- Unn 


性 质 2, 8, 4 实际 上 说 的 是 作用 在 一 个 ”xm 乞 阵 4 的 
行 上 的 初等 变换 对 4 的 行列 式 的 影响 、 计 算 夭 阵 4 的 行列 
式 的 一 个 方法 就 是 用 行 的 初等 变换 把 4 化 成 阶梯 形 和 矩阵 ， 而 
ηχο 阶梯 形 矩 阵 的 行列 式 等 于 0 或 1 要 看 它 的 主 对 角 线 上 
有 没有 0 而 定 。 有 时 对 矩阵 4 的 行进 行 初等 变换 , 不 必 等 到 
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将 ΑΣ ΕΙΡ ΒΡΕ, 而 利用 下 面 的 性 质 5 就 可 以 判断 4 的 
行列 式 等 于 0、 性 质 5 实际 上 是 性 质 2 和 和 4 的 推论 . 

εδ 如 果 和 4 的 某 一 行 等 于 另 一 行 乘 以 了 中 的 任 一 
元 素 ο, 那么 |4| =0, 即 


απ: W193 win 

il (9 σόι 
oo 一 . 0, 
σσι σαμ σαι 


πι Όπο "'" Unn 
特别 , 如 果 4 有 两 行 一 样 ,或 4 有 一 全 ΤΗ 7ο 86 55 "1: 0, 那么 
|Α|--0, 
定义 人 设 4 是 所 上 的 mxm 和 矩阵 , 写 
A= (σήλι«ι /«π. 
将 4 的 第 4 行 和 第 3 列 的 元 紊 划 去 以 后 , 得 到 一 个 nm 一 1) x 
(nm 一 力矩 阵 ， 这 个 矩阵 的 行列 式 记 作 Μι ἃ 
Αμ-ί- 1) ΜΗ, 
那么 Αμ 叫做 Α 中心 力 位 置 元 素 αυ 的 代数 余子 趟 , 即 


Αμ--(--1)η Di Bl ἄγη. Qi 


μι dl ἄν νι ' μη 


Cni κά. 1-1 (ngt1 i ση 
性 质 6 对 ὁ--1, 2, σ΄". Τὸ 都 有 
044a 十 Cis4ia 十 … ， + σι Αι = |4 | 9 (2) 
Π24 ὑ-εξ ΠΠ, 有 
απ Αχι--αρ άν +: αιμα 0, 
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(2) 式 通常 说 成 是 , 将 4 的 行列 式 按 它 的 第 纪行 展开 . 

上 述 行列 式 的 性 质 2 一 6 是 对 矩阵 4 的 行 来 说 的 。 但 因 
为 行列 式 有 性 质 1， 即 将 4 的 行列 对 调 , 行 列 式 不 变 , 所 以 对 
于 4 的 列 来 说 同样 有 性 质 2 一 6. 我 们 把 它们 叫做 性 质 2 一 6 。 
下 面 我 们 上 只 举 出 性 质 6 来 , 其 他 就 不 一 一 列举 了 . 

性 质 6 对 7 一 1 2, -.., n, 都 有 
| στ ο η. (9) 
ΠΠ )5-π], Ἑ / | 
ἄ1µά1χ-αοράχιἠ--''-|- anyAny =0. 
(3) 式 通常 说 成 是 ,将 4 的 行列 式 按 它 的 第 了 列 展 开 . 

我 们 还 有 

性 质 7 设 4, B 都 是 域 了 上 的 nxn 人 矩阵 , 那么 

|4B|=|4|:18|. 

这 个 性 质 通 常 称 为 行列 式 的 来 法 定理 . 

定义 5 设 4 是 域 了 上 的 nxn 和 矩阵 、 和 矩阵 


Αιι Αοι η. Αι 

Αια 4. νη Αρη 

Αι, Αα, ”" Απ 
叫做 4 的 伴随 矩阵, 记 作 αὐ] 4. 


我 们 有 
定理 1 设 4 是 域 了 上 的 nxn 和 矩阵 ,那么 
A.adij d=adijA4.4=|4A|I®™ 

证 ， 这 实际 上 是 性 质 6( 对 于 行 ) 以 及 6'( 对 于 列 ) 的 另 一 
说 法 而 已 . 

从 这 个 定理 立刻 推出 

定理 2 设 4 是 域 耿 上 的 mnxn 和 矩阵 。 4 是 非 异 矩阵 ， 
当 且 仅 当 4 是 可 逆 窍 隆 , 
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那么 根据 定理 工 就 有 


证 . 设 ΑΕΕ, 即 |4|-0. 9 
B=|A|-!adj4, 


ΑΡ- ΒΑ-- 15) 
这 就 是 说 4 是 可 道 矩阵 ,而 了 是 4 的 道 . 
” 反 过 来 , 设 4 是 可 道 矩阵, ΗΒ πΧ 矩阵 卫 使 
AB= BA=I" 
显然 |1Tow| =1、 那 么 根据 性 质 7 就 有 
|Α||Β|--|ΑΒ|--|1|--1. 
所 以 |4| 关 0, 即 4 83ΕΣ4ΕΗΕ. 
定理 8( 克 拉 姆 (Cramer) 法 则 ) 设 和 4 是 域 了 上 的 nxn 
非 异 和 矩阵, 而 b= (δι, δα, ---, δ) ΕΡ.(2), 4, 表示 将 4 的 第 
j 列 用 来 代 苦 而 得 到 的 算 阵 , 那么 线性 方程 组 
Απκ--}' | (4) 


的 唯一 的 一 组 解 可 表 作 


|4 | { -一 ... 
ο) ΡΝ J 1, 2, ' nN (5) 


证 ， 根 据 § 3 定理 5, 我 们 知道 , 当 ΑΞΕΤΆΡΕΗΙ, (4) 


”有 唯一 解 ， 因 此 只 要 能 证 明 (5) 确 是 (外 的 一 组 解 就 行 了 。 交 


|4| 按 它 的 第 } 列 展开 网 有 
[4y| 一 b1Aij 十 b2A2; 二 ...-|- αν. Σ δχ Αχ, 


| 再 利用 性 质 6, 就 有 


这 证 明了 (5) 确实 是 (4) 的 一 组 解 . 
应 该 着 重 指出 的 是 ， 克 拉 姆 (ramer) 法 则 只 是 给 出 了 非 
齐 次 线性 方程 组 ( 约 的 解 的 一 种 表达 方法 。 用 它 来 计算 (4) 的 
解 , 当 包 适当 大 时 , 计算 量 很 大 , 因此 很 不 方便 ， 要 计算 (4 的 
解 还 是 用 $3 中 介绍 的 消去 法 最 方便 ， 
定义 6 设 4 是 域 了 上 的 nxn 和 矩阵 ,ww 是 一 个 文字 ， 那 
么 行列 式 / 
ἱε]-- Αἱ 
Ἐ Ρ[α] 中 的 一 个 邑 次 多 项 式 。 这 个 多 项 式 电 做 4 的 特征 多 
项 ἈΝ, 
定义 ? αν ΑΡ ΓΗ πχπΑΙ ΗΕ Πα 19 
Fizj 中 的 多 项 式 { 
00 十 CO 十 cao 十 … 十 Crg 一 0，ciE δ, 
如 果 co 十 C1 十 cs 十 … 十 cnA"=0 
4 所 适合 的 也 Lo 中 非 等 的 次 数 最 低 的 站 项 系数 为 1 的 多 项 
式 叫 做 4 的 极 小 多 项 式 . 
定理 4 ( 凯 莱 -哈密 顿 (Cayley-Hamilton) 定 理 ) 域 如上 
ας 的 特征 多 项 式 ， ρα Α] 
表 成 i 
1] --Α] --α"--αι ια Ἱ--αι ο: n-2 十. 二 42 二 0 ας», 
那么 {ο 
Α.- ία ΑΠ "γαι 14" -31-»..}- αι Α- αρ] - 0. (6) 
证 .根据 定理 1, 我 们 有 | 
(ο -- Α)αᾶἠ(ω] --- 4) --αά](α -- 4) ο]- -- Α) 
= |zI—AII. | (7) 
”adj(wI 一 4) 的 每 个 元 素 by(1<%, j<n) 都 是 w 的 次 数 κπ--χ 
的 多 项 式 | 
by = δη -- δα -]- 7222 十。 二 六 ER 
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令 Αι (bi «ος; ---0, 1, 2, π-- 1, 
那么 Ai(0 二 hn 一 1) 都 是 五 上 的 nxn Τε, 而 
| αα(α] -- 4) -- Αρ-- Αιο-- Αχο’}-«'' -- Αμ. ια”, 
τα ΜΝ 
(αΙ-- ΑλαΏἠ(α]Ι-- Α) -- -- ΑΑῃἠ-(Αο--Α44Αι)α 
Ἐ (Αιἱ-- ΑΑο)2--..' Ε(Αο-- 4Α, |) ο Ἱ-- Αν ιο, 
βά](α][-- 4). (αἵ -- 4) -- -- 4φ4-(Αο-- 4ἱ4)0 
十 (41 一 434)22 十 十 (4 3 一 4 ιΑ)λα” + Αι ιο, 
从 (7?) 式 推出 


ΑΑΥ- Αν. F=0, 1, 3, ..., ---1. (8) 
将 =A4 代入 等 式 
Ω4-- Α)αά](ω[-- Α) -- |α1]--ΑἸ1, (9) 


”双方 应 该 相等 ， 将 2=4 代入 (9) 式 左 方 并 利用 (8) 式 ,得 
—AAdo+ (Ao— 4.41) A+ (Αι-- 449) 43--... 
十 (d,s 一 44,_1) 43 Γ-.Δ 14 一 0. 

因此 将 gw= 4 代入 (9) 式 右 方 也 应 该 等 于 零 矩 阵 ， 这样 就 得 到 
(6) 式 . 

定理 5 设 4 是 域 甩 上 的 mxm 和 矩阵 ， 那么 4 的 极 小 多 
项 式 是 唯一 确定 的 ， 而 且 4 所 适合 的 五 [>] 中 的 任 一 多 项 式 
都 是 .4 的 极 小 多 项 式 的 倍 式 . 特别 , 4 的 特征 多 项 式 是 4 的 
极 小 多 项 式 的 倍 式 . 

证 . 设 f(z) 和 yg(w) ΧΕ ΑΒ Ρα] 中 非 零 的 次 数 
最 低 的 首 项 系数 为 工 的 多 项 式 ， 那 么 9"f(w) 一 0 σα), 显然 
A 也 适合 Jo) 一 g(o)， 而 20(j(o) --φ(α)) «Θ'(α), 因此 一 
定 有 je) --σ(σ)--0, 即 f(w) 一 g(w)， 所 以 4 的 极 小 多 项 式 
是 唯一 的 

δε ποία) 是 Α 的 极 小 多 项 式 ， 而 4 也 适合 f(w). ΠΒ πι(α) 
去 除 f(w) 得 到 
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f (2) --ᾳ(ῳ)πυ(α) 二 CO) Or (wm) ««δύπι(α). 
将 z 一 4 代入 上 式 , 因 f(4)==0, mm(4) --0, 所 以 
τ(4)-ο. 

β Αα ατα). Η δῦγ(α) «δύπο(σ), ΤΠ m(w) 是 4 的 极 小 
多 项 式 , 所 以 一 定 有 7(w) 0， 于 是 ! | 
| f (2) --ᾳ(α)πε(αλ. 

这 就 说 f(z) 是 m(z) 的 信 式 . 

最 后 , 为 了 以 后 的 需要 , 我们 证 明 下 面 这 个 定理 

”定理 6 设 了 五 是 一 个 域 ,而 ai, α;, -'., ow 是 中 %* 个 元 
素 , 那么 行列 式 | 


1 1 1 

αι Cs αι | 

α αἲἳ «.'' ἂν 一 μι. (αι--αι). (10) 
αι αἲ αὐ 


右 方 连 乘积 是 对 一 切 数 对 (6, 让 (<j<i<m) 求 积 . (这 个 行 
列 式 叫做 9 阶 范 德 蒙 德 (Vanderzmondqde) 行 列 式 .) 特 别 ， 范 德 
蒙 德行 列 式 不 等 于 0， 当 且 仅 当 αι, αὐ, …，o ΒΕ ΕΒ αι 个 两 
两 不 同 的 元 素 . | 

证 . 我 们 对 用 归纳 次 来 证 明 本 定理 

当 %=2 时 ， 
1 1 


αι QO 


--αλ--ΩἹ, 


本 定理 是 对 的 . 

设 本 定理 对 于 n 一 1 成 立 ， 现 在 来 证 明 本 定理 对 "也 成 

3. | 
将 范 德 壹 德行 列 式 的 第 n 行 碱 去 第 mw 一 工行 乘 以 αι, 再 将 

第 ”一 1 行 减 去 第 w 一 2 行 乘 以 u …， 最 后 将 第 2 行 减 去 第 


» 191» 


113εγλαι 8/ΠΈΞ) 


all αἴ-1 ... αἲ 

1 1 1 1 

0 αο---αι αὐ--αι ... On 一 Ci 
το αἲ --αια» αἲ- αιάν  。 ἁ---αιαι 


Ψαπυοψυ υπ5ς ΙΤ... ς ἡ υ Ρα 5 5 η οφ ΡΟ Συ ΡΟ Ψο ) ΡΕ υ ἡ  Ρυ υσυ ασ υντυυς 


0 αὐ Ἱ--αιαο  αἲ --αια  .-' αἲ Ἱ--αιαν 


αρ  ἄι ἴα O01 机 Cn Ot 


ϱ ο υρο υ υυ υσ Ε ΡΕ ΝΕ ΕΡΕ ΡΕ ΡΕ ΡυΡ η υς υυνυ υ υὑ τν η υ ες» σσ ος 


αἰ .--αια  αἳ Γ--αια ' 2  α Ἱ--αιαι 


工 1 … 1 
Oa αλ ο». Cn 
六 Oz αἲ ” α) 7 


os a μαι απ” 


根据 归纳 法 假设 


1 1. ... 1 
οἷα ας 。 αμ | 
2 .. 2 | 是 大 2 一 αι, 和 代 
α; ἄν On Μι. ( Ὁ : 
αἴ Qa? αν 2 


将 (12) 式 代入 (11) 式 说 得 到 (10) 式 ， 


919δ. 


..Ἓ. 


(11) 


”最 后 , 我 们 来 讨论 矩阵 的 行列 式 秩 ，  ΝΟΡ/Π 2318818 
阵 的 子 式 的 定义 . | 
定义 8 设 


ἆιι ια """ Οιλ 


Cmi πα "'- ἄρ 
ο ΕΝ ΕΣ ΓΗ πι Χα ΕΠΕ, ΕΕ 1 -ρ-ταϊη(ηι, τι) ΠΠ 
ας δω σε.. «ὄμκηι, 
Pe «ρςκπ 
我 们 把 位 于 4 的 第 δι, η, ον, Ἑ ΠΗ ΤΑ 的 第 1, 
31, …， 下 和 列 的 入 个 元 素 所 组 成 的 2x2 矩阵 的 行列 式 ᾿ 


σιι μι Os, 
ων ων yp 
Wig ip τ; σι 


叫做 4 的 一 个 p 阶 子 式 ,或 详细 地 说 , 叫做 4 的 第 4 ὃν, δὰ, “Ἢ 
ἱρ 11, 第 ἠι, ταν ο δρ 列 的 2 阶 子 式 . 

定义 9 设 4 是 域 了 上 的 一 个 mxn 和 矩阵. 如 果 4 有 一 
个 了 阶 子 式 0, ΠΠ 4 的 阶 数 τ 的 子 式 都 等 于 0, 那么 就 说 
4 的 行列 式 秩 等 于 7. 

如 果 πι Χπ με 4 的 行列 式 秩 等 于 +， 那么 显然 0<7 志 
min(m, n).。 又 如 果 4 中 s 阶 子 式 都 等 于 0， 那么 根据 性 质 
6, 4 中 ss 十 1 阶 子 式 都 等 于 0, 仍 根 据 性 质 6, 4 中 s 十 2 阶 子 
式 都 等 于 0， 如 此 继续 下 去 可 知 4 中 阶 数 >s 的 子 式 都 等 于 
0、 因 此 , 4 的 行列 式 秩 等 于 r+,， 当 且 仅 当 和 4 有 一 个 7 κε. 
"0, ΠΠ 4 4-1 阶 子 式 都 等 于 0. 

根据 行列 式 的 性 质 2， 8,4 可知， 对 4 的 行进 行 三 种 初 
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等 变换 都 不 改变 4 的 行列 式 秩 ， 同 样 根据 行列 式 的 性 质 2， 
8', 4 可知， 对 4 的 列 进行 三 种 初等 变换 也 不 改变 4 的 行列 
式 秩 ， 再 设 4 的 秩 等 于 +, 那么 根据 $2 定理 5, 4 一 定 行 等 
价 于 $2 形状 (6) 的 一 个 矩阵 4o, 它 的 后 mn 一 7? 行 的 元 素 都 是 
0, 而 它 的 前 ? 行 中 从 左 往 右 数 第 一 个 非 零 元 素 都 是 1， 这 7 
个 1 分 属于 ?个 不 同 的 列 , 设 它们 是 第 hi, ho,…, br 21. δ 
然 do 的 第 1, 3, ..», 7 行 ， 第 如 , ἔα, τν, ὃν 列 的 7 阶 子 式 等 
于 1, 而 4e 的 所 有 7 十 1 阶 子 式 都 等 于 0， 因 此 Αο 的 行列 式 
秩 等 于 r+， 更 因为 作用 在 4 的 行 上 的 初等 变换 既 不 改变 4 的 
秩 也 不 改变 4 的 行列 式 秩 ， 因 此 有 

定理 7 设 4 是 域 了 上 的 第 阵 ,那么 4 的 秩 一 定 等 于 4 
的 行列 式 秩 . 


36 多 项 式 和 矩阵 


在 下 一 节 里 ,我 们 将 要 讨论 矩阵 在 相似 变换 下 的 标准 形 . 
。 作为 准备 , 我 们 在 这 一 节 里 先 讨论 一 下 多 项 式 矩阵 . 

以 前 我 们 所 讨论 的 矩阵 的 元 素 都 属于 某 一 个 域 ， 这 种 抵 
。 阵 也 叫 域 上 的 矩阵 ， 而 所 谓 多 项 式 矩阵 是 指 元 素 属于 一 域 五 
上 的 一 个 文字 w 的 多 项 式 环 [2] 中 的 矩阵 , 例如 


| vt 二 ow ασ 1 
ο 2-1 α-- 1 一 入 十 2 
αὖ 2 人 十 1 
和 | ᾱ 1-1 αὖ α--ῦ 
20 十 1 245155 Τας--ᾳ 


都 是 多 项 式 和 矩阵 , 多 项 式 矩 阵 也 叫 多 项 式 环 ΕΓα] 上 的 矩阵 
B [oj 上 的 一 个 ax 矩阵 4 叫做 可 逆 矩 阵 , 如 果 有 万 [o] 
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| 上 的 一 个 %x% 和 矩阵 好 存在 ,使 

AB=BA=I'" 
成 立 ， 这 时 Β τὴ 4 μή --- ΑΕΕ {5 3 可 证 , 可 逆 和 矩阵 
的 首 矩 阵 是 唯一 确定 的 ,我 们 把 可 闭 符 阵 4 的 道 记 作 4 


对 于 多 项 式 矩 阵 也 可 以 引进 初等 矩阵 ， 我 们 把 下 面 三 种 “ 


形状 的 mnxn 多项式 矩阵 分 别 叫 做 第 一 种 、 第 二 种 和 第 三 种 初 
等 矩阵 , 它们 是 : 


列 
这 是 一 个 对 角 和 矩阵 , 主 对 角 线 上 除 (ὁ, ὢ [ΠΟΚΕΡ ΠΠ 
的 一 个 非 零 元 素 。 外, 其 余 元 素 都 是 1、 
1 


| 
δὲ 
A 


ii) P {4 -- 


CO 
小 
《> 。 
二 


泣 =. 波 


920]. 


1) Τῳ(ά(α)) 


1 
| | | | | 
Ν Ἴ d(w) | 第 5 行 , d(w) EFfo]. 
1 515 


第 第 
% J 
列 2 
显然 初等 矩阵 都 是 可 道 矩 阵 ， 而 且 它 们 的 道 也 都 是 初等 
矩阵 ， 事 实 上 
Ρι(ὸ-ᾱ-- Βι(ς1), 1π5} ος ΕΠΙ ο-ς0. 
P= Py | 
Τμ(δ(α))-'--Τμ(--ἀ(α)), Ἔημ ἀ(α) ΕΡ{[α]. 
我 们 来 研究 将 一 个 m xn 多 项 式 矩 阵 4 从 前 面 或 后 面 乘 
以 初等 矩阵 所 引起 的 作用 ， 首 先 , 将 4 从 前 面 乘 一 个 第 一 种 
mxm 初等 矩阵 Di(e) (ecE 罗 而 ex0) 所 引起 的 作用 是 将 4 的 
第 4 行 乘 以 o 2, 18 Αθ 35 ὁ ΠΕΡΙ οίος Ε᾽ ΤΠ ε--θ) [18 
过 从 前 面 滋 以 D.Ce) 来 实现 .将 4 从 前 面 乘 一 个 第 二 种 mx”m 
初等 矩阵 Pu (τε )) 所 引起 的 作用 是 将 Α 的 第 6 行 和 第 j 行 
互 换 ; 反 之 将 44 的 第 行 和 第 j 行 互 换 可 通过 从 前 面 乘 以 Ps 
来 实现 ， 将 4 从 前 面 乘 以 一 个 第 三 种 mxm 初 等 矩阵 Ty 
(ἀ(α)) (i 天 j, ἀ(α) EF[w]) 所 引起 的 作用 是 将 4 的 第 纪行 加 
上 它 的 第 7 了 行 的 d(e) 倍 ; 反之 将 4 的 第 5 行 加 上 它 的 第 j 行 
的 dlwz) 信 也 可 以 通过 将 4 从 前 面 乘 以 Ty(ad(w)) 来 实现 .如 
果 将 4 从 后 面 乘 以 nxn 初等 矩阵 Ῥι(ο), Py 或 Ty(d(w)) 则 
引起 4 的 列 的 相应 的 变换 . 将 4 从 前 面 乘 以 mwxm 初等 矩阵 
Ώκο), Ῥμ 或 Ty(d(lw)) 所 引起 的 4 的 行 的 变换 分 别 叫做 4 
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的 行 的 第 一 种 、 第 二 种 或 第 三 种 初等 变换 、 将 4 从 后 面 乘 贸 
nxm 初等 矩阵 Ριίο), Py τὲ Τι(άί(α)) 所 引起 的 4 的 列 的 变 
换 分 别 叫做 4 的 列 的 第 一 种 、 第 二 种 或 第 三 种 初等 变换 . 

对 于 下 [oj 上 的 mx% 和 矩阵 4 也 可 以 按照 $B 定义 2 来 定 
义 它 的 行列 式 ， 也 把 它 记 作 |4|. 8δ 中 所 列举 的 域 刀 上 的 
逢 阵 的 行列 式 的 性 质 1-1 ἈΠ 1-6’ 对 于 iw] 上 的 矩阵 也 成 
立 . $5 中 的 定理 1ΧΤ Ρ[α] 上 的 矩阵 同样 成 立 , 但 85 的 
定理 2 应 改 述 成 ， 

定理 1 ΙΑ Ρ|α] Γῇ πχ 矩阵 ， 那么 4 1ὲ πῃ 19: Ἠᾳ 
阵 , 当 且 仅 当 |4| 是 了 了 中 的 非 零 元 素 . 

这 个 定理 的 证 明和 和 $5 定理 2 的 证 明 完 全 一 样 因 而 赂 
去 . | 
我 们 也 可 以 平行 于 § 5 定义 8 和 定义 9 来 定义 F[z] 上 
的 ην Χα Εμ ΑΙ ΤΡΙ ΕΠΟ Α 的 行列 式 秩 ， 和 $5 中 一 
样 ， 可 以 从 行列 式 的 性 质 2 3, 4 及 2，3', 4 ΥΕ ΕΙ] 上 
MX% 和 矩阵 4 的 行列 式 秩 在 作用 在 4 的 行 的 初等 变换 下 不 改 
变 , 在 作用 在 4 ΜΙΝΙ ΝΕΗΤΗ ΡΑΣ. 这 些 我 们 就 都 
不 重复 了 . 

定义 1 Ρα] εποχη ΕΠΗ, 如 果 对 一 个 
矩阵 的 行 和 列 行 使 有 限 次 初等 变换 之 后 可 以 将 它 化 为 另 一 个 
矩阵。 
我 们 要 研究 多 项 式 矩 阵 在 等 价 下 可 以 化 成 怎样 简单 的 形 
状 ， 我 们 先 给 出 下 面 这 个 定义 . 

ἜΝ ΠΑ Ρα] 上 的 一 个 m xn 和 矩阵， 再 设 Ts 
r<min(m, π), 如果 4 中 有 一 个 > 阶 子 式 不 等 于 0， 就 用 
D,(4) 表 示 4 中 一 切 ” 阶 子 式 的 最 高 公 因 式 ( 注 意 , 根 据 第 一 
章 $ 2 中 的 约定 , D,(4) 是 首 项 系数 =1 的 多 项 式 ); 如 果 和 4 中 
任 一 7 阶 子 式 都 等 于 0, 就 规定 D.(4) =0， 我们 把 Ρ.(4) πὶ 


. 
ΕΓ 
1 


做 4 的 阶 行列 式 因子 ,而 {Di(C4)，Da(C4)，…, Docm, (4) 
叫做 .4 的 行列 式 国 子 组 。 从 行列 式 的 性 质 3, 8 4κ2',8', 
4 推出 ,如 果 多 项 式 和 矩阵 4 的 行 (或 列 ) 经 过 一 个 行 (或 列 ) 初 
等 变换 变 到 了 B, 那么 4 的 一 个 子 式 与 B 中 同样 位 置 的 子 式 
” 顶 多 相差 了 中 的 一 个 非 零 因子 ， 由 此 即 推出 

定理 2 等 价 和 矩阵 的 行列 式 因 子 组 一 定 相 同 ， 即 如 果 有 4 
和 B 是 等 价 的 mxn 和 矩阵 , 那么 

ΡιΑ}--Ρι(Β), 1<i<min(m, wn) 

另 一 方面 , 从 行列 式 的 性 质 6 推出 
D(A Dslh), 1<i<min(m, πὴ --ᾱ, 
我 们 有 | 

定义 3 设 Flo) ΓΗ πο Χιπ πε 4 ΠΙΕΡΙΑ Ἔσ. 
4 

{ο} Λι), (4) -Pe a ,1 (A) = γ-ηβώ | 

我 们 把 ΦΙ(Α), (4), .'', 和 (4) 叫做 4 的 不 变 因 子 ， 而 
{ύι(4), ὑᾳ(4), τε, 图 (4)} 叫 做 4 的 不 变 因 子 组 . 

注意 ， ο, 1 的 多 项 式 . 

显然 有 | 

定理 83 ο ΑΞ ΗΕ. “18 

定理 和 设 4 是 了 [s] ΕΙ ποκηλββε, ΤΙ 4 8 9 Τ 
r+， 那么 4 一 定 等 价 于 对 角 和 矩阵 


ο (4) 
| ΠΠ 


| 0 |  αὢ 


0 
ν 204 。 


其 中 名 (4A), ἑα(4), «.., 三 (4) 是 4 的 不 变 因 子 , 而 且 
和 (4) | ὐ.ι(Α), lher—l. 
证 ， 先 对 min(m, τι) 用 归纳 法 来 证 明 下 面 这 个 断 诗 : 4 
一 定 等 价 于 一 个 对 角 和 矩阵 


αι(α) | | 
ο ᾱρ(ᾳ), | | 


-ᾱ, (2) (2) 
ο 


其 中 四 (z) 是 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 而 
αχ(ῳ) |ακ.ιίῷ), 1<Ek<r—1 
只 要 能 够 证 明 , 经 行 和 列 的 初等 变换 后 4 可 化 为 形状 


Cd (化 ) 0 .::.0 
0 
.. 8 
0 


其 中 αι(α) 是 首 项 系数 为 工 的 多 项 式 而 m1(%) 除 得 尽 Αι 中 任 、 
一 元 素 即 可 .实际 上 ,如果 min(m, π) 1, 上 述 断 言 已 得 证 . 
如 果 min(m, π) 221, 用 归纳 法 假设 亦 可 证 明 上 述 断 言 ， 

| αιι(ῶ) αιοίῳ) “'- αι) 


ΛΑ. ασι() απο) ο." σοι) | 


ο ο 88. 8: δ ἡ Β 5; ἃ "δ ΒΝ 5 δ ἡ ἡ δ δ » . 


如 果 4=0, 4 已 是 形状 (3) 的 矩阵 ， 如果 4#0,， 经 行 和 列 的 
初等 变换 后 可 设 αιι(ϱ) 基 0， 再 对 0"aii(2) 作 归 纳 法 将 4 化 
成 形状 (3)。 如果 ϑθαιι(α) --0, 即 oa(w) 是 了 中 的 非 零 元 素 ， κ 
将 它 记 作 ax， 那么 将 4 的 第 一 行 乘 以 a 对 ,得 一 矩阵 ， 仍 记 κ 
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τ. πορτα 


作 4， 它 的 mi=1. ΑΜ ΠΡ) --αμ(α), ἃ 38] 
~ gs1(%) ， στρ 又 乘 以 一 gami(z) 分 别 加 到 Α 的 第 2 行 ， 第 3 
行 , …, 第 m 行 上 去 , 得 到 一 个 簿 阵 , 它 的 第 一 列 中 的 元 素 除 
4a 二 1 外 都 等 于 0， 再 对 这 个 矩阵 的 列 行 使 类 似 的 初等 变换 ， 
即 可 将 这 个 定 阵 化 成 (3). 

”假定 0"gu (zx) <i 时 ， 可 用 初等 变换 将 4 化 为 形状 (3)， 
今 设 Bgu(w) 一 1， 设 4 的 第 一 列 中 有 一 个 元 素 wa(z) 被 


W11 (2) 除 不 尽 ， τ] νε 


αμία) Ξο(σ)αιι() Ἔτίφ), τία)5ε0, Or (vw) «δίαιι (2). 
那么 将 4 的 第 一 行 乘 以 一 9 (%) 加 到 第 4 行 去 , 然后 再 将 如 此 
得 到 的 算 阵 的 第 一 行 和 第 % 行 互 换 ， 就 得 到 一 个 矩阵 ， 它 的 
(1, 了 D 位 置 的 元 素 是 7(w)， 根 据 归 纳 法 假设 ， 这 个 矩阵 等 价 
于 形状 (3) 的 一 个 矩阵 . ΠΠ 

如 果 4 的 第 一 行 中 有 一 个 元 素 被 m11(z) 除 不 尽 ， 可 对 4 
的 列 进行 类 似 的 初等 变换 , 这 样 仍 得 到 同样 的 结论 ， 

现在 设 4 的 第 一 行 和 第 一 列 中 诸 元 素 都 被 a11 (2) 整除 ， 
那么 将 4 的 第 一 行 乘 以 适当 的 多 项 式 加 到 其 余 诸 行 去 ,得 一 
惩 阵 其 第 一 列 的 元 素 除 αιι(ϱ) 外 都 等 于 0. 册 将 这 个 窍 阵 的 
第 一 列 乘 以 适当 的 多 项 式 加 到 其 余 诸 列 去 ， 得 一 矩阵 其 第 一 
行 的 元 又 除 αιι(ῳ) 外 都 等 于 0。 将 这 个 矩阵 记 作 8, ἜΚ Β 


”有 形状 


CT (Ὁ) 0 ..” 0 
0 δου (2) ... bn (2) 
ϱ Dos(o) … ὅπι(ο) 


如 果 这 个 矩阵 中 所 有 δω) 都 被 αιι (2) 除 尽 ,那么 将 如 的 
第 一 行 乘 以 au(w) 的 首 项 系数 的 逆 元 素 , 即 可 将 B 化 成 形状 


(9) 的 矩阵 .反之 ， 设 by(o) 不 被 ml4%) 除 尽 ， 那 么 将 B 的 第 
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ἡ 列 加 到 第 工 列 去 , 得 到 
απο) 0  .-. 0 
[ὅε() δ;ιία) ο. δοι(α) 


ὄνω (ο) ὄπο(α) Don) 

ΧΗ ΤΏΡ ΗΊτ38 ΕἸΡΤΗΕΊΤ Ην ΙΡ, τ 3--ἈΠ[Ὲ, 
其 (1, 了 位 置 的 元 素 的 次 数 二 9gu (w) =1， 根 据 归 纳 法 假设 ， 
这 个 矩阵 一 定 等 价 于 形状 (3) 的 一 个 矩阵 

将 矩阵 《2) 记 作 4ο, 计算 Αο 的 行列 式 因子 可 得 

D(Ao) =a1(%), Ὀο9(Αο)--αι()α(), ο, 
D,(AwW =a1(%)a2 (2) '--ᾱν(ϱ), 

再 计算 4 的 不 变 因 子 可 得 

bi(A0) Ξ-αι (ο), ὐα( 40) --αα(α), 和 (do --αι(α), 
但 4 和 4 等 价 ,因此 它们 有 相间 的 不 变 因 子 ,于 是 

ὁι(4) --αι(ϱ), ba A) --αο(), :'., ὑ-(-Α4) --α,(α). 
更 由 αι(0) |αχ.ι(α), {ςἶκγ--1, {1} ἐκ(4) ]δκ.ι(Α), 1 
p<7 一 1， 这 样 定 理 生 就 完全 证 明了 ， | 

ΗΓᾺ 34ΕΕΈΕ (1) 中 的 4 (4), ζο(4), ως 条 (4d) 是 4 的 
不 变 因 子 ， 因 此 它们 由 4 唯一 确定 ， 这 样 (也 就 由 4 唯一 确 
定 。 (1D) 叫做 4 在 等 价 变换 下 的 标准 形 . 

系 理 1 具有 相同 不 变 因 子 组 的 两 个 mx 多 项 式 窍 阵 
一 定 等 价 . | 

系 理 2 ΠΑ Ρα] ΓήαχαἩ ΑΗ ΠΔ ΑΠ 
以 表 成 初等 矩阵 的 乘积 . 

ΙΕ, {Π 4 ΠΠ, ΠΙ |4| 是 了 中 的 非 零 元 素 ， 因此 

D,.(4A)=1. 

ΒΗ DC4 1 DeiiCA4)，1 志 F<n 一 4， 所 以 Ρι(Αά}--1 πὴ ἔ-1, 
2，…， 8、 于 是 和 44) = 二 1 对 和 =1, 2,…*, mn。 因此 和 4 等 价 于 
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单位 矩阵 ， 即 有 初等 矩阵 Ει, Βι, --», Εν 3 Ε,,α, ---, Br:s 
存在 使 | | 
Ε.Ε... Ες Α.Ε νι. Brs= 10» 
多 此 A= Ες". Κι Εντ ρε Brti. 
ἘΒ μ 1)ΛΕ ΗΕ ΜΝΗΜΕΙΑ ΙΛΞΗ:, 所 以 4 可 表 成 初等 抵 
阵 的 乘积 . 
再 引进 初等 因子 的 概念 . 

”定义 4 ΑΞ Ρ[α] Γῇ πυΧη με, ΠΠ 4 的 秩 等 于 
', ΑΗ Υ ΠΛΝΕ ΠΗ Ἔ ὁι(4Α), ὑα(4Α), «'', (4) 分 解 成 
Ρ[α] 15η] 2} 35 ΠΠπν {8 367 

ὁν(4) 一 Dr) De) 全 De) 
ba( A) --ρι(ω)'"ρα(ω)'''''ρείω)'', 
(A) --ρι(ω)'"ραία)''''''ρε(ο)'”, 
其 中 pi(8)，Ppa (82)，*……'，Ps (2) 是 两 两 不 同 的 首 项 系数 等 于 1 
的 不 可 约 多 项 式 ，er>0, ἐν 0, …，er>0 而 
| OQ&en 人 eR 
Qe «Εαν 
OQ<eres « «μι 
我 们 把 在 ΔΙΑ), (4), .'., (4) 的 上 述 分 解 式 中 出 现 的 
ρι(α) Η134Ε 0 ὑκ3Ε ρι(ω)'' ΜΗ Α ή ΕΙ, ΠΠ 
{ρι() "| ἡκύςα, Ίςζ}-ς-γ 而 ey>0} 
叫做 4 的 初等 因子 组 . 
定理 和 lzj 上 两 个 xn 和 定 阵 等 价 ， 当 且 仅 当 它 们 有 
相同 的 秩 和 初等 因 村 组 . 
证 ， 显 而 易 见 , 了 [zx] 上 一 个 mxw 给 阵 4 的 不 变 因 子 的 
个 数 就 等 于 它 的 秩 ， 而 由 初等 因子 的 定义 ， 它 们 由 不 变 因子 
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所 唯一 确定 . 反 过 来 , 如 果 知 道 了 4 的 秩 与 初等 因子 组 ， 也 
”能 求 出 它 的 不 变 因 子 组 ， 事实 上 ， 如 果 已 知 色 xm 年 阵 4 的 
秩 是 7, 而 它 的 初等 因子 组 是 

ριίῳ)’», ρι (0), στη, PIV) en 

D2 TP) Pa PD) ,+ Ῥχ(Φ) μα». 


ριία)'', ρ(α)''', ''', γιίαγ»'' 
其 中 ἑ13-26025".:.336..330, ὃ--1, 2, »'', 8, 
那么 max(ri τα, τὴ, τπτ, 如果 令 cy 一 0 Χ τις, 那 
么 和 的 不 变 因 于 就 必然 是 | z 
ὃν (A) --φι(α)'"ρα(α)''''.ρι(α)΄' 
ὃς (A) -ρι(α)'"ρα(α)'''''ρε(α)'” 


164) --ρι(α)''"ρα(α)''''“ρείο)''. | 
定理 6 ΣΑΒ Ρ[α] ΕΠ ποιΧπι ΙΕ, Β δὲ ΕἼα] 上 
的 πια Xm χμ, 那么 4 的 初等 因 于 组 和 号 的 初等 因 了 于 组 合 


在 一 起 就 构成 
4 0 | 
(0 5) (4) 

的 初等 因子 组 . : 
ΤΕ, 设 丘 (4), i(4),…, (4) 是 4 的 不 变 因 子 , 而 κ 
ἐι(Β), ia(B),…, ὑι(Β) 是 B 的 不 变 因 子 ， 将 它们 分 解 成 不 
可 约 因 式 的 屁 积 


(4) --ρι(αο)'"γοία)'''''ρι(α ου 
7 (4) = (2) ρα (2) λον; (2) ο. 


ὃν (4) =D (7) ο (ϱ) τν ρε) πι 
ὃν (1) --φι(α)'"φα(α)'''.-ριω)'' 
ὁα (19) = p12) προ () λετε) 
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ὁ, B) --ρι(α)”'ρι(α)'''.-ρι(α)'' 
0 6μἛθωσς"' κό, ὖ--1, 2, »''. δὲ 
"θκσικόυς'.«κόι, j=1, 2, ΠΠ 
ρι(ο)'ν4--1, 3, »'', 8, ἠ-1, 3, τη, τ) 中 不 等 于 工 的 《 即 
pi(z) 的 指数 es 不 等 于 0 的) 那些 多 项 式 就 组 成 4 的 初等 因 
子 组 ; ρι(α)΄ν(ό--1, 3, »'', 5, 1-1, 2,…, ὁ) 中 不 等 于 1 的 
那些 多 项 式 就 组 成 B 的 初等 因子 组 . 
将 611, e613，*…**， eir， 611, δῖ, ""', 6ιι 按 大 小 次 序 排 列 成 
0<el el el 
那么 与 (4) 等 价 的 对 角 和 矩阵 
i (A) | 
ia(A) 


“Ὁ (Αα) 


调动 行列 后 , 可 化 为 对 角 和 矩阵 


ρι(ϱ) (κ) 
| ρι() (κ). 
πο (5) 
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其 中 (表示 与 从 (oO) 互 素 的 多 项 式 , 由 此 挂 出 (4) 的 行列 式 央 
子 Ρι(α), Ρα(α), .'', Τ,..ε(ῷ) 及 不 变 因 子 ὑα(α), ὁαία), “'', 
bt2) 有 以 下 诸 分 解 式 
DO) 一 Di() 和 (sr) Ῥι(α) -ρι(ϱ) σοκ), ος, 
Ῥ,..ε(α) ρι() το) toe (κ), 
bv) --γι(α)π(«), ὑχ(α) --ρι(α)΄:(α), τη. 
ὁ ε(ῷ)--ρι(α)'" (κ). 

ΠΗ͂ {, φι(αγ, φι(αγθ “i , D1(W) r+ 
中 不 等 于 1 的 ( 即 ρι() 的 指数 等 于 0 的 ) 那些 多 项 式 都 是 
(4) 的 初等 因子 . 


同样 方法 可 定 出 (4) 的 pa《(2),…, ps(%) 的 次 舌 的 初等 因 κ 


子 ,这 样 定理 6 就 证 明了 、. 
最 后 我 们 指出 ， 可 以 把 了 [wj] 上 的 矩阵 写成 系数 是 了 上 
的 卡 阵 的 多 项 式 , 例如 


| 24 十 人 v2 |; ο) Λ 6 ο) 
一 24 十 ow 
αὉ-α--ἰ w—l 0 0 1 0 


911, 1 0 0 0 
ο ο)” + 人 μα η 
因此 我 们 往往 采用 记号 Ρ(α)Ἀεπεπι Έα] ΓΗ ΧΞΕΕ, 如果 把 
了 P(w) 写 成 | | 
Ῥ(ρ) = Por' Ριω"-}--...-- Ῥἑ, | 
其 中 Ρο, Ρα, ον, Ρε 都 是 了 上 的 矩阵 ,我们 也 说 Po 是 Ῥία) 
是 首 项 系数 ,而 % Ε(0) 的 次 数 , 记 作 人 OP(z). 
平行 于 了 [wj] 中 的 带 余 除法 ,对 于 了 [zw] 上 的 部 xm 矩阵， 
我 们 也 有 带 余 除法 . 
.定理 了 ( 带 余 除法 ) ὑξ Α(α) 和 B(w) 是 lw1 上 的 两 
个 nxmn 矩 阵 , 而 B(w) 的 首 项 系数 是 了 上 的 mxn πα ΕΕΗΕΕ, 
那么 了 [wj] 有 唯一 确定 的 一 对 nxn 和 矩阵 @(w) ἯΙ Δία) Β. Ἢ 
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下 面 的 性 质 : 
| Α(ῳ) --Ω(α)Β(α)ἠ-Β(α), Θ’Β(α) -«δυβ(α). (6) 
& [zj 上 也 有 唯一 确定 的 一 对 %xwn δ με Οι (2) 和 Ri(w) 具有 
下 面 的 性 质 ， 
Α(α)-- Β(α)θι(α)--Βι(α), Θ'Βι(α) «Θ'Βί(α), (6) 
这 个 定理 的 证 明和 第 一 章 $2 定理 1 的 证 明 完 全 一 样 ， 
因而 不 重复 写 出 了 . | 
我 们 把 适合 (四 式 的 Q(z) 和 RBR(z) 分 别称 为 用 B(z) 去 右 
除 4(2) 所 得 的 商 和 余 式 ,而 把 适合 (6) 式 的 Ωι(ω) 71 Βι(ω) 2} 
别称 为 用 Β(0) 去 去除 4(w) 所 得 的 商 和 余 式 ， 
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下 面 这 个 定理 把 矩阵 的 相似 这 个 问题 化 到 多 项 式 和 矩阵 的 
等 价 这 个 问题 ， 而 后 面 这 个 问题 在 上 一 节 里 在 理论 上 已 经 解 
决 了 . 

定理 1 设 4 和 B 都 是 了 上 的 nxn 窍 阵 . 那么 4 和 B 
相似 当 且 仅 当 多 项 式 矩 阵 

2 一 4 和 cI—B 

等 价 ， | 

证 ， 如果 Απ ΒΊΗΙ, ΒΒ Ε Ευ χα ΛΕΜΕ ΡΕ 
在 使 

Α--ΡΒΡ-:, 
那么 0 --ΑΞ- Ἑ(α[-- Β)Ρ1 
ΡΉΡ ΗΝ Ρ[α] 上 的 可 道 和 矩阵 ,因此 wzI 一 4 和 zwI 一 B 等 
价 . 

反之 , ἘαοἱΓ-ΑἨ ο] - 8 等 价 ， 即 有 了 [2] 上 的 可 道 矩 

隆 了 P(w) 和 Q(w) 存 在 使 
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ο] --Α-- Ῥ(α)(α[-- Β)Θ(α). 
设 (ο) ΗΕ Μία), 那么 
4 (0) (0 -- Α) -(α1-- Β)θ(α). (1) 
将 Mo) 看 作 是 的 多 项 式 , 而 系数 是 Ρ ΓΗ ΕΕ, 用 ο] 一刀 
左 除 Μ(α)18 
M(¢)= (vwI—B)N(z)+M, (2) 
Ἔ η: Ν(α)1ὲ Ρ[α] ΕΗ ΄Ε με, ΠΜ Ε Εἰ ββε, ἀξ Θα) 
| 作 5 的 多 项 式 , 而 系数 是 也 上 的 矩阵 , 用 x1 一 4 右 除 Q(z) 得 
ϱ(9) 5 Π(2)(01-- Α) Γ.Ν, (9) 
Ἡ Τ(α) 1 Ε[ο] Επ [βε, ΠΠ Δ ΚΡ ΕΛΕΓΕ, 
将 (2) 和 (3) 代 入 (DD) 得 
(wvI—B)N(z)(wI—A)+M(rI—A) 
--(αἲ--Β)Τ(α) (αἶ -- Α) --(α1-- 8), 
于 是 | 
(α] --Β)(Ν(2) -- Τ(α)) (α1-- 4) 
--(α]-- Β)Ν-- Μ(ία-- Α). 
比较 上 式 双方 次 数 可 得 W(z)=Z(z)， 因 此 
Μία] -- 4) -- (οἵ-- Β)Ν, 
于 是 M=N 而 MA=BN. 
现在 来 证 明 | 以 | 关 0. 3 Ρία)Η αἰ - ΑΗ 18 
P(x)=(I—-A)H(z)+tP, 
其 中 五 (zs) 是 F[z] 上 的 矩阵 ,而 卫 是 也 上 的 矩 隆 ， 于 是 
Ι-Μί(α)Ρ(ω)--Μί(α)ί(α]-- Α)Η(α) -Μία)Ρ 
--(αἶἰ-- Β)Ω(ω)Η (ία) ἠ- (α]--Β}Ν(α)Ρ-- ΜΕ 
--(α]--Β)[Ω(ω)Η(α) {-Ν(α}Ρ]1-ΜΡ . 
比较 双方 次 数 , 得 Q(o 互 Go 二 NG 了 一 4 因此 
1Ι--ΜΡ, 
ΓΆΙΜ|10, ΜΙ 
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A= M-1BN 
定理 芋 证 毕 . 

” 定义 1 设 4 是 域 了 上 nxn 矩阵， 多项式 什 阵 zI 一 4 
的 行列 式 因 子 , 不 变 因子 和 初等 因子 分 别 叫做 4 的 行列 式 因 
子 , 不 变 因 子 和 初等 因子 . | 

系 理 也 上 两 个 %xn 和 矩阵 4 和 B 相似 ， 当 和 且 仅 当 它 们 
有 相同 的 不 变 因 子 组 ， 也 当 且 仅 当 它 们 有 相同 的 秩 和 初等 因 
证 . 这 是 定理 1 和 6 定理 4 的 系 理 1 及 定理 5 的 直接 
推论 . 
下 面 我 们 就 利用 这 个 系 理 写 出 PF 上 nxn 盾 阵 在 相似 变 
换 下 的 标准 形 , 首先 我 们 证 明 
定理 2 了 上 的 nx 矩阵 


0 一 CO - 
1 0. : | 
1 . : | (4) 


| -.. 0 一 Ce 
νων 


的 前 mn 一 1 个 不 变 因 子 都 等 于 1, 第 nw 个 不 变 因子 是 
Τ(α) --αἳ -Γοιω” 十 co 十 十 cn 
特别 ， 当 了 (wz) 是 [zw] 上 一 个 不 可 约 多 项 式 的 者 时 ， (4) 的 初 
等 因子 即 是 f(%). 
证 . 不 难 算 出 (多 的 行列 式 因子 是 
Di= Ds=…=D,1=1, D,=f (2). 
由 此 即 推出 本 定理 . 
基于 $6 定理 6 和 本 节 和 定理 荆 的 系 理 及 定理 2, 我 们 有 
定理 3 设 了 上 nx 矩阵 和 的 初等 因子 组 是 κ 
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Αα ἡ--1, 2, δε, τι, ὁ-- 1, 2, ο. 4 
其 中 ρι(α), ρ:(α), ---, Ῥε(ο) 是 s 个 两 两 不 同 的 不 可 约 多 项 
式 , 而 ey 是 正 整数 具有 性 质 
ἐμ 26|422"''26ι. 70, $=1, 3, '.., 5, 
那么 ΑΤΡ ΓΙΝΕ 
Mis 


Μα, 
| Μι 
{μα 
Δ, 


其 中 My(j=1, 2, ση Το v=1, 2, ΝΣ, 5) 是 以 pw) 为 初 
等 因子 的 形 如 (4) 的 矩阵 。 换 句 话说 ,， 如果 δρα) πμ, Ξ 
ρι(α)''-- w+ plo wt), ον ΕΕ 


那么 Μι 是 πῃ Χαμ 矩阵 


0 σον 
1 0 : | 

προς --ϱ-5 

1 --ᾱ55 


ΤΠ (6) {488 πε B 称 为 矩阵 4 的 有 理 标准 形 。 
我 们 还 有 
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定理 4 ΙΡ Γή πχ ΕΡΕ 4 的 不 等 于 工 的 不 变 因 子 
组 是 ἰφιία), φαίῳ), xD) 其 中 
φια)]φει(α) (1«ὸ--ἲ--1), 
那么 4 相似 于 了 上 的 矩阵 


:Os | 
Ο | 4 | (6) 
οι 


其 中 Ο((ὁ--1, 2,…, 如 是 以 φι(α) 为 唯一 的 不 等 于 工 的 不 变 
因子 的 形 如 ( 邹 的 矩阵 ， 
证 ， 设 0 02iko) 二 mw， 那么 


| οἱ --Οἱ 
πνοή α1 | | 
| : mL) --ΟἹ 


根据 假设 , 它 等 价 于 对 角 和 矩阵 
1 


φε(ο) 
而 上 面 这 个 矩阵 又 等 价 于 对 角 和 矩阵 


« 916 ο 


ὅ 


-dt ο” 


1 
| φι(α) 
φαί) ᾽ 
WAC 
因 φι() | Prri(T) («ὐ-ξ--1), 所 BM {pi1(%), φείω), ha 
gx(%)} 就 是 CQ 的 不 等 于 工 的 不 变 因 子 组 .那么 根据 定理 工 的 
ΠΩ͂! ΑΠΟ 等 价 . 
形 如 (6) 的 矩阵 OQ 有 时 也 叫 矩 阵 4 的 有 理 标准 形 。 但 我 
们 约定 矩阵 4 的 有 理 标 准 形 指 的 是 形 如 (5) 的 甜 阵 ， 
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第 三 章 ” 伪 随 机 码 介绍 


伪 随 机 码 又 称 伪 随 机 序列 , 是 一 类 有 着 广泛 应 用 的 码 . 例 
如 , 在 连续 波 雷 达 中 可 用 作 测 距 信 号 , 在 遥控 系统 中 可 用 作 遥 
控 信 和 号, 在 多 址 通信 中 可 用 作 地 址 信号 , 在 数字 通信 中 可 用 作 
群 同步 信号 ， 还 可 用 作 噪 声 源 及 在 保密 通信 中 起 加 密 作用 等 
等 ， 在 这 一 章 里 我 们 着 重 介绍 的 是 m 序 列 , 因为 这 是 最 常用 
的 一 类 伪 随 机 码 , 而 且 它 的 理论 也 比较 完善 。 我 们 先是 对 线 
性 移 位 寄存 器 序列 进行 了 比较 详细 的 讨论 ， 然 后 从 它 再 引出 
mm 序列。 我们 着 重 讨论 了 mm 序列 的 采样 和 它 的 伪 随 机 性 . 后 
面 我 们 也 介绍 了 另外 的 几 类 伪 随 机 码 的 定义 ， 同 时 为 了 介绍 
用 电子 设备 产生 它们 的 方法 ， 我 们 还 介绍 了 线性 移 位 寄存 器 
的 综合 算法 和 非 线性 移 位 寄存 器 .最 后 我 们 介绍 了 线性 移 位 
寄存 器 的 一 种 推广 一 一 自律 线性 时 序 线路 和 9 元 周期 序列 的 
儿 种 表示 法 . 


51 线性 移 位 寄存 器 和 线性 移 位 寄存 吉 序 列 


先 看 儿 个 例子 . 
例 1 下 面 是 一 个 4 级 线性 移 位 寄 在 器 的 三 图 . 
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它 由 4 个 寄存 器 和 一 个 反馈 开关 电路 构 成 .图 1 中 的 4 
个 小 方 框 代表 4 个 寄存 器 ， 从 左 往 右 依 序 叫 做 
第 1 级 、 第 2 级 、 第 3 级 和 第 4 级 寄存 器 . 每 
个 寄存 器 可 以 取 0 和 并 这 两 种 状态 之 一 ， 而 0 
和 工 总 看 作 是 下: 中 的 元 素 、 图 1 中 下 方 的 电 
路 图 图 2 代表 一 个 有 4 个 输入 端 和 工 个 输出 端 图 3 
的 开关 电路 , 当 4 个 输入 端的 输入 是 αι, α», αὐ, αι 时 ,输出 端 
的 输出 是 


C 十 02 十 Ga 十 04. 

现在 来 介绍 这 个 移 位 寄存 器 的 工作 原理 . 开始 时 , 设 这 
个 移 位 寄存 器 的 第 工 级 寄存 器 的 内 容 是 cs， 第 2 级 的 内 容 是 
oo, 第 3 级 的 内 容 是 cx, 第 4 级 的 内 容 是 co 我 们 就 说 这 个 移 
位 寄存 器 的 初始 状态 是 (ao, αι, αι, αλ). ， 当 加 上 一 个 移 位 号 
冲 时 , 就 将 每 一 级 的 内 容 (0 或 1) 移 给 下 一 级 , 最 末 一 级 (第 和 
级 ) 的 内 容 就 是 输出 ， 同 时 将 二 个 寄存 器 的 内 容 在 下 * 中 进行 
加 法 运算 后 反馈 到 第 1 级 去 ， 于 是 这 个 和 级 移 位 寄存 器 的 状 
态 就 成 为 (ai，as，as，aa) ， 其 中 0&4 二 48 十 4 十 0 十 Qo 而 输出 
就 是 go。， 再 加 一 个 移 位 脉冲 ， 这 个 移 位 寄存 器 的 状态 就 成 为 
(g2, αλ, ας, G5) ， 其 中 αρ-- as 十 aa 十 as 十 qz 而 输出 是 αι. 3Β 
么 不 断 地 加 移 位 脉冲 ， 这 个 4 级 移 位 寄存 器 的 输出 就 叫做 一 
个 移 位 寄存 器 抒 列 

Ωρ, ἄι, 2, 68, ""', 
而 这 个 序列 适合 递归 关系 式 
or 一 0p_1 十 Gx-3 十 Cz-3 十 0 2, 

我 们 也 把 这 个 递归 关系 式 叫 做 这 个 移 位 寄存 器 的 反馈 逻辑 . 

举例 来 说 , 设 这 个 移 位 寄存 器 的 初始 状态 是 《0001)， 即 
第 1 级 的 内 容 是 1， 第 2 级 、 第 3 级 和 第 4 级 的 内 容 都 是 0， 
那么 不 断 加 移 位 脉冲， 这 个 移 位 寄存 器 的 输出 就 是 下 面 这 个 
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序列 

οοοΙ10011..., 4) 
这 是 个 周期 等 于 5 的 序列 , 即 这 个 序列 的 6 至 10 项 重复 1 至 
5 项 的 值 , 11 至 起 项 仍 重复 1 至 5 项 的 值 , 等 等 . 

给 上 述 移 位 寄存 器 以 初始 状态 (0011), 那么 这 个 移 位 寄 
存 器 的 输出 是 

oo011000110.. (2) 
这 个 序列 比 (D 少 工 项 , 即将 (了) 的 第 1 页 略 去 就 得 到 (9) 

类 似 地 ,给 上 述 移 位 寄存 器 以 初始 状态 (0110) 或 (4100) 
或 (1000), 那么 这 个 移 位 寄存 器 的 输出 序列 分 别 比 (D) 少 两 项 
或 三 项 或 四 项 . / 

但 是 ， 如 果 给 上 述 移 位 寄存 器 以 初始 状态 (L111) 或 
(010D , 那 和 分别 得 到 两 个 全 新 的 序列 

1111011110’: (93) 

0101001010:… (4) 
它们 的 周期 也 都 是 5， 所 谓 全 新 是 说 它们 不 能 从 GD) 咯 去 前 
面 某 几 项 得 到 ， 当 然 也 不 能 从 这 两 个 序列 中 的 一 个 略 去 前 面 
某 几 项 得 到 另 一 个 序列 . 

4 级 线性 移 位 寄存 器 总 共 可 以 有 2216 个 状态 ， 其 中 
(0000) 这 个 状态 叫 0 状态， 如果 上 述 4 级 移 位 寄存 器 的 初始 
状态 是 0 状态 (0000), 那么 它 的 输出 序列 就 是 0 序列 

0000… 
容易 验证 , 如 果 它 的 初始 状态 是 任意 一 个 非 0 状态 ,那么 它 的 
输出 序列 就 一 定 是 (D ,或 (3), 或 (的 , 或 四 ，(3)，( 鸭 中 某 一 
“个 略 去 前 几 项 而 得 到 的 序列 . 
这 就 是 说 ,上 述 4 级 线性 移 位 寄存 器 , 由 于 它 的 初始 状态 
不同, 总 共产 生 四 个 完全 不 同 的 序列 : 一 个 是 0 序列 , 3 个 是 
周期 等 于 5 的 序列 。 
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图 8 
δι} 再 考察 一 个 4 级 线性 移 位 寄存 器 ， 


图 3 中 电路 图 


图 4 


代表 有 两 个 输入 端 和 一 个 输出 端的 开关 电路 ， 当 两 个 输入 端 
的 输入 分 别 是 @ 和 as 时 (αι, m2 EF,)， 输 出 端的 输出 就 是 
qi 十 cz。 这 个 移 位 寄存 器 的 反馈 逻辑 是 
ναι ο αχ, ο4. 
给 这 个 移 位 寄存 器 以 初始 状态 (0001), 那么 它 的 输出 是 
个 周期 等 于 16 的 序列 | 
000100110101T 工 工 工 …， (6) 
它 的 第 16 项 至 第 30 项 分 别 重复 第 1 项 至 第 15 项 的 值 , 等 等 . 
如 果 这 个 移 位 寄存 器 的 初始 状态 是 0 状态 ， 那 么 它 的 输 
出 当然 是 0 序列 ， 但 是 , 如 果 这 个 移 位 寄存 器 的 初始 状态 是 
任意 一 个 非 0 状态 , 那么 它 的 输出 序列 就 是 从 (5) 路 去 前 面 某 
几 项 得 到 的 序列 ， 例 如 从 初始 状态 (1001) 出 发 , 这 个 移 位 寄 
存 器 产生 的 序列 就 是 
10011010111100ς-.., 
它 可 以 从 (56) 咯 去 前 8 项 得 到 . 
这 就 是 说 , 上述 4 级 线性 移 位 寄存 器, 由 于 它 的 初始 状态 
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不 同 ,可 以 产生 两 个 完全 不 同 的 序列 : 一 个 是 从 0 状态 出 发 产 
生 的 0 序列 ,一 个 是 从 15 个 非 0 状态 中 的 任意 一 个 出 发 产生 
的 序列 . 

例 3 再 考察 另 一 个 4 级 线性 移 位 寄存 器 . 


图 5 
ἘΞ βῆ 12 1} ΧΡ ἩΗΑΕ 


ἂμ = x_2 G4, 224. 
除了 从 0 状态 出 发 , 这 个 移 位 寄存 器 产生 0 序列 外 ,选择 不 同 
的 非 0 状态 作为 初始 状态 ， 总 共 可 以 得 到 三 个 完全 不 同 的 序 


列 
111100111100..., 


000101000101..., 
101191... 
它们 的 周期 分 别 是 6, 6, 3. 
现在 我 们 来 考察 nn 级 线性 移 位 寄存 器 . 下面 是 一 个 % 级 
线性 移 位 寄存 器 的 框图 . | 


--ἢ η κ θκΗ16 1} Ἠ ΠΕ Ἢ ΤΠ ΆΓΤΡΉΝΤΠ ΤΠ 
电路 构成 。 每 个 寄存 器 的 两 种 状态 分 别 用 0 和 工 来 代表 ， 而 


0 和 1 总 看 作 是 两 个 元 素 的 有 限 域 了 中 的 元 素 . 当 加 上 一 
个 移 位 脉冲 时 , 就 将 每 级 的 内 容 (0 或 1) 移 给 下 一 级 , 最 玉 一 
级 (第 mn 级 ) 移 出 的 内 容 就 是 输出 。 为 了 保持 连续 工作 ,将 移 
位 寄存 器 的 某 些 级 的 内 容 在 了 中 进行 加 法 运算 ( 即 模 2 加 
法 ) 后 , 反馈 到 第 工 级 去 .例如 , 当 第 1 级 的 内 容 为 4,-1, 第 2 
级 的 内 容 为 0,_2,…, 第 n 级 的 内 容 为 ao 给 定 后 , 可 令 
| 0 一 C10 1 十 Ca0n 3 十 十 CnQ0 

反馈 到 第 1 级 去 , 其 中 ca，c，…，c 都 是 卫 。 中 的 元 素 ，w=0 
或 1 视 在 下 中 作 加 法 时 ， 不 取 或 取 第 级 的 内 容 而 定 . 这 
样 , 加 上 一 个 移 位 脉冲 之 后 ,第 工 级 的 内 容 成 为 


ῃ 
ασ 2 Cn 一 


第 2 级 的 内 容 成 为 a,_1, …， 第 nn 级 的 内 容 成 为 a 而 输出 
为 ao。 于 是 当 给 定 % 级 线性 移 位 寄存 器 的 一 个 初始 状态 之 
后 , 譬如 给 定 第 1 级 的 内 容 为 6,z, 第 2 级 的 内 容 为 4,_2,…， 
第 n 级 的 内 容 为 ce， 那么 不 断 地 加 移 位 脉冲 ， 上 述 m” 级 线性 
移 位 寄存 器 的 输出 就 成 一 序列 


| ο, Gi, 6, ''' (6) 
而 这 个 序列 适合 线性 递归 关系 式 (或 反馈 运 辑 ) 
m= Das, bn. 0 


这 个 序列 就 叫做 多 级 线性 移 位 守 存 器 序列 . 它 之 所 以 叫做 线 
性 的 , 是 因为 递归 关系 式 (7) 对 于 (6) 来 说 是 线性 的 , ΒΙΑ Σ 
辑 是 线性 的 . 

线性 移 位 寄存 器 和 线性 移 位 寄存 器 序列 的 概念 显然 可 以 
推广 到 9 元 域 Ee 上 去 .形式 地 用 符号 
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图 了 
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ΣΕΠ Μα ΡΙλΑςΖ- ΕΗΛΑΚΗΗ ΤΗ ΠΚ, ΠΠ σ 
个 状态 分 别 看 作 了 Eu 中 的 9 个 元 素 。 用 符号 'κὂ 


一 (ec 广 一 


图 8 


来 代表 一 个 乘法 器 , 它 是 当 输 入 是 a 时 ， 输 出 是 c*& 的 开关 电 
路 ,这 里 6， ας τα 再 用 符号 | 


图 9 


代表 一 个 加 法 器 ， 它 是 有 m 个 输入 端 和 一 个 输出 端的 开关 电 
路 ， 当 ”个 输入 端的 输入 是 ct，as，…，q Β (αις Έα), 354 
输出 端的 输出 就 是 四 十 aa 十 … 十 as。 这 样 ， 下 面 耽 是 一 个 ? 
元 nn 级 线性 移 位 寄存 器 的 框图 . 


图 1ο ~ 


图 中 四 个 小 方 框 是 ”个 寄存 器 ， 把 它们 从 左 到 右 依 序 叫做 第 ， 
级 、 第 2 级 、… 第 ?级 寄存 器 。 开 始 时 ， 设 第 工 级 的 内 容 是 
q_i 第 2 级 的 内 容 是 wm -> …， 第 nn 级 的 内 容 是 ao, 我 们 就 
说 这 个 移 位 寄存 器 的 初始 状态 是 (αο, 91,…',， ἄν 1). ἘΠΕ 
一 个 移 位 脉冲 时 ， 就 将 每 一 级 的 内 容 移 给 下 一 级 ， 最 末 一 级 
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(第 ?级 ) 移 出 的 内 容 就 是 输出 ， 同 时 将 各 级 的 内 容 六 给 相应 
的 乘法 器 , 而 将 加 法 器 的 输出 
dn = — (C10n-1++ ο τς | 
反馈 到 第 工 级 去 。 这 样 这 个 移 位 寄存 器 的 状态 就 是 (αι, ἄρ, 
…，4n-1， Qn)， 而 输出 是 co。 不断 地 加 移 位 脉冲 , 上 述 % 级 g 
元 线性 移 位 寄存 器 的 输出 就 是 一 个 g 元 序列 
Ωρ, ὧι, ση, """, (8) 
而 这 个 序列 适合 线性 递归 关系 式 (或 反馈 还 辑 ) 


Ἡ 
επ 2 C0 ὦση, (9) 


这 个 序列 就 叫做 上 述 9 元 m 级 线性 移 位 寄存 器 所 产生 的 4 元 
m 级 线性 移 位 寄存器 序列 ， 简 称 g 元 nn 级 线性 移 位 寄存 器 序 
列 . 它 之 所 以 叫 线 性 的 ,是 因为 递归 关系 式 (9) 对 于 (8) 来 说 是 
线性 的 ， | 

显然 9 元 wm 级 线性 移 位 寄存 器 序列 (8) 由 它 的 前 mw 项 ao， 
Q1，…， Qn-1， 即 它 的 初始 状态 (ῶο, σι, ο." ἄν-α) 和 递归 关系 
式 (9) 完全 确定 . 

当然 也 可 以 脱离 线性 移 位 寄存 器 来 定义 线性 移 位 寄存 器 
序列 ， 我 们 说 ，g 元 序列 8) 是 由 线性 递归 关系 式 Ὁ) 产 
生 的 9 元 nn 级 线性 移 位 寄存 器 序列 ， 如 果 它 适合 递归 关系 
式 (9). 

当 cs 一 0 时 , 即 当 第 n% 级 寄存 器 的 内 容 不 参加 反馈 时 ， 可 
将 此 gg 元 % 级 线性 移 位 寄存 器 的 第 wn 一 1 级 的 输出 看 作 此 移 
位 寄存 器 的 输出 , 并 将 序列 (1 的 首 项 ao 略 去 , 这 样 剩 下 的 序 
列 : 

σι, 2, (0, ο 
就 是 一 个 n 一 1 级 线性 移 位 寄存 器 序列 。 因 此 当 c,=0 时 , 我 
们 就 说 这 个 % 级 线性 移 位 寄存 器 退化 成 一 个 % 一 1 级 线性 移 
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位 寄存 器 ， 或 简单 说 这 个 级 线性 移 位 寄存 器 是 退化 的 ， 而 


当 ον 0 时 , 我 们 就 说 这 个 mn 级 线性 移 位 寄存 器 是 非 退 化 的 . 
非 退化 的 % 级 线性 移 位 寄存 器 产生 的 序列 叫 非 退 化 的 % 级 线 
性 移 位 寄存 器 序列 

为 了 讨论 9 元 匈 级 线性 移 位 寄存 器 序列 ， 引 进 9 元 % 级 
线性 移 位 寄存 器 的 联接 多 项 式 是 方便 的 . 图 5 中 的 9 元 % 级 
线性 移 位 寄存 器 的 联接 多 项 式 是 

Jo) 一 廿 ci 十 ca02 十 ,十 Cn “(10) 
例如 , 例 例 2 和 例 3 中 的 2 元 4 级 线性 移 位 寄存 器 的 联接 
多 项 式 分 别 是 
1 十 w 十 个 十 人 0 十 2 1- οὗ γα, 1--ω31- α΄ 

显然 (10) 由 递归 关系 式 (9) 完全 确定 ， 反 过 来 ， 递 归 关 系 
式 (9) 也 由 联接 多 项 式 (1) 完全 确定 。 因 此 gg 元 % 级 线性 移 
ΑΗ ΤΗΣ (8) 也 可 以 由 它 的 前 % 项 αὐ, αι, ''», 4aw-1 和 联 
接 多 项 式 (10) 完全 确定 .我 们 也 把 适合 递归 关系 式 (9) 的 g 


元 % 级 线性 移 位 寄存 咒 序 列 则 做 由 f(w) 产生 的 9 元 % 级 线 


性 移 位 寄存 器 序列 , 简称 由 jz) 产生 的 序列 ， 我 们 也 常用 符 
号 Ω(ἢ) 来 代表 适合 线性 递归 关系 式 (9) 的 g 元 % 级 线性 移 
位 寄存 器 序列 的 全 体 所 组 成 的 集合 ， 显 然 0 序列 属于 G( 旋 ， 
以 0 状态 为 初始 状态 就 产生 0 序列 ，G( 有 ) 中 其 余 的 序列 都 
是 非 0 序列 . | 
我 们 把 适合 线性 递归 关系 式 (9) 的 g 元 % 级 线性 移 位 寄 

存 器 序列 (8) 中 的 连续 % 个 项 ,如 

| (αχ, ἄχει, ο", ἄχεα), ἆδθ 
叫做 一 个 状态 , 记 作 sz， 即 

| Sx = (αν, σι, "'"'; ὄνα(α- 0), 570, 
ss 可 以 看 作 是 上 se Γή πι 维 行 回 量 。 将 ss 有 乘 以 矩阵 
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1 0 一 0 -ᾱ 
T= 1 “. : (11) 
.0 一 Ca 
1 --ᾱ 
(也 说 经 线性 变换 的 作用 ) 之 后 , 得 到 下 一 状态 
Bk+1 ο η ἄμία, "'', ηλ 


而 w+* 由 递归 关系 式 (9) 所 确定 。 因 此 gg 元 % 级 线性 移 位 寄 
存 器 序列 (8), 由 它 的 初始 状态 Βο-- (αο, 4，…， αν 1) 11 2 τὰ 
全 确定 .我们 把 了 叫做 由 线性 递归 关系 式 (9) 所 确定 的 变换 
矩阵 ,也 叫 以 (9) 为 有 反馈 逻辑 的 线性 移 位 寄生 器 的 状态 转移 算 
阵 . | 
”” 因 g 元 % 级 线性 移 位 寄存 器 的 初始 状态 (ao，az，…，qn) 
中 的 每 一 个 @ 可 独立 地 取 Fa 中 的 9 个 元 素 为 值 ， 所 以 初始 
状态 一 共有 9 个 可 能 .由 此 推出 适合 线性 递归 关系 式 (9) 的 
4 元 多 级 线性 移 位 寄存 需 序 列 的 总 数 是 | 
更 进一步 , 设 
aA= (go, σι, σα, ***), 
b= (bo, ὄι, ὃα, ---) 

是 适合 线性 递归 关系 式 (9) 的 两 个 g 元 % 级 线性 移 位 寄存 器 
序列 ， 即 

σχ--οιαν. ι--οιαν-α--'  Ἔσμαι ο, 060， 

ὃν --οιδν. ι--οιδν 3 十 十 CD 一 0 ἔρη, 
将 以 上 二 式 相 加 得 

(αχ-ἠ- ὃν) -Γ-οι(αι it bys) + 二 on (Gp_nt Orn) 

=0,b>n. 
这 就 是 说 ,如果 定义 

a+ b= (go bo, G+ os, ta ba, «“"), κ (12) 


ο ΘΩ͂ α 


那么 a 十 b 也 是 适合 线性 递归 关系 式 (9) σπιν ΕΤ 
位 寄存 器 序列 ， 容 易 验 证 Θ( Ὁ 对 于 按 (19) 式 规 定 的 加 法 运 
算 来 说 是 一 个 交换 群 , 以 0 序列 
0= (0, ο, 0, «.») 

为 单位 元 素 ， 如 果 如 下 地 规定 Fa 中 元 素 。 与 G(JP) 中 元 素 的 
乘积 | 

ο. (αρ, σι, ασ, ":.) = (αρ, οι, CAs, »..), ος Ἐς, (198) 
那么 G( 有 站 ) 就 可 以 看 成 是 下 上 的 一 个 向 量 空间 ,更 因 |G(7) | 
αν, τει σ(Ὁ 是 上 so 上 的 nw 维 向 量 空间 ， 

总 结 以 上 的 讨论 , 我们 有 


定理 1 设 f(w) -11ΕΣ ovtERo[o] ,那么 适合 线性 递归 


”关系 式 (9) 的 9 元 nn 级 线性 移 位 寄存 器 序列 的 总 数 是 9*"， 即 
由 f(z) 所 产生 的 9 元 % 级 线性 移 位 寄存 器 序列 的 总 数 是 9”, 
”也 即 |G(/) |=g"?、 更 进一步 ,9 (用 可 看 作 Ee ΕΗ τι ΕΠ 
空间 、 | | 

如 果 更 假定 线性 递归 关系 式 (9) 中 的 cv 关 0, 那么 由 (9) 所 
确定 的 变换 矩阵 工 是 非 异 的 . 了 的 特征 多 项 式 是 

| zc 了 一 全 | . 

不 难 证 明 
[2 一 人 | τα {|-οιω" Ἱ-- ουσ” 2-- «« Ίος, 
因此 |ο1--Τ! 和 联接 多 项 式 (ο) 是 互 反 多 项 式 , 即 


jc) --Ια--Τ], (14) 
而 Ῥ(α) =mf 0), fo) --α"}(α- 
根据 凯 莱 - 哈 效 顿 定理 ( 即 第 二 章 85 定理 名 ,我 们 有 κ 
ΤΟ) =0. 


现在 我 们 证 明 下 面 这 个 引 理 ， 它 是 以 后 关于 线性 移 位 寄 
存 器 序列 讨论 的 基础 ， 
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引 理 1 设 卫 是 矩阵 (11), 那么 了 的 特征 多 项 式 (14) 就 
是 它 的 极 小 多 项 式 ， 
πε. 4 
60 (0, 0, «.., 0, 1) 
ἘΞ Έα Γ[8-- ποσα. 那么 ΩἪ 
S$1= SoT = (0, 0, -:.. 0, 1, κ), 
S82 ~ S007:= (0, 0, ---, 1, «, ”, 
Β, 1--807'----(Ι, κ, ''., . κ ο, 
其 中 * 代表 Ἐν 中 某 一 元 素 ， 显 然 80, 81,， S82,，…， Sn-1 在 Fa 上 
线性 无 关 . 
设 h(w) 是 了 的 极 小 多 项 式 ， 并 设 Oh(w) = 
hm) = Sl hen, 
那么 加 一 1， 于 是 包 适 合 hs)， 始 
(ιοί -|- λε haT λ--- ο. Ελ]. =0, 
ἌΡ “Δ 5ο (0101 -ἵ- 1; ἠ- ο). 十 .十 Po) 一， 
即 8ο -ἰ- ἤθη - ἤοβο---»'»-[- [͵θηι--0, 
这 是 说 Βο, Βι, 80, ''.', δᾳ 在 Σε 上 线性 相关 .因此 一 定 有 
m>n， 但 是 另 一 方面 , 设 了 (w) 是 下 的 特征 多 项 式 , ΠῚ ΤΟΊ) 
-0， 而 flw) -α, 因此 了 的 极 小 多 项 式 h(w) 的 次 数 
m<n， 于 是 一 定 有 mn。 因此 根据 第 二 章 $5 定理 5,f(%) 
就 是 工 的 极 小 多 项 式 、 这 证 明了 引 理 1, 
最 后 我 们 指出 ,把 线性 递归 关系 式 (2) 改写 成 
ον | σιῶμ. 1 -|-024χ..α--»'' -[-Ομαχ..α--Ό, 6η, 
其 中 co= 二 有 时 是 方便 的 ， 为 了 概括 更 广 的 情况 ， 有 时 我 们 
并 不 假定 一 1, 即 ο 可 以 是 Bo 中 任 一 元 素 , 特别 可 以 是 0. 
这 梓 我 们 玖 得 到 g 元 线性 递归 序列 的 概念 . 
设 co0, Οι, ca “'“ν 0 是 上 a 中 任意 给 定 的 4 个 元 素 ， 用 符 
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-号 Go οι, δὲ, …，o) 表示 所 有 适合 线性 递归 关系 式 
ρα [οιαι ιΓσοαι -ο--'' "Γδαι κΞθ, ᾖ»τν, (16) 
的 φ 元 序列 Co0，C1，G23，…"， 
所 组 成 的 集合 . 我 们 把 α(α, οἱ, δα, -'', Οὐ) 中 的 序列 叫做 适 
合 线性 递归 关系 式 (15) 的 9 元 线性 递归 序列 、 引 进 多 项 式 
σία) --ο0Ἴ-οις-ἠ-οχοῦ}-:''-|-οκω", 
显然 g(%) 由 递归 关系 式 (16) 了 唯一 确定 。 因 此 我 们 把 :g(w) ΠΗ 
做 由 化 归 关系 式 (16) 所 确定 的 多 项 式 。 我 们 也 把 σίου, οι, 
δα, “''' Ου) 人 简 记 作 9 (9): | 
注意 , 当 oo 关 0 时 , 线性 递归 关系 式 (15) 可 以 收 写 成 
0 一 一 (cl1cigz_i 十 07 Cady. s+ "ος οι), Pn. 
因此 这 时 g 元 线性 递归 序列 就 是 9g 元 级 线性 移 位 寄存 器 序 
列 . 


$2 线性 移 位 寄存 器 序列 的 周期 性 


在 上 一 节 里 我 们 举 了 三 个 线性 移 位 寄存 器 作为 例子 ， 它 
们 产生 的 序列 都 是 周期 的 . 下 面 我 们 将 证 明 , 非 退化 的 线性 
移 位 办 存 如 产 生 的 序列 都 是 周期 的 。 为 此 我 们 先 给 出 周期 序 
列 的 定义 . 

定义 1 设 有 了 ec 上 的 一 个 无 限 序列 \ 简 称 Y 元 序列 ) 
| 8.-- (do, σι, σα, “'') (1) 
( 即 ας Fo, 对 一 切切 .我们 说 a 是 周期 序列 ， 如 果 有 正 整 
数 了 存在 ,使 | 

0 一 rp， 对 一 切 非 负 整数 δ, (2) 
而 满足 条 件 (2) 的 最 小 正 整 数 叫做 & 的 周期 , 记 作 (8), 即 
ολ. πα νο. ΟΕ καλα 

如 果 a 是 上 es 上 周期 (8) 的 周期 序列 , 那么 
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(go0, αι, 3, "., ἄρω-ι) 
就 叫做 & 的 一 个 周期 . 
引 理 工 设 8&=- (co αι, σε, …) 是 周期 为 p(a) 的 9 元 周 
期 序列 , 并 设 有 正 整数 ! 存在 使 (2) 成 立 , 那么 一 定 有 ZpP(8) |1. 
证 。 如果 wp(8) 必 ， 那 么 由 带 余 除法 可 设 
(=tp(a) +7,0<r<p(a). 


于 是 (2) 可 写成 

Qtpaytirtp 一 Cp， 对 一 切 220, (3) 
因 ἃ 的 周期 为 p(&), 我 们 有 

Gxa+k 一 Gp， 对 一 切 上 6 守 0. (4) 


由 (3)，(4) 可 得 
ἄγει 一 CN， 对 一 切 30 
但 7+<p(3), 这 与 p(8) 是 ἃ 的 周期 的 假设 相 了 矛盾 ， 
现在 考察 非 退 化 的 9g 元 % 级 线 性 移 位 寄 在 器 序列 


ἃ 一 (αο, αι» ἄρ, ην), 


适合 线性 递归 关系 式 
ρα 十 CiGxz-T 十 CC 十 十 cnqz-n 一 0 Κ»ηι, (6) 
其 中 ορ, 0, ΜΑΗ ΣΣΕΠΗΛΕ ΑΛΣΜΗΕΡΕΙΣ/ΕΤ, 而 
0 — CD Cn 
1 0 ϱ —65 Ὅς... 
1 = 1 : ) 
0 0 --ζ ο 
1 --ὥᾧτοι 


ΚΑΕ. ΠΣ 
| 8ο -- (Ωρ, σι, ”'', Qn-1), 
那么 就 得 到 一 个 状态 序列 
80, $1= 801, So = αρ”, +», 
其 中 Sy = S07™ = (ας, χει. (χα, “3 ἂχιη-.), 
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b=0, 1, 9, »... 
我 们 有 
51182 设 &= (co σι, aa …) 是 适合 线性 递归 关系 
式 (6) 的 非 退 化 的 9 元 % 级 线性 移 位 寄存 器 序列 。 如果 a 是 
周期 为 Ρ(8) 的 周期 序列 ， 那 么 一 定 有 so72?@ 一 8o， 而 且 下 面 
1χ ρί8) 个 状态 

5ο, 8ο, 803, .... 80119) (6) 
两 两 不 同 。 反之, 如果? 是 最 小 正 整 数 使 so7 一 go, 那么 & 是 
周期 为 1 的 周期 序列 . 

证 、 设 3& 是 周期 为 24a) 的 周期 序列 ,那么 
ἄραγεν--ᾱς, Χί--- ΠΕΕΑ 有 


因此 (ἄρ; Ώριαγει» ἄρ δν ""'" Ώριαγεν-ᾱ) 
! | = (4ο, σι, ἄρ, “'', Gn1). 

这 就 是 说 。 - SoT?®) 一 So. 

更 进一步 , 设 


807'--βρΤ’, 而 0 和 4 入 7 入 D(a) -1 
令 了 一 9 一 人 因 过 1Η, 所 以 有 


| 801 一 80， 
于 是 Βιῖ--βρΤῃ" 一 So 一 So 一 8 ， 对 一 切 {οι 
”由 此 推出 Qrv+p 王 x， 对 一 切 h 衬 0. 


根据 引 理工 就 有 2p(a) |r. Ἠτ-]-ὀκρία)--1, 因此 7=0, 
即 4 一 97。 这 证 明了 (6) 中 ρ(8) 个 状态 两 两 不 同 . 

反之 , 设 ! 是 最 小 正 整 数 使 δοΤ' --80, 那么 

Βγ]΄--5., Χ--Ἡ) 2250. 

由 此 推出 Qi+p 二 Qjp， 对 一 切 ἔ5:0͵ 
这 就 是 说 & 的 周期 p(a) |1, ΙΗ εοὐτώ)--5ορ, 4Η, ϱ(α) 5:1, 
以 1 一 D(a). | 

从 这 个 引 理 可 以 推出 
定理 1 非 退 化 的 9 元 即 级 线性 移 位 寄存 器 序列 一 定 是 
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周期 序列 , 而 且 它 的 周期 <q* 一 1. 

证 ， 设 2a= (αρ, αι, σα, ""') 
是 个 非 退 化 的 gg 元 %* 级 线性 移 位 寄存 器 序列 ， 它 适合 线性 化 
ΗΡΑ. (δ), 388 的 状态 序列 | 

So, 861-801, Sa = 801”, | (7 

它们 都 是 Fo。 上 的 % 维 行 向 量 . ως. ὃς, 如 & =0= (0, 

., 0) ,那么 8 一 8 人 =07 一 0，843 一 BIT 一 07 一 0 ''', 
也 有 8 ιβ 1 -- 01Π-1--0. s,s 一 8 人 一 07 一 一 0，…， 
ο-0Ὁ ΜΗ, 9 是 0 序列 .这 时 a 是 周期 1 的 周期 序列 . 如 采 
ἃ 的 状态 序列 (7) 中 0 状态 不 出 现 , 那么 它们 就 都 是 了。 上 的 
非 零 % 维 行 向 量 ， 但 Fo 总 共有 αἲ -ἶ ΠΕ πΦΕΊΤΙΗ ΕΕ, ΒΓ 
以 上 述 状 态 序 列 的 前 9* 个 状态 不 能 两 两 相 异 . 于 是 有 多 3 
存在 , 0---}-ο"--1, 使 


| 801-801”. 
因 1' 非 寞 ,所 以 有 
60111 = S80. 
” 令 1 是 最 小 正 整 数 使 
S07" -- ο, 


那么 I<I 一 i<9* 一 1， 而 根据 引 理 3, 1 就 在 a 的 周期 这 证 
明了 定理 1. 

当 久 级 线性 移 位 寄存 器 序列 的 周期 达到 极 大 值 4 一 
时 ， 它 就 叫 最 长 g 元 mn 级 线性 移 位 寄存 器 序列 ， 简 称 g 元 mm 
序列 , 更 简称 πι 序列 .我们 看 到 $1 例 2 中 的 和 级 线性 移 位 
寄存 器 序列 的 周期 是 16, 而 二 =2 一 二 因此 这 个 序列 是 个 
二 元 τι 序列 ，m 序 列 是 很 重要 的 一 类 线性 移 位 寄存 锅 序 列 ， 
将 在 δ 4-86 中 对 它 进行 较 详细 的 讨论 ， 在 本 节 中 我 们 将 先 
讨论 一 般 的 线性 移 位 寄存 器 序列 

首先 我 们 注意 , 如果 a 是 周期 ! 的 周期 序列 , 那么 & 显然 
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που μας ον αμ τ '., κας. ο 


适合 线性 递归 关系 式 
| αι-- όν ο, ἐεζ, 
而 它 的 联接 多 项 式 是 
! 1--ᾱἱ 
因此 周期 序列 一 定 是 线性 移 位 寄存 器 序列 . 更 进一步 , 我 们 有 
定理 2 设 &a 是 Fo 上 的 一 个 周期 序列 ,那么 存在 着 fo 上 
的 一 个 零 次 项 等 于 1 的 多 项 式 f(w) 具有 性 质 . a€G Wh(w))， 
当 且 仅 当 f(%) |4(w) .更 进一步 ,适合 上 述 性 质 的 多 项 式 f(%) 
是 唯一 确定 的 .如 果 a 是 非 零 周 期 序列 , ΒΔ δ (2) 51, 
证 . 令 Ι--{λ(α) |λ1(α) E Εα[σ], πα εα(0)}. 
ΒΟ{ΠΣΕ3ΕΗΗ Ι ΚΒ Ἐε[αὶ 中 的 一 个 非 零 理想 ， 即 含有 非 零 多 项 
去 的 理想 . | 
首先 , 设 是 & 的 周期 ,那么 1 一 2 EI， 因 此 工 含有 3 
”其 次 , 设 g(%), h(z) ΕΙ, Ἐ 


9 (%) Σ ορ, 
+ 三 0 


μία) -> dw, 
那么 σαν -C10k-1 十 C2Q4--2 十 "…' 十 CnQx-_n 二 0, ἔτι, 
(ἶραχ di0y_1 + dsGx_2t+ + ἆνναι- m= 0, ὤρπι, 
令 了 -max(n, πι), ΕΔ 
Ci 一 n+2 二 "二 Cx 二 0， 如 有 果 η, 
| dn+1 一 dm+2 一 "… 一 dx 一 0， 如 果 人 mn. 

于 是 有 

Co@y 十 οιαχ. ι--- caa 3 二 "+ οκα νο, k= 

ώραν-]-άιαι. it λα. at dur κο, ο, 
由 上 面 两 个 式 子 推出 / 
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ο (ο ---ἆο) αν 1- (οι --ἆι) gy_1+ (οᾳ-- ὧν) σι ο... 
十 (οκ-- ὧν) ἄν πο, ο, 
这 个 递归 关系 式 所 确定 的 多 项 式 是 ， 


Σ(ει--ἆδα'-σ(ο) --λία). 
Βιαεσίσ-)), Τὰ σ(α)-- Μα) EI. 
再 设 σία) -Σ]ορε1, 那么 有 


(οὔκ "Ωχ ι 十 Co 0 十 十 Ομίζν ΤΉΝ 0, bn. 
Ἐξ do=0, d1 = C60, da = Οι, (ἦα = ¢2, στα (μα ᾽ σαν 


ρα { Ώρα. Γχαν 1 Γάλα ο Γι | 
ἡ- ὠς χιᾶχ.- (αφ) 0, ολη. . 
ΤΡ Η ΣΕ ΑΛΑ ΡΕΜΑ ΑΕ 


πα. ͵ η 1 ΜΡ η 
2 ΠΟ 一 少 Zi oT 一 2g (oO) 


因此 acEG(eg(o)， 于 是 og(c) ΕΙ. 更 进一步 , 对立 用 数学 
归纳 法 可 以 证 明 , 对 任意 非 负 整数 wig(w) EI， 由 此 推出 ， 


对 任意 多 项 式 Ὁ hw'E Ἐι[οῖ, 


Σ δα!) ο -Σι(δα)ϱ(ϱ)) ΕΙ. 


根据 第 一 章 $ 6 定理 4 我 们 知道 了 是 下 [w] 的 一 个 非 夫 
理想 ， 再 根据 第 一 章 $6 定理 6 可 知 ，Fe[w] 中 有 一 个 非 专 
多 项 式 了 (z) 存在 ,使 I= (f(w)), 即 工 是 由 被 f(z) 所 整除 的 
所 有 多 项 式 组 成 的 理想 .自然 可 以 设 f(z) 的 零 次 项 等 于 
1、f(z) 显然 有 性 质 : 8EQCh(z)), 当 且 仅 当 了 Cw) [Ιν(α). 
又 假定 }ι(α) 也 是 Ἐε[α] 中 的 一 个 零 次 项 等 于 1 的 多 项 
式 并 具有 性 质 a EGChC2))， 当 且 仅 当 据 (2) |h(@)， 那 么 一 
定 有 了 (2) |fa(z) ἿΙ 7ι(α) (wo .因此 户 (z) 一 of 而 cc 了 
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ο, 但 flw) ΤΙ Γιο) 的 零 次 项 都 等 于 1 所 以 一 定 有 c 二 1. 
因此 Γι() =f (wm)， 这 证 明了 了 (w) 的 唯一 性 ， 

又 当 & 不 是 零 序列 时 , 显然 有 2?f (w) 之 1. 

这 样 定 理 2 就 完全 证 明了 . 

定义 2 设 a 是。 上 的 一 个 周期 序列 ,那么 由 定理 2 族 
Fo[w] 中 有 唯一 的 一 个 零 次 项 等 于 1 的 多 项 式 f(w), 具有 性 
质 ; 8Ε6(Λ()), ΜΗΝ (9) |h(w)。 这 个 多 项 趟 Γ(α) ΠΗ 
[κ ἃ 的 极 小 多 项 式 . 

有 了 定义 2, 那么 定理 2 是 说 , 任 一 周期 序列 必 有 一 极 小 
多 项 式 , 反 过 来 ,我 们 有 
| πετ ΠΕ (2) 1 Εσ[α] 中 一 个 零 次 项 等 于 1 的 多 项 

式 ， 那 么 总 有 Fa 上 的 一 个 周期 序列 存在 , 它 以 了 (%) 为 极 小 

多 项 式 . 实际 上 , 当 0% (%) =n 之 1 时, ΗΝ (ο) 为 联接 多 项 
式 的 g 元 % 级 线性 移 位 寄存 器 , 从 初始 状态 (0, 0,…, Ο, 1) 
出 发 ， 所 产生 的 线性 移 位 寄存 器 序列 就 以 了 (w) 为 极 小 多 项 
式 . 

证 . 设 99f(w) -π Ἠπ-θμ, 32Η Τίῳ)--1 Ἢ 
极 小 多 项 式 ， 以 下 设 20, Ἐ 

f (0) = ΠΣ ορ), 
那么 om 关 0. 5 ΒΕΠ ΠΗ λλ 35 κ 
60 (0, 0, .…, 0, 1) 

出 发 的 适合 递归 关系 式 | 
0 十 Cl02_ 1 十 Ca02 at 二 cnr-n = 0, ἄλλη 
的 9 元 勾 级 线性 移 位 寄存 器 序列 
| δὲ-- (40, σι, ἆα, '''), 
其 中 αρ--αι--ᾱ2--'''--ᾱ, α--0, ον 1-1. 设 h(w) 是 a 的 极 小 
多 项 式 , 并 设 ΘἽν(α) =m。 写 
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δν () ΤΕΣ ὧμα, 
那么 a 适合 
ακ---διαν ι-όραν s+ 二 dnd m=0, Fem. (8) 

根据 定理 2, po) |f (mw)， 如 果 f(w) 不 是 a 的 极 小 多 项 式 , 那 
么 (2) «οδἳ (0), 即 m<n。 这 时 2a 是 从 (ασ, αι, “'', ἄπει) 
出 发 而 适合 线性 递归 关系 式 (8) 的 线性 移 位 寄存 器 序列 , 因而 
是 零 序列 但 @,_1 一 1 天 0。 这 是 一 个 矛盾 ,因此 了 (w) Ἐξ 8 μα 
极 小 多 项 式 . | 

下 面 我 们 试图 用 周期 序列 的 极 小 多 项 式 来 刻 划 它 的 周 
期 ， 为 此 我 们 给 出 下 面 这 个 定义 . 

定义 3 ἐγ) 是 Fo 上 的 一 个 次 数 之 1 的 而 零 次 项 
-0 的 多 项 式 ， 我 们 定义 了 (w) 的 周期 为 最 小 正 整数 ! 使 
Fo) |wz 一 I， 我们 用 p(f) 来 表示 了 lw) 的 周期 . 

注意 , 1 (ο) 8 Ἐς 上 的 不 可 约 多 项 式 时 , 这 个 定义 与 第 
一 章 $5 定义 2 中 所 给 出 的 了 sc 上 不 可 约 多 项 式 的 周期 的 定 
义 是 一 致 的 实际 上 , ἐξ Ρίο) 是 也 上 的 一 个 % 次 不 可 约 多 
项 式 , f(%) ο, 并 设 1 是 它 按照 定义 3 规定 的 周期 , πῃ ἵ κε 
它 按照 第 一 章 $5 定义 2 规定 的 周期 ， 那 么 71 是 最 小 正 整数 κ 
使 f(z) |z 一 1， τὰ (ο) 的 τι Ίηβ αι, αὐ, "'', αν 的 公共 
阶 ， 从 f(z) |z' 一 1 推出 f(z) {833 αἱ 都 是 2 一 1 的 根 ， 因 此 
αἱ --1, 于 是 WI， 反 过 来 ， 我 们 有 w= 二 14， 即 m4， as,…， αι 都 
是 2 一 1 的 根 、 于 是 (w 一 0D 12 一 4， αι, αχ, …,， ow 两 两 
相 异 ,所 以 | 

(ᾳ--αι) (0 --αι)' (ὦ--αν) αἱ --]. 

但 (0) --αίσ--αι) (ᾳ--αο)...(ᾳ--αι), ας ΕΙ 而 0， 所 以 
Τ(0) | 一 4 由 此 推出 I<V， 从 1<V 和 四 1 推出 71=V 

我 们 回忆 一 下 , 在 第 一 章 $4 例 2 中 ,我 们 曾 令 
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Ἐ[α]}ω-- {η(5) |h (ο) Ε Ἑ«[α], 
(co) «Θ'γ(α) 而 Ον(ω), (0) =1}, 
并 在 其 中 规定 了 乘法 运算 
hw) g(r) --(1(ο)η(αλ}κο, 对 μα), σ(ο) Ε Ἑπ[α] κο. 
我 们 知道 e[z]%o 是 个 交换 群 ， 我 们 可 以 给 出 定义 3 的 一 
个 等 价 的 定义 . 
”定义 8 (ο) 是 Fo 上 的 一 个 次 数 n 之 1 而 零 次 项 不 
等 于 0 的 多 项 式 . { (ο) 的 周期 就 是 交换 群 了 [oj 中 元 
素 2 的 阶 . 
实际 上 ， νο 按 定 义 8 规定 的 周期 ,而 ! 是 它 按 
定义 8' 规定 的 周期 ， 从 Fo) |z 一 1 推出 ,在 afw]xw 中 
| σώ) σ)-:-(5}α--- 1 -- (α--- ο. 
7 个 
于 是 在 上 co[z]yro 中 
---- ‘v= 
根据 第 一 章 $ 4 定理 4 就 有 Wl。 另 一 方面 ,从 
σί5)ος)'«.(5}Ω-- 1 
一 


?7 个 
推出 ᾽-Ω-1)κο--αῶσῶ»::Ολα--1--0, 
即 σώ) |α --1, : 
因此 1<V， 那么 从 V1 和 71<V 就 推出 1=V， 这 证 明了 定义 3 
和 定义 8' 是 等 价 的 . 
从 定义 8' 可 以 推出 


引 理 3 ὁ (ο) Ἐς 上 的 一 个 次 数 %n 之 1 而 零 次 项 不 等 
于 0 的 多 项 式 ,并 设 Γίω) |αἱ--1, 那么 一 定 有 2(f)1L. 
1". ἐξ γ(α) |α--1, ἩΡ ΔΙ: Ἐα[α]λω 中 ， 


ο 288 ο 


αἷ--οζς)οσ)-::(2)α---1, 
个 
于 是 根据 第 一 章 $4 定 理 4, ϱ()) Ἡ, 

我 们 还 有 

5184 设 f(%) ΒΕ Έα 上 的 一 个 零 次 项 不 等 于 0 的 不 可 
约 多 项 式 , 那么 p(f) ο --τ, 

证 ， 设 99f(w) --π, [8 1(0) 不 可 约 , α.1 1824 Γ(α) ἀν 
可 约 时 ， ἘΞ [ο] 14) 是 域 ， 这 有 时 ἘΞ [στο 就 是 Fu [ο] 14) 中 全 体 
非 零 元 率 所 组 成 的 乘法 群 . 因此 | Ἐε[σ];ω| 一 好 一 1. 根据 第 
一 章 $4 定理 5，Eoe[Lojro 是 循环 群 , 即 Po [2], 中 有 一 个 

ο”--1 阶 元 素 a， 而 Fa[w]7ow= [四 ， 特别 ，z=o 而 0-«ὐ-ς 
pl 那么 ΗἪ 
me -ᾱ --(α) σ)--ᾱ (αἴ΄-}γ!-- 七 一 工 
因此 wp(f)1g" 一 1, 即 p(f) 14“ -- 1. 

定义 和 设 4 是 了 上 的 一 个 %X% 非 异 和 矩阵 . 如 果 有 正 
整数 ! 存在 使 Αἱ--1Ι, 这 里 工 是 ”xm 单位 矩阵 ，4 就 叫 有 限 
ὕναε Ἡ., ἠπἑ 4 是 有 限 阶 矩阵 ,那么 适合 条 件 4 = 工 的 最 小 
ΙΕΚ; ΠΗ κ 4 的 阶 . 我 们 用 p(4) 来 表示 4 的 阶 . 

引 理 5 设 4 是 Fo。 上 的 一 个 %nxn 非 异 和 矩阵 , 那么 4 一 
定 是 有 限 阶 的 .更 进一步 ， 如果 有 正 整 数 ! 适合 条 件 4'--Ι 
那么 p(4) Ι1, 

ΠΕ, ΗΗ Έα 上 nxn 矩阵 的 个 数 有 限 ， 所 以 下 面 这 一 系列 
矩阵 

Ar=~I, Αἱ-4Α. 43 43 . 
不 能 两 两 不 同 ， 设 
α΄-- 4. 12420. 
因 4 4, ἐξ 4 一 存在， 将 上 式 双 方 都 乘 以 4 就 有 
4 一 一 工 7 一 和 >>0， 
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因此 4 是 有 限 阶 的 . 
更 进一步 , 设 4=I. 根据 带 余 除法 , 有 
(=tip(A) +r, O07r<pn(A). 
ρα T= Αἰ-- Αἴνίάλετ... Ai?(4), Ar =— ( ΑΔΕ. Δ 
-- 7. ΑἹ--1-Α--- ΑΓ 
Η1 φ(4) 的 极 小 性 即 可 推出 r=0， 因 此 φ{Α) [1, 
引 理 6 设 


je) --11-5 ορ! ΕἘε[α], 
并 假定 co#0， 令 TJ 是 $1 第 (11) 式 中 的 矩阵 , 那么 DCPD -- 
ρ(). 
证 ， 根 据 §1 51381, J 的 极 小 多 项 式 是 


f(w) 一人 十 Σ ο΄, 


但 f (4) ΤΙ Το) 是 互 反 的 多 项 式 ， 因 此 从 定义 8 立刻 推出 
ρίῃ -ρ(Ά. ΤΕ: Ῥίω) σ--1. μὴ f(T) =0， ΜΚ’ --1, 
”那么 根据 引 理 p(T) |()). 
| 又 从 TY = 了 推出 人 适合 2 一 4. 但 f(z) 是 T 的 极 
小 多 项 式 , 所 以 了 (zw) |wz? 一 4, 因此 根据 引 理 3, ϱ()) |p(7). 

于 是 p(f) |ρ(1). 

因此 p(f) =p(7). 
”定理 和 设 f(%) 是 ua[z] 中 一 个 次 数 n>1 而 零 次 项 等 
于 1 的 多 项 式 , 那么 以 f(w) 为 极 小 多 项 式 的 线性 移 位 寄存 虽 
序列 的 周期 就 等 于 f(%) 的 周期 ， 

证 , 设 & 是 以 f(sw) 为 极 小 多 项 式 的 线性 移 位 寄存 器 序 
7), Ξ 


| f (0) -I++ 六 ορ, ο,0, 
那么 & 适合 
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a olg 1 Cad 二 十 CC ο, Ln | 
再 设 了 是 上 述 递归 关系 式 所 确定 的 变换 答 竹 ， Ημ 1 1ὲ 3 1 第 
(1) 式 中 的 矩阵 ， 令 
Sk = (Gp, ἄχει, ἄχεο, “"", -- 0, 
那么 从 了 2…= 工 推出 
SI 一 Si， 对 一 切 30, 
但 se78… 一 Sm+b 所 以 
p(T)+h— Sy 对 一 切 ε250͵ 
因此 ἄρωκντ-αι, Χ--"Ἡ 6550, | 
那么 根据 引 理工 有 2(a) |(1). 根据 引 理 6, Ρ) οί), δη 
以 ρ(8)|»6. 
另 一 方面 ,8& 适合 线性 递归 关系 式 
ᾱχ--ᾱΣ ρω--0, b> p(a), 
其 联接 多 项 式 是 | 
1— wr 
因 f(w) 是 a 的 极 小 多 项 式 ， 所 以 Jo 一 因 此 
p(f) |Φ(8). 

所 以 p(a) =p(f ). 

系 理 1 设 f(z) 是 于 上 零 次 项 等 于 1 的 % 次 不 可 约 多 
”项 式 ,那么 G(f) 中 任 一 非 零 4 元 % 级 线性 移 位 寄存 器 序列 
均 以 了 (wm) 为 极 小 多 项 式 , 而 且 它 们 的 周期 都 等 于 f(w) 的 周 
ΒΗ. 

证 . 设 a 是 G(f) 中 任 一 非 零 线性 移 位 寄存 器 序列 , 那 
么 根据 定理 2，a 的 极 小 多 项 式 的 次 数 721, 而 且 一 定 是 7(o) 
的 因 式 . 但 f(w) 不 可 约 , 所 以 & 的 极 小 多 项 式 就 是 f(z), 38 
么 从 定理 4 立刻 推出 pa) --ρ(0). | 

系 理 2 Ὁ (ο) 是 了 ee 上 的 一 个 次 数 m%>> 工 的 零 次 项 等 
于 工 的 多 项 式 , 那么 G(f) 中 从 初始 状态 Ὁ, 0, …， 0, 1) 出 
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ν΄ 


发 的 9 元 郊 级 线性 移 位 寄存 器 序列 的 周期 等 于 (2) 的 周期 

证 、 这 是 定理 3 和 定理 4 的 直接 推论 . 

系 理 8 设 f(z) 是 fs 上 的 一 个 次 数 n 之 1 的 零 次 项 等 
于 1 的 多 项 式 ， 那 么 对 于 GCf) 中 任 一 非 零 9 元 % 级 线性 移 
位 寄存 器 序列 a, 都 有 %(a) |»67). 

证 ， 设 a 的 极 小 多 项 式 是 (wm)， 根 据 定理 2, 29h(z) 之 1 

而 η) |f《w).， 根据 定理 4, p(a) 一 PC). 18 (0) 72 一 1 
所 以 及 (w) |w?n 一 4， 于 是 2 |p(f)， 因 此 pa)1p(f)， 


3 3 σς) 中 的 平移 等 价 类 


在 这 一 节 里 , 我 们 总 假定 f(z) 是 Ἑα[ο] 中 的 一 个 零 次 项 
等 于 1 的 nn 次 多 项 式 ,而 mw 之 1， 我 们 写 
f(%) --1--οια--οαᾖ1---. Γομα, cnA0, ος Ἐπ (1) 
设 & 是 一 个 9 元 序列 , 写 


A= (σο, ἃι, ας, "''), WE τα, Μπο 
那么 haEG( 乃 , 当 且 仅 当 
σοαι-σιαν σοι α---' Ἴ-οσιαμ..α--Ό, ἔπη, (8) 
我 们 和 完 引 进 g 元 周期 序列 的 左 移 变 换 . 


定义 工 设 a 是 个 9 元 周期 序列 ,将 8 写作 (2)， 定义 作 
用 在 & ΓΖ} 52334, 
L(a)= (αι, σα, (3, 11) 


并 定义 D(a)=a | 
Li(a)= (1(1.:(1,(8))-'-)), 
πα 
这 里 所 是 个 正 整 数 ， 


定义 2 设 a 和 jb 都 是 9 元 周期 序列 , 如 果 有 非 负 束 
数 + 存在 使 5 一 (a), 那么 就 说 a 与 b 平移 等 价 ， 平 移 不 等 
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价 的 周期 序列 叫 平 移 相 异 ， 

- .[1 设 a 和 pb 都 是 元 周期 序列 ， 如 果 & 与 b 平移 

κ. μα 与 & 平 移 等 价 . | 
. 设 & 的 周期 是 p(a). 因 & 与 bp 平移 等 价 有 非 

入 逆序 在 使 b- Lr(a),， 即 


Ox "σε υ--0, 


根据 带 余 除 法 ， 可 以 写 
.t=gn(a)+r, 0<7<p(a), 
那么 Ωχ -- (αγ ορ( 8) αγ ρ(α)- κ 


一 Docay_r+y, [-50͵ 
μή α-- (0), 即 b 与 a 平移 等 价 . | 
引 理 2 设 a 和 hb 都 是 9 元 周期 序列 .如 果 & 和 bb 平移 
等 价 , 那么 ρίϑ) 一 Pp(b). 更 进一步 ， 
8, LOa), Li (a), »'', Lo (8) (4) 
是 所 有 与 a 平移 等 价 的 两 两 相 异 的 9 元 周期 序列 , 而 
1269 (a) 一 8. 
证 。 设 b= 荆 人 au)， 即 
όντα, ᾖ-0, 
那么 Da 一 000 一 QH 一 Ox, £2>0. | 
根据 $2 8188 1, φ(ο)|ρ(8), 同 理 可 证 Ῥί8) |»(0).᾽ ΕΝ 此 
pla) =p(b). 
青 设 LL(a)=L'(a),0<i<I<p(a), 
那么 σε σε, 30. 
于 是 CIDERT— th) 一 QH 人 一 CN h>%, 
这 就 是 说 , 如 果 i 天 7,，DL'(8) 的 周期 是 3 一 2 的 因子 ， 因 此 3 的 
周期 也 是 7 一 2 的 因子 . 但 7 一 2<p(a)。 因 此 一 定 有 % 一 9. 所 
以 (和 9 中 p(a) 个 序列 两 两 相 异 . 
最 后 , 因 δ 的 周期 是 24a), 显然 有 


1/0 (a) A 

定义 3 一 组 7 元 周期 序列 叫做 一 个 乎 移 等 价 类 ,如果 
其 中 任意 两 个 序列 都 平移 等 价 ， 而 与 这 个 组 里 任意 一 个 序列 
平移 等 价 的 序列 都 在 这 个 组 里 . 

那么 由 引 理 1 和 引 理 2 立刻 推出 

定理 1 设 a 是 个 9 元 周期 序列 ,周期 等 于 p(a). 那么 
含 8 的 平移 等 价 类 就 是 

0O= {a, L(a), Ι7(8), --., 149 (a)}. (ὅ) 

更 进一步 ， 两 个 g 元 周期 序列 的 平移 等 价 类 或 者 完全 一 致 或 
者 没有 公共 元 素 . 

证 .显然 (号 中 任意 两 个 周期 序列 都 平移 等 价 . 再 设 9 元 
周期 序列 b 与 Li(a) 平 移 等 价 ,可 以 假定 


Ῥ--1’(1/(8)) 
1’),  ἀπλ-ί-«ρ(8), 
ΜΑ ή 1η (8), Πε Γ{(8). 
因此 Ὁςσο. | 


更 进一步 , 设 有 两 个 元 周期 序列 的 平移 等 价 类 Οἱ 和 Ons 
有 一 个 序列 公共 , 设 aEormcs、 假 定 a 的 周期 是 pa)， 那 
么 οι Άι 0; 就 都 是 0， 因 此 Οἱ--Ο., ΜΠ 

系 理 1 9 元 周期 序列 的 一 个 平移 等 价 类 中 的 元 素 个 数 
就 等 于 它 里 面 任意 一 个 序列 的 周期 . 

系 理 2 所 有 g 元 周期 序列 的 集合 分 到 了 一 些 两 两 没有 
公共 元 素 的 平移 等 价 类 里 . 

特别 还 有 

系 理 8 G( 方 中 的 9 元 周期 序列 分 到 了 一 些 两 两 没有 公 
共 元 素 的 平移 等 价 类 里 . | 
证 .这 是 因为 , 如 果 a EG( 用 ,那么 LK(a) ΕΘ(Ρ, 于 是 
会 & 的 9 元 周期 序列 的 平移 等 价 类 中 的 序列 都 属于 G(， 
«144» 


在 81 例 工 里 ,我 们 说 过 ,8 1 图 1 πώ, 
寄存 器 总 共产 生 四 个 完全 不 同 的 线性 移 位 寄存 器 序列 .那里 
说 的 “完全 不 同 的 ”实际 上 就 是 上 面 定义 的 μέγα 
因此 我 们 可 以 说 , $1 图 1 的 二 元 4 级 线性 移 位 寄存 器 产生 
的 线性 移 位 寄存 器 序列 分 属 四 个 平移 等 价 类 ， 同样, $1 例 2 
中 的 线性 移 位 寄存 器 产生 的 线性 移 位 寄存 器 序列 分 属 两 个 平 
移 等 价 类 ; 而 $1 例 3 中 的 线性 移 位 寄存 器 产生 的 线性 移 位 寄 
存 器 序列 分 属 四 个 平移 等 价 类 .$1 例 1 和 例 3 的 两 个 线性 
移 位 寡 存 器 所 产生 的 组 性 移 位 寄存 器 序列 虽然 都 分 成 四 个 平 
移 等 价 类 , 但 例 1 的 四 个 类 中 的 序列 的 个 数 分 别 是 1, 5, 5, 
5, 而 例 3 中 四 个 类 中 序列 的 个 数 却 分 别 是 1 6, 6, 3， 我 们 
知道 例 1 和 例 3 的 线性 移 位 寄存 器 的 联接 多 项 式 不 一 样 : 一 
个 是 1 十 2 十 好 十 γα, 而 另 一 个 是 1 十 2 十 ws 下 面 我 们 要 
证 明 ， 一 个 非 退 化 的 g 元 1% 级 线性 移 位 寄存 器 所 产生 的 线性 
移 位 寄存 器 序列 一 共 分 成 多 少 平移 等 价 类 ， 以 及 每 一 类 里 含 
多 少 个 序列 , 由 它 的 联接 多 项 式 fc) 所 完全 确定 , 即 9(f) 一 
共 分 成 多 少 类 ， 以 及 每 一 类 里 有 多 少 个 元 素 , 由 f(w) 所 完全 
确定 . | 

我 们 先 证 明 

定理 2 设 jc) 是 Folw] 中 的 一 个 零 次 项 等 于 1 的 % 次 
多 项 式 , 而 mw 之 1。 并 假定 

(ο) --[ι(ο)}α(α)»''Ρε(ω), (6) 
其 中 για) (1L<4<y) 是 零 次 项 等 于 1 的 mw 次 多 项 式 , mm 之 1， 
而 且 f(z), (0), -:', fr(z) 两 两 互 素 , 即 | 
(}ι(α), Γ/(ο))-1, {πὲ 1], (7) 
那么 G(P 作为 了 。 上 的 % 维 向 量 空 间 , 分 解 成 子 空间 GU)， 
α(ω), -.:, Θ(Ιὸ 的 直 和 | 
Gf)=G(f) +G(fs) 十 … τὸ 


证 . 8 Γιο) | Fo) I<i<r), 所 以 根据 $2 定理 2 
G(fDcG( 用 ,又 因 G( 甩 和 GBF 中 的 加 法 都 是 按 分 量 相 
加 , 即 按 $1 中 (12) 式 所 定义 , 而 用 Eo 的 元 素 去 乘 G(f) 和 
G( 有 i) 中 元 素 的 乘法 又 都 是 按 $1 (18) 式 所 定义 ,所 以 G(f9 
CL<i<n) 都 是 QO) 的 子 空间 ， 

ΒΗ Θύγι(α) τι, Βπ 2} Θ (7ο 是 Fu 上 的 mw 维 子 空间 . δὲ 

Mt, ἕω, ον llin, | 
是 G(fo) 的 一 组 基 , 1<%<r， 我 们 来 证 明 


R11; 312，… Bim, B21, B22, ην ἃξθη,, ο Bl ἂγο, “', ἃν, 


| (8) 
一 定 线 性 无 关 ， 设 有 线性 关系 
| Σ Σ ωβυ”-Θ, cy E ο 
”其 中 0= (ο, 0, 0, …) 是 零 序列 . 令 
2 Cl, 
那么 ικα (1<i<r), 
而 A 十 22 十 … 十 a 一 0. (9) 


如 果 8130, 那么 
81 一 一 (as 十 … 十 3r). 
于 是 πα ΕΟΧ 
设 am 的 极 小 多 项 式 是 m(w), 那么 根据 $2 定理 2 有 
πι () | Τι (0), "ν(ω) | (0) fs (0). ες). 
但 由 C7) 式 推 出 
Cf1(%), falw) fa (α) 1. Τε) 51. 

因此 (ec) = 二 所 以 

| ai=0= (0, 0, 0, «..). 
同 理 可 证 as 一 as 一 … 一 8r 一 0. 
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因此 δν ομβω-0, Ἱκήςν, 
因 Ἆρῃ, M2, “'', Bin, 是 CC 的 一 组 基 ， 所 以 


cj 一 人 4 一 十， 2, ως. η, 3-1, 9, οσο. τν, 


” 这 证 明了 (8) 线 性 无 天。 但 由 (6) 式 推出 


员 一 人 二 92 二 ty, 
而 ἁπο (1) -., βηνλ(8) 8: α( Ὁ) 的 一 组 基 . 
设 bEG(f), 那么 b 可 以 表 成 (8) 中 序列 的 线性 组 合 


b= >2 > byay, Dy Ἐπ, 


令 δι- Ὁ byay, 1κό«α, 


那么 bpEGkjo ΠΠ 
hb -- bl 十 bs 十 … 十 D:- (10) 
这 证 明了 G(f) 中 的 一 个 元 素 b 可 以 表 成 GCC) 中 一 个 元 素 
bi，G(Ja) 中 一 个 元 素 θα, -::, αν) π-- σος Ὁ, 的 和 ,如 
果 了 bb 还 有 男 一 种 表 法 | 
ο Ότοι--ου---..-σ,οιςα( 1, (11) 
邢 么 将 (10)，(i1) 两 式 相 减 , 得 到 
(ο: -- ου) -- (bs—62) 十 … 十 (b,—c6¢r) =0, 
b—ceEG(f), 
可 以 重复 前 面 从 (9) 式 推出 a1 一 2a, 一 … 一 & 一 0 的 证 明 
推出 b,—6=0,%=1, 2, ..., 7. 
于 是 b=6,, $=1, 2, --'. 1, 
这 证 明了 玫 法 的 唯一 性， 因此 
α(β-α(ᾖι γα τ.' τα). 
再 证 明 下 面 这 个 引 理 .。 
引 理 3 ἐξ Τι(0), f2(w) 都 是 Ἑσ[α] 中 零 次 项 等 于 1 的 
次 数 δι 的 多 项 式 ， 并 假定 (fi(%), Ταίω)}-1, 再 设 aE 
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(0, οςα (9), 那么 
ρ(8-Γ8) --[2{Α), ρ(ϱ)1, 
其 中 2p(a), p(b), pla 十 b) 分 别 表 &, b, a 十 b 的 周期 . 
证 . 设 1=[p(&), ρ(0}],' (8). ΒΡῚΣ 
A= (σο, ἄι, ασ, '''), 
| b= (2ο, δ:, bs, 11), 
考察 有 序 对 的 序列 
(40, δο), (σαι, δι), (αι, δ»), --- 
设 它 的 周期 是 。 那么 显然 s|1. ΗΠΊΝ|6, μυ τ 1. 
因 ρί81-) 一 7, 所 以 
ἄψεμ- Ovty = yt ὃν, b>0. 


于 是 Gyr— Apt bvip— Or=0, b>0. 
这 就 是 说 Ca) 一 8 十 CC (0) -- Ὁ) - 
但 L'(a) -αςεα(ι), 0) νεα», 


而 根据 定理 2, GC/) 分 解 成 G(fi) πι 870) 的 直 和 , 特别 0 
只 有 一 种 方法 表 成 (1) 中 的 一 个 元 素 与 G(Ja) 中 的 一 个 
元 素 的 和 | 


0=0+0, 
因此 一 定 有 ”二 人 a) 一 2 一 0 LY(b)— 0, 
于 是 | L (a)=a, 10) - 


”出 此 推出 pCa) 1’, ϱ(9) ΙΤ. 1 [ple ϱ(9)], 所 以 1 
有 从 ZL 和 ?推出 1 = ἵ. 即 D(a+b = [p (8), 
2(b)]. 
显然 引 理 8 可 推广 到 了 个 两 两 互 素 的 多 项 式 的 人 形 . 
引 理 和 设 .Jo) 是 olwj] 中 的 一 个 零 次 项 等 于 1 的 % 次 
多 项 式 ,而 ω:»1 ΧΕ 
f (ο) =—f1 (0) (0) fr (9), 
其 中 天 (wm) <4s7) 是 零 次 项 等 于 1 的 mm 次 多 项 式 , mw 之 1 
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μα πυρ” 


而 Γιίω), Τα(ϱ), κ. jw) 两 两 互 素 . 青 设 .E99(f), 1<1 
κο, 那么 
Ja 十 as 十 … 十 ar) = [ρ(8ι), Ῥ(82), “'', Par)] 

由 于 这 个 引 理 的 证 明和 引 理 8 的 证 明 完 全 一 样 ， 我 们 碾 
不 重复 了 .。 

从 定理 2 和 引 理 生 可 以 推出 

”定理 8 设 f(w) 是 ofw] 中 的 一 个 零 次 项 等 于 1 的 nw 次 
多 项 式 , 而 % 之 1， 并 假定 - ! 
Γ(α) =f1(2)f23(0) fr (8), 

其 中 fi(w) 是 零 次 项 等 于 的 nn 次 多 项 式 , πΣ1, 而 }ι(α), 
Jo)，… fr(%) 两 两 互 素 ， 再 全 是 G(fD (Lo<7) 分 成 了 


Ίος 个 平移 等 价 类 


σμ, Ομ, “'", Ομ, (b=1, 2, νε 1) 
而 Ow 中 序列 的 周期 分 别 是 py (Y==1, 2, στη 7; ταν 2, ''', 
πι). 令 
Ole = {δις + aos,  ἜΒ 8 E Oi, ὁ--1, 3, »'', τ], 
ο ΗΡΙ. 
那么 Chax 中 序列 的 周期 是 
[Pa ，2ap αι 
而 Οι ων, 分 成 
Za “Priy/ ροκ, Pam Ji] 
个 平移 等 价 类 ， 这 样 (ἢ 就 分 成 


> Σ Σ Pum Έλλα") Επ Ὅλων; 人 | 


个 平移 等 价 类 . 

证 ， 首先 注意 .Cu 中 序列 的 周期 是 p Py， 那么 Ου 中 序列 
的 个 数 Ομ] 也 是 ps. 

设 Bp peep, E Ορ. 


那么 8 一 和 十 82 十 十 Ba ΕΟ, 
于 是 L(g,) = L(ain) + Lasp) 十 … 士 (ar )。 
但 Om 是 G (fi) 的 一 个 平移 等 价 类 , 所 以 
Τ,(8µ)) εξ 1, 2, »'', τι δια, 2, το, πι 
因此 L (Bk,) ΕΟλαν-... 
这 证 明了 Cinw.p, 由 一 些 平移 等 价 类 组 成 .根据 引 理 4, ων, 
”中 序列 的 周期 都 等 于 [ριων pzms，…， priv]， 所 以 Οω., 中 的 
每 一 个 平移 等 价 类 都 含 [Ρια, Γεω “'', Ῥεω} 个 序列 。 男 一 万 
面 , 根据 定理 2 
G(f)=G(f) +G(f2) + Γα(ί, 

所 以 Ον, 中 序列 的 个 数 | 

[αι = | Os, | | Cn, τη. [οτι | — Pur, Dare ην 
因此 Ορκ... 分 成 了 

| Dix para” Pr/ [Pik,, Paks ""“ν Dre] 

个 平移 等 价 类 . ! 
又 因 αν 一 CaUwoU… U ον, 0--1, 2, όν ΩΤ, 
所 以 根据 定理 2 就 有 : 


由 上 式 就 可 以 推出 本 和 定理 的 最 后 一 个 断 育 . 

根据 唯一 因 式 分 解 定理 知 ，Ee[Lz] 中 每 一 个 次 数 % 之 1 的 
零 次 项 等 于 1 的 多 项 式 了 (iv) 都 可 以 表 成 

Ῥω) πρι (0) "pa lv) η. ον)”, 

其 中 2), ρι(ῳ), -.', ».(α) 是 Ἑα[α] 中 的 7 个 两 两 不 同 的 
零 次 项 等 于 1 的 不 可 约 多 项 式 , 而 ει, ea，…，er 都 是 正 整 数 ， 
那么 从 定理 3 就 可 得 出 结论 , 只 要 对 上。 上 和 零 次 项 等 于 工 的 不 
可 约 多 项 式 f(w) {ΞΕ }(ω)', 研究 Go)9 分 成 多 少 平移 
等 价 类 , 而 每 个 类 里 含 多 少 个 序列 即 可 。 我 们 先 证 明 
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引 理 和 设 f(w) 是 fo 上 的 一 个 零 次 项 等 于 1 的 不 可 约 
多 项 式 , 9 是 一 个 素数 2 ΗΕ, 而 e 是 一 个 正 整 数 ， 令 
m=min{i|iEd 而 χ’»»ο), | 
即 双 是 一 个 正 整数 使 221 42"-᾽, ὮΒΑ 
p(f°) =p"p(f). 
证 ， 根 据 多 项 式 的 周期 的 定义 ,我 们 有 
(0) | zz 一 十 


因此 κ Jo (ο) -- 1)". 
我 们 有 (α”΄).-- 1)” -- ΩΡ” »0)..1͵ 
ΧΗ φ᾽5:6, 所 以 - | 

ιο ο 
因此 fv) | 1 
于 是 p(f°) ΙΡ). 


另 一 方面 , 设 φ(]΄) 一 全 光 而 2 二 那么 
Τα). ο” 1. 


因 wr l= (αἱ - 1)”, 

所 以 
Fo 中 ce-Dz (19) 

因 2 (αἱ --1)' ία 1-0, 所 以 


(αἱ --1, (α--1)))-1, 
那么 根据 第 一 章 $2 定理 3, w' 一 1 ΜΜΕ ΕΝΑ πμ (ο) 
是 不 可 约 多 项 式 , 所 以 从 (13) 式 根据 唯一 因 式 分 解 定理 推出 
Ρίο) |9' 一 二 εςφ'. 
因此 (1) 1, ΠΠ πος}, 所 以 
ροή). 
因此 Pf) =p"p(f). 
现在 我 们 证 明 
定理 和 设 f(%) 是 fc 上 的 一 个 零 次 项 等 于 1 的 次 不 
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可 约 多 项 式 , 9 是 一 ας ΕΠΙ 6 是 一 个 正 整 数 ， 再 设 
| ην--ταἰτι[φ|ςς ἆ πο 
那么 只 有 1, p(f), ϱ)ρ() (4151, 2, ''', πι-- 1), φ"ρί Ὁ 这 
些 数 可 以 作为 (1) 中 序列 的 周期 ; 而 ΘΟ 中 以 这 些 数 为 
周期 的 序列 的 个 数 分 别 1.1, ο --1, ο 一 92 (ἱ--ἶ, 3, »'', 
ηι--1), ο -ο ;因此 GGP 中 以 这 些 数 为 周期 的 平移 等 
价 类 的 个 数 分 别 是 1, (gq 一 1)/p(f), (9 -ᾳλ/φ΄ρ{ῃ) 
(ᾱ--1, 2, »'', m—1), (αν απ )/p"p(f). 

πε, 因 je) 是 不 可 约 多 项 式 , ας) 中 任 一 序列 的 极 小 
多 项 式 一 定 是 f(w) 的 一 个 寡 ， 考察 升 链 
α(ςσα(ςσα( ος, σα. 
显然 G( 广 ) -{0}, ΜΜ. 
|Θ( 79) | --1, 

ΠΠ α(Ρ᾽) 中 唯一 的 序列 0 的 周期 是 工 . 
其 次 ,对 4 一 0 1, 2 6e 一 1 (ΡΛ) ΛΩ(7) 中 序列 以 

fw) 为 极 小 多 项 式 ， 因 此 根据 $2 定理 4, (1 λα 
中 序列 的 周期 即 是 p( 所 *)。 根据 引 理 5, 我 们 有 

Ρο) τρ +) = -ρ(/») =pip(f) 
(一 二 2, ».., m—1), 
pf™ η) -ῃ( 53) -... τρ) =p"p(f), 

因此 G(f*) 中 只 有 G(A AGO 中 序列 的 周期 是 p( 用 ,而 
ο. |ΙΕ()ΛΩ(Ρ̓}|--α"--1͵ 

G(f*) 中 只 有 ΜΙ 
Gf OG -α(ΡΛΛΘΟΡ̓ὺ 


1.«}.«ἰφ--1}ρ' 
(ὁ--1, 2, «.., τη--1) 
中 序列 的 周期 是 ρ»( Ὁ, 1Π 
αλλα) ο, 


ο 2354 » 


同 理 , ας) 中 只 有 
UY (ασ σσ) -α ολα” 


1ς{ςο--ρ- 


中 序列 的 周期 是 p"p( 有 ,而 
(σα) λα (το. 

这 样 定理 4 就 完全 证 明了 . 

从 定理 和 4 我 们 知道 ,计算 不 可 约 多 项 式 的 周期 很 重要 , 这 
个 问题 将 在 第 五 章 中 讨论 . 

我 们 看 几 个 例子 . 

例 工 考察 上 的 多 项 式 f(%) 一 中 十 2 十 二 

先 计 算 f(w) 的 周期 p(f)， 因 (0) 大 0, 14:30, 所 以 
fr) 没有 一 次 因 式 . ΒΗ 0%f(w) = 二 3, 所 以 f(w) 不 可 约 . 根据 
第 一 章 $6 引 理 2, f(w) |” 一 1=w' 一 1， 根据 $2 引 理 8, 
2(f)17， 因 "7 是 素数 ,所 以 p(f) =7. 

1G 有 |=2=8. G(f) 中 一 共有 7 个 非 零 序列， 根据 
$ 2 定理 4 的 系 理 1, 它们 的 周期 都 等 于 p(f)， 即 都 等 于 7. 即 
”它们 都 是 mw 序列 . 

δ 考察 了 。 上 的 多 项 式 f(w) ”==(w? 十 zx 十 1)3 

根据 定理 4, 只 有 1, p(f) 一 7, 2p(f) 一 14, 22p(f) --28 
这 生 个 数 可 以 作为 G(f*) 中 序列 的 周期 , G(f3) 中 以 这 4 个 
数 为 周期 的 序列 的 个 数 分 别 是 1, 25-1--1, 23"? 一 23==56,， 
οἳ ὃ 一 23.3 一 448, 而 6 (19) 中 以 这 些 数 为 周期 的 平移 等 价 类 
的 个 数 分 别 是 1, 1, 4, 16. 

例 3 考察 Ε; 上 的 多 项 式 fo) = 十 0 十 十 十 0 
1-1), 

Αν Γιίω) ---οἳ-}-ο--1, fal®) 一 2 十 2 十 工 
容易 证 明 Γι() 不 可 约 . 那么 Ριίω)|ω"-᾽--1-α᾽-1 因 3 
是 素数 ,所 以 p(f1) =3. 
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根据 定理 4 G(A) 中 的 序列 以 二 p(f) -δ, 2-6 
或 32D(J)=123 为 周期 ， 有 工 个 平移 等 价 类 O11 以 1 为 周期 ， 
[ουι = 有 工 个 平移 等 价 类 Οι. 以 3 ΗΒ, |Οιε| --θι 有 
2 个 平移 等 价 类 O18, σι 以 6 Ἢ ΒΗ 期 ， | Caa| -- | Οἵα] =0; 有 
4 个 平移 等 价 类 Οις, Οιο, O17, Οἷε 以 12 为 周期 . 

根据 $1 0 2, G(fs) 中 有 一 个 序列 以 15 为 周期 但 
15==24 一 1, 因此 这 是 个 m% 序 列 ， 这样 G(fo) 就 分 成 两 个 平移 
等 价 类 Car 和 02s, 而 |0z1| --1, |094| --16, 

再 根据 定理 8, σοι 中 的 零 序列 与 9( 彤 ) 中 任 一 平移 等 价 
类 中 的 序列 相 加 就 得 到 GCF) 的 一 个 平移 等 价 类 , 这 样 一 共 得 
到 8 个 类 :; 工 个 只 售 工 个 序列 的 类 ， 即 含 0 的 类 , 188} 
序列 的 类 , 2 个 各 含 6 个 序列 的 类 , 4 个 各 含 12 个 序列 的 类 
Ca 中 的 序列 与 Ca 中 序列 相 加 得 到 工 个 含 15 个 序列 的 类 ; 
Ομ 中 的 序列 与 Οἵα 中 序列 相 加 得 到 8 ΤΑ 18 个 序列 的 38; 
ον 中 的 序列 与 Cas 或 Οι. 中 的 序列 相 加 得 到 6 个 各 含 30 个 
序列 的 类 ， σου 中 的 序列 与 O15 或 ια 或 017 或 Οἵα 中 的 序列 
相 加 得 到 12 个 各 含 60 个 序列 的 类 . 

因此 G( 有 总共 分 成 30 个 平移 等 价 类 , 它们 之 中 有 工 个 
类 含 个 序列 , 1 388 8 个 序列 ,2 个 类 各 含 6 个 序列 , 4 
个 类 各 含 12 个 序列 ,4 个 类 各 含 16 个 序列 ,6 个 类 各 含 30 个 
序列 , 12 个 类 各 含 60 个 序列 . 

现在 我 们 来 引进 线性 移 位 寄存 器 的 状态 图 ， 它 有 助 于 我 
们 进一步 理解 线性 移 位 寄存 器 序列 ， 特 别 还 可 以 给 出 定理 8 
和 定理 4 的 一 个 图 论 解 释 . 
| 设 有 一 9g 元 % 级 线性 移 位 寄存 器 ， 它 的 联接 多 项 式 是 零 

次 项 等 于 1 的 多 项 式 
Fo) --1-Γδια-- ουσλ-- «ο, ος Fy, 
它 的 每 一 个 寄存 器 个 可 以 独立 地 取 Έα 中 的 9 个 元 素 之 一 作 
‘54d . 


为 状态 . Ες πι 1-3 Ἠ ο” 个 可 能 的 状 
态 ; 我 们 说 这 个 移 位 寄存 器 居于 状态 (@1, aa， …， ἄν), αις Ἐξ, 
意思 是 说 ， 它 的 第 个 寄存 器 的 状态 是 2_wri(%=1，2,…，， 
n)。， 我 们 总 把 状态 (αι, σα, ο." αὐ) 看 作 ο 中 的 元 素 , 而 

VB) = {ίαι, αν, ''', ἂν) [αι, σα, “'', Gn Έα}, 
这 样 六 ,(Fo) 就 是 这 个 移 位 寄存 器 的 状态 集 ， 现在 设 这 个 移 
位 寄存 器 居于 状态 (αι, σα, ο." ἄν), 那么 加 上 一 个 移 位 脉 串 
之 后 , 这 个 移 位 寄存 器 的 状态 就 成 为 (as，Cs，…，Gnr， σα)» 而 

ἄμμι -- (Ci0a 二 C20n-t 十 … 十 Cn01) 
因此 这 个 移 位 寄存 器 就 确定 了 一 个 状态 转移 变换 卫 j 
Ti: (αι, σα, ''', ἄν) 
> (82, ,Gn --(οιᾶν-ἰ-οχᾶμ-α--'' ἰ-οιαι)). 

我 们 在 前 面 已 经 知道 ， 状 态 转移 变换 可 以 将 原状 态 (αι, αἲ, 
“Ὁ αφ) 右 乘 以 状态 转移 移 阵 


0 一 0 
1 0 一 C 1 
二 一 1. “ : 
0 一 Ca 
i 一 6 


来 实现 , 即 (αυ, -., αι, - (Gin 十 ca 1 十 "… 十 Cn01) ) 
| (αι, σα, .'', ἄν). 

我 们 可 以 用 平面 上 gq" 个 扩 来 代表 一 个 g 元 % 级 移 位 寄存 
Απ ο” 个 状态 , 在 每 个 点 的 附近 标 上 它 所 代表 的 状态 。 我 们 
把 这 每 一 个 点 叫做 一 个 顶点 。 如果 一 个 状态 (@1,，@2,，…，an) 
经 过 这 个 移 位 寄存 颖 的 状态 转移 变换 了 jy 变 到 了 另 一 个 状态 
(2, στὴ, Ων, qi， 其 中 oad 一 一 (οταν Γόοαι 1 十 … 士 cnca) ， 我 
们 就 画 一 条 连接 代表 状态 (qr， G2,，…，4,) 的 顶点 和 代表 状态 
(ca，…，an，qn+i) 的 顶点 的 带 箭头 的 线段 〈 直 线段 或 曲线 
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段 ), 箭头 指向 从 (ca，ca，…，an) 到 (αι, ''', ny Gn+1) 。 我 们 
把 这 样 一 个 带 箭头 的 线段 叫做 从 (al，ao，…，an) 到 (σε, ''', 
αρ, ἅμιι) ΜΑ Ν, 简称 缴 ， (αι, ἄς, ''', ἄν) 叫做 这 条 矣 的 起 总 ， 
(ay，os，…，an， anii) 着 做 这 条 弧 的 终点 ， 这 样 我 们 就 得 到 
一 个 有 向 图 , 它 有 9g" 个 顶点 , 9" 条 绝 ， 每 一 个 顶点 有 一 条 且 仅 
一 条 弧 以 它 为 起 点 ， 这 个 有 向 图 就 叫 这 个 9 元 % 级 线性 移 位 
寄存 器 的 状态 转移 图 , 简称 状态 图 , 记 作 Gy。 设 人 Gi 中 有 一 条 
弧 以 (αι, σα, "'", αν) 为 起 瓜 而 以 (42, 99, “'', Un Gn+1) 为 终 
点 ， 我 们 就 说 (αι, ὦα, -'', Qn) 是 (ἄ}, α0, "'', η, Gn+1) 的 先 
导 ， 而 (σα, σε, -.', ἄν, ntl) 是 (αι, σα, ''', αν) 的 后 继 ， 显 
然 Gy 的 每 个 顶点 都 有 唯一 的 一 个 后 继 . 

ο ΑΙ, 81 δὴ 1, 例 2 和 例 8 中 的 二 元 和 级 线性 移 位 寄存 


| (0001) (1111) (0101) 
(1000 (0011) (1110) 
(ON ΗΝ (010) (20 
0000 
(0000) .. (0110) (911) -一 (111) (1001) (0100) 
(1000) 
(1100) 
(1110) 
() (111 1) 
(0000) 
(0111) 
(1011) 


C0101) C1010) 
图 2 
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(10119 (1111) (0001) 


(0111 απο C0010) 
(0110) (1100) 0 
(0000) (1101) (0011) | (100) (0101) 
(1001) 
图 8 


器 的 状态 图 分 别 是 图 1, 图 2 和 图 8 中 的 有 向 图 . 
在 上 面 的 例子 里 ， 状 态 图 都 由 一 些 两 两 无 公共 顶 上 的 图 
组 成 ， 这 个 事实 带 有 一 般 性 . 
定理 6 非 退 化 的 9 元 % 级 线性 移 位 寄存 器 的 状态 图 总 
是 由 一 些 两 两 无 公共 顶点 的 圈 组 成 . 
证 ， 设 有 一 非 退 化 的 9 元 % 级 线性 移 位 寄存 器 ， 它 的 联 
接 多 项 式 是 零 次 项 等 于 的 一 个 % 次 多 项 式 f(w)， 根据 $2 
定理 1, 从 任 一 初始 状态 (a0o，01,，，…，arw-1) 出 发 , 这 个 移 位 寄 
存 器 都 产生 一 个 9 元 周期 序列 ο 
σο, Wi, Wa, "'" 
设 这 个 周期 序列 的 周期 等 于 p， 令 
8 一 (αν, κας "''', ἄχ-(η-1γ)» Ὦ-- 0, 1, 2, “'', 
那么 状态 序列 
ϐρ, $1, 85, »'' 


也 是 个 周期 等 于 p 的 序列 ， 于 是 97 就 有 一 个 天 
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把 这 个 图 简 记 作 

(60, 81, 81, '''» Βρ-1). | 
这 证 明 Ω͂, 的 任 一 状态 (co，cz，…，c-D) 都 在 一 个 圈 上 ， 又 因 
从 Gy 的 任 一 顶点 出 发 ， 有 且 只 有 一 条 呈 以 这 个 顶点 为 起 所， 
所 以 6 的 任意 两 个 圈 都 不 可 能 有 公共 顶点 .因此 Gy 一 定 由 
一 些 两 两 没有 公共 顶点 的 圈 组 成 . 

仍 设 有 一 个 非 退 化 的 9 元 % 级 线性 移 位 寄存 絮 ， 它 的 联 
接 多 项 式 是 f(z)， 显 然 它 的 状态 图 Gy 的 一 个 圈 上 顶点 的 个 
数 等 于 这 个 图 上 弧 的 个 数 ， 我 们 把 这 个 个 数 叫 做 这 个 图 的 国 
长 或 图 的 周期 ， 例 如 零 状态 0 日 己 组 成 GQ 的 一 个 周期 等 于 
0 的 圈 . 


(0,0,..., 0) 
图 5 . 


在 定理 5 的 证 明 中 实际 上 也 证 明了 

系 理 ” 设 有 一 非 退 化 的 g 元 多 级 线性 移 位 寄存 器 ， 它 的 
联接 多 项 式 是 (ο), 那么 它 产生 的 任 一 周期 等 于 的 线性 移 
位 寄存 器 序列 的 连续 p 个 状态 就 构成 它 的 状态 图 的 一 个 周期 
等 于 p 的 图 , 特别 它 的 初始 状态 在 一 个 周期 等 于 p 的 圈 上 ; 反 
过 来 ， 如 果 有 一 个 状态 在 它 的 状态 图 中 的 一 个 周期 等 于 了 的 
ΒΒ |-., 那么 以 这 个 状态 为 初始 状态 , 这 个 线性 移 位 寄存 器 就 产 
生 一 个 周期 等 于 了 的 序列 ; 更 进一步 , 以 同一 个 图 上 不 同 顶 点 
为 初始 状态 所 产生 的 线性 移 位 寄存 器 序列 都 平移 等 价 ， 而 且 
它们 组 成 G(f) 的 一 个 平移 等 价 类 . 
又 因 GC 了 ) 中 任 一 序列 都 由 它 的 初始 状态 所 完全 确定 ,所 
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以 也 可 以 用 Gy Αλ {6 1λ κ“ ΠΠ ΕΟΚ ΤΗ’ ΖΙ, 
这 样 , 的 一 个 圈 上 的 顶点 就 代表 GD 力 的 一 个 平移 等 价 关 ， 
再 引进 一 些 形式 符号 [ 们 其中“ 是正 整数 ， 如 果 Gy 由 
Ls | 个 周期 等 于 1 的 图 ， 9 个 周期 等 于 2 的 图 ， πλ τι 个 周期 等 
于 “的 圈 ,… 组 成 ,那么 形式 地 记 
2/11] πα)... πι] Ἔ-" 
注意 2 这 个 和 是 个 有 限 和 ， 把 它 叫 做 Gy 的 圈 元 .形式 地 规 
定 
之 十 之 Ta[4] 一 之 (πι my) [ο], 
(Σι) Bm ) -Dwi 
其 中 各 都 是 有 限 和 , 并 规定 
[2]-{7]--Ο, 3) LC, ΠΤ, 

其 中 (2 1) ἯΙ [ὅ, 11 ΖΛ ΠΠ3Ε7Ν ὁ, } 的 最 大 公 因 数 和 最 小 公信 
数 . 

这 样 一 来 , 定理 δ 和 定理 4 可 以 改 述 如 下 . 

定理 8 设 f(w) 是 Fo[lw] 中 的 一 个 零 次 项 等 于 1 的 % 次 
多 项 式 ， ΠΠ % 之 1 并 假定 

f (2) 一 户 (cj) (0) fr (8), 
其 中 户 () 是 零 次 项 等 于 1 的 nm 次 多 项 式 , wd 而 fi(@)， 
Τα(α), μα... fr (0) Μη Ἡ 那么 
δὴ 一 Zp, 2] ΟΝ 2], 

σετ 4' ΝΕ γα) Β Ει[α 中 的 一 个 零 次 项 等 于 工 的 多 次 

不 可 约 多 项 式 ，9 ἘΠ.» 55, ΠΠ e 是 一 个 正 整数 ， 绸 


m=min {ές ο 而 ϱἱ25ο}, 
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= 工 [如 十 FL ΙΡ] 


γω 
2 1 
η" ΠΠ 
十 二 一 7 πι -[ρ" p(f)]. 
利用 定理 8' 和 定理 4 也 很 容易 得 到 例 2 和 例 3 的 结 采 ， 
我 们 就 不 重复 了 . 


54. m 序列 和 它 的 采样 


我 们 先 重 述 一 下 πι 序列 的 定义 . 
定义 1 κα 
ἃ--(άο, αι, ta, ***) (1) 
是 一 个 g 元 % 级 线性 移 位 寄存 器 序列 ， 它 适合 线性 递归 关系 
式 
σι Γοιαι 1 -|[-0ηθχ..3|--’'-[-Ομαχ.ῃ--0, ὤσλη, (2) 
其 中 wx#0. 如 果 的 周期 是 9" 一 1, 我 们 就 说 & 是 最 长 g 元 
% 级 线性 移 位 寄存 器 序列 ,简称 mm 序列 
我 们 有 
定理 1 设 有 ofw] 中 的 多 项 式 


f (9) --1-1-) ορὐ, n>1, ΤΗ ο, κ0, (8) 


再 设 a 是 6 (0) 中 的 一 个 非 零 序列 如 果 8a 是 mm 序列， 那么 
ο 的 左 移 都 是 9(f) 中 的 mr 序列 ,下 面 这 9 一 1 个 rw 序列 
δ, Lt(a), 1”(8), κκ. Le™ (8) (4) 
就 是 G(f) 中 全 部 非 零 序列 , 而 
Zn 1(Α) --8, 
”更 进一步 , a 的 状态 序列 
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So= (00, σι, 0», “'', ἄν 1) Βι--(αι, 09, 8, “'', απ), 
βο--(0», αφ, οι, -'', σμιι), ”"' 
中 So, 81, 80, "'', Βφν-ᾳ 这 g" 一 个 状态 就 是 这,(Fo) 中 两 两 
相 异 的 g" 一 1 个 非 零 疝 量 ,而 Sax-1 8ο, 
证 . 设 &8EG(7), 即 a 适合 递归 关系 式 (9), 那么 显然 a 
的 左 移 (a) (1920) 也 适合 逆 归 关系 式 (2), 于 是 (jE 
G(f), 对 t=0， 如 果 & 是 m 序列 ,那么 根据 8 8 538 214 (3) 
(1220) 都 是 m 序列 , (4) ἢ: φ'--1 πι 序列 是 G( 用 中 gq" 一 1 
个 两 两 相 异 的 序列 , 而 (8) -ᾱ 51 ΕΣΒ1, 
1G(f)|=g"， 因 此 (多 申 9" 一 1 个 τι 序列 就 是 GCC 中 全 部 
非 零 序列 . | 
更 进一步 ， 如 果 a 有 两 个 状态 so 8) 相同 ， 而 0<i<j 
<2 一 二 那么 一 定 有 了 (a) 一 Li(a)， 因 此 一 定 有 $=j. 又 如 
11 βι--(0, 0, …， 0), 那么 由 递归 关系 式 推出 
| πα στ 1) λ 
因而 a 是 零 序 列 . 所 以 50, χ-- 9] 550, ΑΗ 8ο, 8, 83, 
…，So_3 这 9" 一 个 状态 就 是 V,《( 上 Ko) 中 两 两 相 异 的 9 一 1 个 
非 零 向 量 . 因 下 (8) --ᾱ, 所 以 Sqn-1 一 So. | 
定理 工 就 证 完了 . 


系 理 设 f(w) = 工 十 Σ ασε Ἑκ[α], “51, ΠΠ οι-10, 


再 设 & 是 G(f) 中 的 一 个 非 零 序 列 。 如 果 & 是 m 序列 ， 设 
12249320, 那么 当 q" 一 1 一 ts 时 ， 
ΤΑ (8) + ΙΑ (8) 
也 是 (Ὁ 中 的 mm 序列 . 
证. 根据 定理 1, Γ” (8), Ὁ (8) EG(f)， 下 根据 $1 定 
理 1, aa) 十 天 (a) «α(). Ἢ 2" - αγ -- ἐν 1, Πλ4 
1ή(8) 十 18) 关 0， 因 为 否则 从 Γ(8) 十 Ba) 一 0 推出 
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1 "(α)-α, 8 γτ (--ἔοι, 那么 上 上 (a) --ᾱ, 这 样 a 的 
周期 就 小 于 9" 一 1、 这 是 不 可 能 的 . 既然 五 (8) 十 L*(8) 于 0， 
根据 定理 1, 它 就 是 G(f) 中 的 mr 序列 . 

这 个 系 理 所 证明 的 关于 mn 序列 的 性 质 叫 做 mr 序列 的 “ 移 
位 相 加 特性 , 它 实 际 上 是 二 元 mw 序列 的 一 个 特征 性 质 ， 我 们 
有 

定理 设 & 是 一 个 周期 等 于 2(a) 的 二 元 周期 序列 , 并 
假定 对 任意 多 j(0<% 和 DCa) 一 了), 1 (8) + 144) = 0 或 
8a)， 对 某 一 &0s4s20a) 一 1),， 那么 p(a) --2"--1, 对 某 

--η, ΠΠ 8 是 周期 2 一 1 的 一 个 m 序列 . 

: ἵΕ, Χ--- ὁ(0-ὁ--ρ(8) -1), 用 (8) 表 它 的 一 个 周 
ΒΗ, 即 
1/(8) -- (αι, αιμα, “'', ρ(α)--1} 6ο, ὧι, ""', αι). 
令 V=0U {Li(a) |0--ὐ--ρ(8) --1}, 
其 中 0 是 p(&) 维 零 向 量 . 定理 的 假设 是 说 上 是 一 个 交换 群 . 
如 果 对 任意 (co, σι, 6ο, .'', Οκαγα) ΕΥ, οΕξα, 定义 
0» (60, σι, θὰ, ”’-, Cpcay-1) = (0, Ο, 0, :.., Ο), 

- ΣΟ, σι, δὰ, της Cp(a)—1) = (6ο, σι, 60, ***, Ορ 1), 
那么 上 就 成 了 上。 上 的 一 个 向 量 空 间 ， 闪 六 中 元 素 个 数 
ρί8) -1 Ἡ[β, Βτ21} 是 Κο 上 的 有 限 维 向 量 空间 ， 设 dimV 
一 nm, 那么 p(B8) 十 1=2", 于 是 Pp(8) 一 2 一 4 

因 dim Ρ̓ -- , 可 设 世 (a) = a, Li(a), L2(a), «:., 
ΗΤ(8) 在 下 ， 上 线性 无 关 ， 而 (a), (a), ΤΡ(8), ….， 
ZL (a), D(a) 在 上 了。 上 线性 相关 .自然 ?<n, 那么 L(&) 可 
以 表 成 (a), (a), I2(a),…, [/-1(β) 的 线性 组 合 

1 (8) --οι (8) LL Σ(Α) 十 … 
Ἴ-σο, -αἷ (8) +6rL° (8) ος Ἐν 
将 上 式 作 用 1’ (9), 就 得 到 / 
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F(a) =o (8) To (8) + 
Ἔο... "tT (Ba) + oD (a). 
上 式 双 方向 量 的 第 一 分 量 应 该 相等 ,于 是 就 得 到 
0 一 040 -1 二 CC -3 十 … 
-0.. ια. γιός, ὦ δη, 
这 就 是 说 hEG( 有 ,而 
fw) = 工 十 ci 十 ca 人 十， 十 Cr07 
那么 (a) EG( 广 ,对 任意 120. 于 是 VEG( 力 .但 16( 几 |] 
一 9"， 所 以 nr， 由 7n 和 nr7 推出 7=n， 这 证 明了 a 是 
周期 2 一 1 的 m 序列 . 
我 们 先 给 出 πι 序列 的 一 个 必要 条 件 ， 


定理 3 Χίο) - 14:21 ορ! ΕἘε[ο], n>1, 而 or0， 


再 设 & 是 G(f) 中 的 一 个 非 零 序列 ， 如 果 & 是 πι 序列 ,那么 
Γ(α) 一 定 是 Fo。 上 的 不 可 约 多 项 式 . 

证 。 用 反 证 法 . 假定 Jo) 可 约 , ΠῚ Λ(ῳ) 是 f(z) 的 一 个 
不 可 约 因 式 , 即 2o) 1) (ο), Λο) 不 可 约 而 Oh 一 m<n= 60. 
因 Λα) 不 可 约 , 所 以 根据 §2 定理 4 的 系 理 1 (1) 中 任 一 
非 零 线性 移 位 寄存 器 序列 的 周期 都 等 于 h(w) 的 周期 、 因 
(ο) |}(ο), ΚΘ) σα. 因此 根据 定理 1t， GC) 中 任 一 
非 零 序列 的 周期 都 等 于 9" 一 1， 于 是 p(2) = 9 一 J， 但 是 根 
据 $2 引 理 4, pjg" 一 I， 因此 9g 一 lq" 一 1 但 mp<n, 这 
是 一 个 矛盾 ,所 以 了 (w) 不 可 约 . 

我 们 举 一 个 例子 来 说 明 Fe) 不 可 约 这 一 条 件 对 于 G(f) 
中 的 非 零 序 列 是 πι 序列 这 一 点 并 不 充分 。 考察 于 上 的 4 次 
多 项 式 

| Το) 一 过 十 和 γα γα-1, 
因 下 上 的 一 次 多 项 式 % 和 2 十 1 以 及 下 ， 上 唯一 的 二 次 不 可 
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约 多 项 式 ο" -σ--1 都 不 能 整除 Fe)， 所 以 (ο) ἘΞ: Ἐπ 上 的 
不 可 约 多 项 式 . f(w) 是 以 下 线性 递归 关系 式 
We Gp1 tora  Γαγιι, £4 
的 联结 多 项 式 ， 给 了 GQ(f) 中 一 个 序列 的 初始 状态 (0001), 
那么 根据 $1 例 1 由 上 述 弟 妇 关 系 式 以 (0001) 为 初始 状态 产 
生 的 序列 是 : 
0001106001... 

这 个 序列 的 周期 是 5, ΤΙ 5 关 2%% 一 1， 因 此 它 不 是 πι 序列 . 

”我 们 回忆 ， 在 第 一 章 85 定 义 2 中 定义 了 Ko 上 的 一 
个 % 次 不 可 约 多 项 式 f(w) 叫做 本 原 多 项 式 ， 如 果 Ρίο) 的 周 
期 2(P) -ο”--1, 因此 jc) 是 本 原 多 项 式 , 当 且 仅 当 了 (2) 的 
根 的 公共 阶 是 φ΄--1, 也 当 且 仅 当 

ᾳ"-----ταἰτι {}||162, 1750, 而 }(ω) [..-- 1}. 
我 们 有 
定理 & 设 Fo -1 -Ὁ οφ! ΕἘ/[α], "551 而 οἱ -θ, 


δα αἱ ἢ) 中 任 一 非 零 序 列 是 mm 序列 , 当 且 仅 当 f(z) 是 本 原 
多 项 式 . 

证 Καλα 中 任 一 非 零 序 列 ， 假 定 & 是 m 序列 ， 
即 ϱ(8) = 二 gq" 一 1， 根据 定理 3, f(w) 不 可 约 ， 再 根据 $2 定理 
4 的 系 理 1, ρίϑ) 一 p( 有 ))， 所 以 pO) =g" 一 1， 因 此 f(w) 是 
本 原 多 项 式 ， 

反之 , 设 γω) 是 本 原 多 项 式 .， 再 设 & 是 G(f) 中 任 一 非 
零 序 列 ， 因 Ρίω) 不 可 约 ， 根 据 $ 2 定理 4 的 系 理 1, ϱ(8) = 
2(f). 因 f(w) 本 原 , 即 2 一 如 一 1. 因此 pla) 一 她 一 工 所 
以 & 是 和 mr 序列 ， 

这 样 一 来 ， 确 定 Έα 上 所 有 的 m 序列 的 问题 即 化 为 确定 
Έα 上 所 有 的 本 源 多 项 式 这 一 纯 代 数 问 题 , 后 一 问题 将 在 第 五 
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章 中 讨论 . 

现在 设 Τ(ῳ) 是 a 上 的 零 次 项 等 于 i 的 % 次 本 原 多 项 
式 . 根据 定理 4, G( 力 中 的 非 零 序列 都 是 mw 序列 ; 再 根据 定理 
1, 它们 两 两 平移 等 价 . 反之 , 设 & 和 bb 是 平移 等 价 的 % 级 % 序 
列 , 并 设 aEG( 有 ), 99f=n 而 下 的 零 次 项 等 于 1 那么 根据 定 
理 4f(w) 是 fo 上 的 本 原 多 项 式 ; 再 根据 定理 1, ος α(7). 
因此 fc。 上 周期 为 0' 一 1 的 两 两 平移 相 异 的 πι 序列 的 个 数 就 
等 于 邓 , 上 零 次 项 等 于 1 的 % 次 本 原 多 项 式 的 个 数 , 而 后 者 根 
据 第 一 章 $5 定理 8 显然 等 于 9g(g" 一 了 )/n， 这 证 明了 | 

系 理 ” 玉 ,上 周期 为 g" 一 1 的 两 两 平移 相 异 的 m% 序 列 的 个 
数 等 于 pp(q" 一 1)/n. 

下 面 我 们 来 讨论 序列 的 采样 . 

定义 2 设 & 是 ,上 的 一 个 周期 序列 ， 写 

A= (6ο, σι, 02, »''), 
μα 3 是 一 个 正 整 数 , δ 
302 一 (Co，0s，02s "''), 

我 们 把 8 叫做 8 的 一 个 采样 ,或 8 的 8 采样 

我 们 要 研究 9 元 周期 序列 & 的 8 采样 a 中 与 a 的 关 系 ， 
特别 m 序 列 的 采样 与 原 m% 序 列 的 关系 ， 首 先 我们 研究 αὐ 的 
周期 与 a 的 周期 的 关系 . 

引 理 1 设 a 是 周期 为 2(a) 的 9 元 周期 序列 , 而 

5Ξ:81(πηοά χί8)), 

那么 να. 

证 . 不 仿 设 8.351, 那么 可 -以 瑟 

8s=mp(a) --δι, ΠΟ, 

于 是 (λα Οκπνρ(α) δι) ρα) δι ὅμαι » k>0., 
这 砍 是 说 813) A 

根据 引 理 1, 在 讨论 g 元 周期 序列 8 的 s 来 梓 时 ,只 要 限 
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定 0<s<p(a) 就 行 了 . 
引 理 2 设 & 是 个 周期 为 p(a) 的 9 元 周期 序列 ,1 ΠΗ 4 是 


任意 正 整数 ,那么 ὁ 也 是 周期 序列 , 而 它 的 周期 是 7 全 
的 一 个 因子 . : 


Ας ο. (8) 
... (5, PAD? 
那么 2(a) |ls， 记 b=a9, 那么 


bity = ἄτι κα Wisthks 一 Wks 一 ὄχ, E 30, 
因此 p(b) |1, ΗΙ ρ(89 |1, 

引 理 8 设 a 是 周期 为 p(a) 的 g 元 周期 序列 , 而 8 是 与 
2(a) 互 素 的 正 整数 , 那么 ao 也 是 周期 2(a) 的 周期 序列 ， 
证 . 根据 引 理 2, p(8)|p(&)， 因 (4, φ(8)) = 1, ΠΗ 
一 正 整 数 七 存 在 使 κ 

st=1 (mod ρ(ϑ)), 
显然 有 8-- ασ -- (9) ῶ 
[118 ὔ 51 3839, φ((α5))|ρ{8), ΒΙ ρ(8) ]»65), 8. 
ρ(8΄») --ρ(8). 

ΙΤ πι] ΗΒΕΡΕΗ Ρε, ΠΠ 48Η πι 2Η 
一 个 表示 法 .我 们 先 定 义 

定义 8 ΕΕΣ 是 gq" 个 元 素 的 有 限 域 , 它 包 有 了 Ra 作为 子 
域 , 设 6EFm， 定 义 

Treom (€) = + 46 + εσύ”, 
把 它 叫 做 Fo 中 的 元 素 E 相 对 于 的 迹 , 我们 也 把 
Trewr (6) 简 记 作 Tr(6) 或 Tré. 

引 理 和 人 设 Fo, 是 0" 个 元 素 的 有 限 域 ， 而 是 ow 中 任 
一 元 素 , 那么 

| Ττέ ΕΕ: 
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证 . ΡΜ 上 一 上 和 对 任意 5EEo, 所 以 
(Tré)= 合十 5 十 6 十 … 十 5 τ 
一 (二 52 -EC 十 … 十 ca 十 & ) 
一 上 十 如 十 和 十 … 十 人 ~ Trt. 
因 vv 一 o 的 g 个 根 都 在 Fo 中 ,而 TrE 是 x 一 的 根 所 以 
Tré ς EF. 
定理 和 设 & 是 上。 上 的 一 个 周期 为 %% 一 革 的 人 序列 ， 它 
的 极 小 多 项 式 f(w) 是 零 次 项 等 于 1 的 nn 次 本 原 多 项 式 . 再 
设 了 (w) 是 与 1(%) 互 反 的 多 项 式 ， 并 设 a 是 j (wm) 的 任意 一 
3, 那么 总 有 BE FY 使 


κ 
ax= Ττβα'-- 之 (8ο  ᾖ5ο. 


反之 , (ο) 是 Fo 上 的 零 次 项 等 于 1 的 %% 次 本 原 多 项 式 ,而 
(9 是 与 Jo) 互 反 的 多 项 式 ， 再 设 a 是 Το) 的 任意 一 根 ， 
那么 对 任意 ΒΕΈ»., 
(Τεβ, Tr (Bo), Tr(Bo), »…) 

都 是 G(j 中 的 mn 序列 ,而 且 这 样 就 得 到 G(f) 中 全 部 非 零 序 
列 . 

证 ， 先 设 a 是 Fa 上 的 一 个 周期 为 0" 一 1 的 公 序 列 , 它 的 
极 小 多 项 式 /( 是 本 原 多 项 式 ， 写 


7) -1ΕΣ ο’, ο) -ᾱ0. 


于 是 Ῥία) -α”1- 8) θυ" | 
也 是 郊 次 本 原 多 项 式 . 设 a 是 了 (w) 的 任意 一 个 根 , 那么 
α, αἵ, αἴ", .... αι) 


就 是 了 (wm) 的 全 部 根 , 它们 都 是 Fo 的 本 原 元 , 而 αὐ--α, λλ 
f (0) = 二 Cra"! 二 C0203 十 … 十 06, 二 0 
推出 Qo too 2 "= 0, b>n 
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这 就 是 说 ,序列 
(1, α, αἲ, αὖ, ---) 
适合 线性 递归 关系 式 (2)， 因此 对 任 一 BEFwm, 序列 
(6, Ba, βα”, βαῦ, :.:) 
也 适合 线性 递归 关系 式 (2)、 那 么 对 任 一 1, 0<I<n 一 4， 序 
列 
(B® ,， (Ba)®, (βα1)3, (θα”)τ’, ...) (6) 
也 适合 线性 递归 关系 式 (2). 将 (8) 中 序列 对 7 求 和 ， 而 
4-0, 1, 2,…, mn 一 1 所 得 序列 
(TrB, Tr(Ba), Tr(Bo’), Ἐστ(βα), ，…) (6) 
自然 也 适合 线性 逆 归 关系 式 (3). 
但 根据 引 理 4, 
Ττίβαΐ) Ε Ἐς, ἔ550. 
因此 对 任 一 BEEw， α(Ὁ. ἡ β 13} Ἐν. 时, 一 
共 得 到 ο 个 序列 , 今 证 它们 两 两 相 异 . 设 有 61, βις Fw 使 
Tao --Ττ(βοαθ), b>0. 
19 Βο--βι-β., 那么 从 上 式 推 出 
Ττ(βοα") =0, ᾖ250, 


”上 上 式 中 前 % 个 式 子 可 写成 
1 1 1 .. 1 βο 0 
α αἴ oT ο» αἴ ' ος 0 
α (9. (Ὅν (ης || ϱν |-| ο | 
om 一 1 ΟΣ (α”-1) α ,,, (α”) Ql Be 0 


上 式 中 和 矩阵 的 行列 式 是 范 德 蒙 德行 列 式 . 因 了 (x) 是 % 次 本 厌 
多 项 式 , 所 以 a 是 Fw 的 本 原 元 ， 因 此 a, αἵ, α”, ..., ax” 两 
两 不 同 。 由 第 二 章 $5 定理 6 推出 此 矩阵 非 异 . 再 人 第 一 和 
$4 定理 1 推出 Bo=0, ΒΡ βι--βο-0, 于 是 βι-- 
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我 们 证 明了 , 当 B 跑 过 了 ww 时 ,一 共 得 到 9" 个 序列 (6) 两 
两 相 异 . 因此 它们 就 是 GG(f) ΕΦ ο” 个 序列 . 当 有 =0 时 ， 
我 们 得 到 零 序列 ; 而 当 B 中 a 过 For 时 , 我 们 就 得 到 GCf) 中 人 金 
部 9" 一 个 非 零 序列 . 今 8EG(f), 故 有 BEG 使 (6) 训 是 
a， 这 就 证 明了 定理 5 的 前 半 部 ， : 

在 证 明定 理 5 前半 部 的 过 程 中 实际 上 也 证 明了 它 的 后 
半 部 . 

定理 6 设 a 是 Fo 上 周 期 为 gq" 一 + 的 mm 序列， 而 
(s, 9" 一 1) 一 1, 那么 8 中 也 是 周期 为 gq" 一 1 的 mw 序列 ， 更 进 一 
步 ,如 果 8 的 极 小 多 项 式 以 Y 为 其 一 根 , 那么 a@) 的 极 小 多 项 
式 就 是 以 γ᾽ 为 其 一 根 的 本 原 多 项 式 . 

证 .a 是 周期 为 a" 一 1 的 周期 序列 这 一 点 是 | 理 5 的 
”直接 推论 . 问题 还 要 证 明 a 是 mw 序列, 设 了 (w) 是 & 的 极 小 
ΦΠΑ, 了 (2) 是 与 f(w) 互 反 的 多 项 式 ， 再 设 a 是 十 | (%) 的 任 
意 一 根 , 那么 有 ας Ευ 使 

αγ Tr(Bo), {ο 
于 是 

8 一 (TrBE，TrU8ao) Ττίβα”), Ἰτ(βα”), ».), 

因 f(z) 是 % 次 本 原 多 项 式 ， 所 以 a 是 Fo 的 本 原 元 .又 因 
(s, ς---1) =1, 所 以 ww 也 是 Fy 的 本 原 元 . 设 吧 在 再 上 的 
极 小 多 项 式 是 j,(2), 而 (2) 是 与 有 (2) 互 反 的 多 项 式 , 那么 
Τε(), f(z%) 都 是 本 原 多 项 式 . 根据 定理 5 的 后 半 部 知 a8@ 是 κ 
(19) 中 周期 为 g" 一 1 的 mw 序列 . 

取 ?y=a 一 就 得 到 本 和 定理 的 第 二 个 断言 . 

系 理 设 a 是 了 fs 上任 一 给 定 的 周期 为 g* 一 1 的 内 序 列 ， 
那么 Fo 上任 一 周期 为 g" 一 1 的 πι 序列 害 与 a3 的 某 一 采样 平 
移 等 价 ， 更 进一步 ， 设 σσ, 9 一 1)== (8, 多 一 二 一 二 那么 ae 
和 84 平移 等 价 , 当 且 仅 当 7 了 =8 9 (modg" 一 1) 对 某 一 整数 如 
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ος ἱςκή-- 1. . 

证 . 设 a 的 极 小 多 项 式 ( 它 当然 是 本 原 多 项 式 ) Αγ 为 一 
根 ， 那 么 y 是 上 中 的 本 原 元 ,， 再 设 b 是 Ἐν 上 另 一 周期 为 
q" 一 二 的 mm 序列 ;那么 了 b 的 极 小 多 项 式 的 根 也 是 工 w 中 的 本 原 
元 .可 设 六 是 b 的 极 小 多 项 式 的 一 个 根 , 而 (s, 9" 一 1) =1. 
根据 定理 5D，a 是 周期 为 q" 一 1 的 加 序列， 而 其 极 小 多 项 式 
以 x 为 一 根 ， 因 此 与 a” 有 相同 的 极 小 多 项 式 , 那么 根据 
定理 1,b 与 a 平移 等 价 . : 

又 设 (7, 9" 一 了 = (8, φ"--1)--1, 那么 8" 和 a 的 极 小 
多 项 式 分 别 以 Y’ 和 为 各 自 的 一 根 ,，& ?和 a? 平移 等 价 当 
且 仅 当 它 们 有 相同 的 极 小 多 项 式 ， 因 此 当 且 仅 当 ?7 Τι γ' Εξ 
同一 本 原 多 项 式 的 根 , 因而 当 且 仅 当 三 s*0%(mod g" 一 1) 对 某 
一 整数 上 而 0 迄 友 wm 一 圭 

令 Δ» ε-{αι]ζα-ςο”--1 而 (α, ς-1) 5-1}. 
在 2 -: 中 规定 了 乘法 . 

α)ὃ-- 《a0)wm-1， 对 任意 α, b E2201. 
我 们 知道 664-1 对 于 如 上 规定 的 乘法 是 一 个 群 ， 而 20.1] = 
(和 一 蕊 ， 容 易 验证 ， 
| Η--{1, 9, ο” ος) 0 } 

是 Bs 的 一 “个子 群 ， 而 || an Zor-1i 可 唯一 地 表 成 


P29 一 上 个 甩 的 两 两 相 异 的 陪 集 的 并 ， 在 这 -一 -个 
互 的 陪 集中 各 选 一 个 代表 元 : 


δὲ, 82. "'*, ὄφία”--1)/η. 
如 果 & 是 上。 上 一 个 周期 为 一 1 的 mw 序列 ， 那么 根据 定理 5 
的 系 理 可 央 

ASD, βίϑ) oe ACs) (7) 
就 是 pg (gq" 一 1 ) /nn 个 两 两 平移 相 异 的 周期 为 0 一 1 的 
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序列 . | 

假设 我 们 已 经 求 得 Ἐν 上 的 一 个 % 次 本 原 多 项 式 f(%). 
在 GQ(f) 中 选 一 个 非 零 m 序列 &、 利 用 采样 的 办 法 就 能 得 到 
,上 全 部 的 两 两 平移 相 异 的 周期 为 8" 一 1 的 mw 序列 7)。 如 
果 我 们 能 对 (7) 中 每 一 个 m 序 列 求 出 其 极 小 多 项 式 , 那么 就 求 
出 了 Fo 上 所 有 的 % 次 本 原 多 项 式 .， 下 面 我 们 就 来 讨论 如 何 
从 一 个 已 知 的 周期 为 g* 一 1 的 n 序 列 去 求 它 的 极 小 多 项 式 这 
个 问题 ， 

我 们 先 证 明 下 曾 这 个 引 理 . 

引 理 6 设 2 是 上 ,上 周期 等 于 gq" 一 1 的 mw 序列 ,那么 & 
的 任意 % 个 连续 的 状态 

Sm Smil, Έα, ο Bmtn-1; M2>0, 
在 Re 上 线性 无 关 , 其 中 
B= (αι, ἄμ, CU 1). 
证 . 设 & 是 由 线性 递归 关系 式 
σι-Γοιαν ιο ο Γιαν ο, ἕρ»τι, (6) 
所 产生 的 多 序列, 那么 cn 关 0, 而 
Ῥω) 5-1 -Γ-οια-{-οκο” + θα” 
是 本 原 多 项 式 . 设 有 线性 关系 式 
doBmt Sm_1 二 dBm42 二 di3m+n_1i = 0, (9) 
因 & 是 m 序 列 ,状态 
s= (0, 0,.……, 0, 1) 
一 定 在 3 的 状态 序列 
8ο, 8ι, Ba, *** 
中 出 现 ， 设 8=&， 再 设 线性 递归 关系 式 (8) 所 确定 的 变换 抵 
阵 是 了, 全 就 是 SI (11) 式 中 的 矩阵 .将 (9) 式 作用 ?之 
后 , 碗 得 到 
d+ dsT) {-ἀ}{877} + + dn ι(51””")-0. 
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但 是 8--(00...001), 
ΜΙ. β΄ --(00...01.), 
β7--- (00:..1«κ}), 
| | βΤ“-1--(]«...κκκὴ. 
Β/89, 8T， ΒΤ’, -.., α1 1 在 Fa 上 线性 无 关 ， 因此 一 定 有 
co 一 吗 一 一 … 一 小 -一 (0. 
这 证 明了 引 理 Ὁ, 
设 a 是 让 上 周期 为 gq" 一 1 的 m 序 列 ， 假定 它 的 极 小 多 
项 式 是 
Τα) Ξ-1 --σια-- σι} }-::' Γσμο, 
那么 Jo) 就 是 产生 & 的 线性 递归 关系 式 
Qu = 一 (Cigz 1 十 Ca0xz ο Ἔ-' -σιαν-κ), ἕ»τ, 
的 联接 多 项 式 ， 因 而 是 本 原 多 项 式 ， 问题 是 如 何 求 出 oa， 
θα, …，c。 任 选 & 的 连续 的 2n 项 ,譬如 
πι; να «πιο» “CnT2n 一 I， (10) 
那么 我 们 有 
| Om+n—= Οιάηγεη-ᾱ--Οοάηγεῃ-.3-'' | ζηζῃ, 


γη 1 一 C1Qm+n 十 Οι ι 二 ὯΝ Odmt1, 


Cm+2n-1 ~ CiQm+t2n—2 CaGm+2n-3 十 十 CQGo+n 一 1 
上 面 这 τὸ 个 式 子 可 以 看 作 是 πι 个 文字 C1，C2，… η 所 天 合 
“的 邑 个 线性 方程, 这 个 线性 方程 组 的 系数 矩阵 是 
πι -α--1 Cmtn—d *“* (η 


ntin Επι κη--αι ο Ώγνει 
A= 


Um+2n—3 Cm+2n—3 “"' Cm+n—1 
将 总 阵 4 的 每 一 个 行 向 量 的 % 个 分 量 的 排列 次 序 显 倒 过 来 ， 
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我 们 就 得 到 & 的 个 连续 的 状态 
Sn, Βρε» “各 m+n 一 1， 

根据 引 理 5, 它们 在 Fa 上 线性 无 关 , 因此 4 的 % 个 行 疝 量 线 
性 无 关 ， 这 就 是 说 4 是 非 异 的 , 那么 从 线性 方程 组 (11) 可 唯 
一 地 解 出 οι, ο, ο." Ομ, 

在 实际 计算 中 ,， 如果 能 够 取 到 a 的 连续 2n 项 (10) 是 从 
% 一 个 0 开始 的 2% 项 , 即 

Qm— ος ολ πο 0 πο μα Cmtan—i 
那么 这 时 线性 方程 组 (11) 成 为 

πι γη C4CpTn 一 1 


他 mm+n 上 TI 一 (Ἢ ἄγη 十 Catlmtn—1; 


Cmi2n-1— O10m+2n -2 Ca0m+2n—3 Το "TCndm+n—1, | 
上 述 线性 方程 组 的 系数 矩阵 是 下 三 角形 和 矩阵， 因此 特别 容易 
求解 . 
更 进一步 , 1, 6s,，…, οι 实际 上 还 可 以 从 mr 序列 & 直接 
读 出 ， 因 a 是 m 序 列 ， 第 7 个 分 量 是 1 而 其 余 分 量 全 等 于 0 
的 状态 
--(0:::010--:0), i<<n, 
ο | 
名 
一 定 在 & 的 状态 序列 中 出 现 . 设 
Sm, = l<I<n, 
那么 将 和 的 下 面 这 2m 个 连续 的 项 
am ο μμ ο am+1-1=1, 
τι 0, δ; (Cm,+n-1= 0, Cmtns "'᾿» Vmat2n—l 
代入 方程 组 (11), 从 第 一 个 方程 得 到 
On—j+1 一 Ci 二 ni 1ς/ςη, 
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$5 _m 序列 的 伪 随 机 性 


在 这 一 节 里 我 们 着 重 讨论 二 元 m 序 列 ， 即 假定 9=2， 下 
面 我 们 说 到 w 序 列 总 是 指 二 元 mr 序列 . 

m 序 列 是 很 重要 的 一 类 二 元 序列 ,有 着 许多 重要 的 应 用 . 
它 之 所 以 重要 , 是 因为 它 有 着 伪 随 机 性 , 即 它 是 所 谓 的 伪 随 机 
序列 。 我们 先 证 明 

定理 1 设 

a= (σο, σι, 9ο, "'') 
是 下 ， 上 的 一 个 周期 为 2" 一 1 的 mw 序列 .将 a 的 一 个 周期 
(6ο, αι, 60, ---, (2n_2) 


依 序 排列 在 一 个 圆周 上 , 2Η σοι 2.5] mo 1848; 


σῃ αν 
σι 2 


Ως} 


1 


ἘΣ 0<%h<n, 那么 让， 上 任意 一 个 元素 组 (δι, δι, “'', δι) 
在 8 的 一 个 周期 的 上 述 圆周 排列 中 出 现 的 次 数 等 于 
人 πῃ (δι, δα, τε, bn) (0, 0, »»., 0Ο), 
ο) --α, ΤΠ (δι, δ», ''', ὃν) = (θ, 0, »'., 0). 
证 ，F。 上 每 个 非 零 % 元 素 组 是 a 的 一 个 状态 ,因而 在 a 
的 一 个 周期 的 上 述 圆周 排列 中 只 出 现 一 次 .了 上 每 个 非 零 
k 元 素 组 的 后 面 任 演 上 η--ᾱ 个 下 , 中 的 元 素 都 构成 & 的 一 个 
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状态 ， 因 此 FF。 上 每 个 非 零 元 素 组 恰 出 现在 2"* 个 a 的 状 
态 中 作为 其 前 天 个 元 素 ， 所 以 在 a 的 一 个 周期 的 上 述 回 周 排 
列 中 出 现 2 下 次. Ἐ, 上 的 全 零 大 元 素 组 (0，0，…， 0) 的 后 面 
只 有 添上 Fs 中 m 一 下 个 不 全 为 0 的 元 素 时 才 构 成 a& 的 一 个 状 
态 , 因此 了。 上 的 全 零 瞩 元素 组 恰 出 现在 211 --1 1 1 
中 作为 前 大 个 元 素 ， 所 以 在 a 的 一 个 周期 的 上 述 圆周 排列 中 
出 现 2 一 工 次 . 

系 理 设 a& 是 FF，。 上 周期 为 2 一 1 的 序列 , 那么 1 在 a 
的 一 个 周期 中 恰 出 现 2 于 次 , 而 0 在 8& 的 一 个 周期 中 恰 出 现 
20 一 一 二 次 . 

下 面 我 们 来 定义 二 元 周期 序列 的 自 相关 函数 . 令 是 一 
4-1. Ἐ, 的 加 法 群 到 1-1 和 一 1 这 两 个 整数 所 组 成 的 弱 法 群 
的 同 构 : 

η(0) --1, 7 (了 一 一 工 
我 们 有 
定义 1 设 有 上 的 周期 序列 
aA= (go, ἄι, αλ, ，**), 


并 假定 & 的 周期 是 v，a 的 自 相关 部 数 0,(t) 是 定义 在 非 负 整 


数 集合 4 上 而 取 整 数值 的 函数 : 

OP Σ η(α)ηίαιμὸ, 155} 
显然 有 0, (0) = 9, 
而 6,(t) 二 Ca(0)， 


通常 把 οι(0) 叫做 主峰 高 度 ,而 当 娃 0(modo) 时 , 把 ο (8) | 
叫做 副 峰 高 度 ， 
出 于 a 的 周期 是 w， 显 然 有 
cx(2 十 87) --ο.(ἆ), Ἀ--ΘΙ3Ε {134 ἅς ἆ, 
因此 6 (tt) 由 它 的 连续 个 函数 值 , 譬如 
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ι(0), οκ (1), οι(2), ''', οι(ο-- 1) 
完全 确定 。 
ην, 序列 的 自 相关 函数 有 很 理想 的 性 质 , 这 就 是 
定理 2 设 a 是 下 ,上 的 周期 等 于 2 一 1 的 % 序 列 ， 那么 
， 四 -从 人 如 果 t=0(mod 9»-- 1), 
3 一 1， ”如 果 t 考 0 (mod 2" 一 1)， 
证 ， 显 然 有 


| ca(0) 一 2 一 十 ， 
ιο) -2"-1, μέ ἐΞ0(πιοᾶ 2”-- 1). 
以 下 设 t 丰 0(mod 2'--1) 

Ἔ a= (συ, αι, σα, »'), 


并 设 f(w) 是 & 的 极 小 多 项 式 ， 即 ἀΕΩ( Ὁ, ΠΠ f(%) 是 次 
本 原 多 项 式 . 写 : 
f(s) --00ἠ-οις-|-ορα"-».--Ἴ-ομο", οοῦ;5Ε0, 
那么 ἃ 适合 线性 递归 关系 式 
όοσν - Οιᾶῃ.1-|-024χ 21-»''-ἰ-Οηῶχ..α--0, απ, (1) 
将 3 左 移 t 步 所 得 到 的 序列 
L' (8)= (αρ +1 qt+2, ...), 
显然 也 适合 (H) ,那么 

a+Li(a) = (αο--αι, αι --αμι, ας ]-αμο, "') 
也 适合 (1), 因此 也 属于 GC( 了 有 )， ΕΝ ἐσβθ(πιοά21--1)Ηή, [8 
a 的 周期 等 于 2" 一 1， 所 以 | 

| 8.ἠ- [/(8) 0 
但 根据 $4 定理 二 G(f) 中 的 非 堆 序 列 都 是 和 序列 ， 那 么 根 
据 定 理工 的 系 理 , 上 在 8 十 严 (a) 的 一 个 周期 里 出 现 2”. 次 
而 0 在 a 十 上 (a) 的 一 个 周期 里 出 现 2”* 一 1 次 . 因此 


23. 9 21. 3 
Ca (1) 一 他 | η(αι) η(αιιι) 一 之 1) (ai 十 ἄγει) 
--θν-ὰ(. 1) {-(ϑν1..1}.1----1. 
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这 证 明了 定理 2 

定理 2 告诉 我 们 ， 周 期 为 名 一 1 的 mm 序列 的 自 相 关 函 数 
的 主峰 高 度 等 于 2 一 1， 而 副 峰 高 度 恒 等 于 1， 因 此 当 郊 大 
时 ， 主 峰 高 度 较 副 峰 高 度 高 很 多 .和 m 序列 的 这 一 性 质 是 震 达 
和 声 纳 系统 采用 m% 序 列 调制 成 的 信号 来 测 距 的 根据 .为 了 阅 
明和 序列 的 这 一 应 用 , 我 们 先 定义 互 相关 函数 的 概念 . 

定义 2 设 a 和 b 都 是 于， 上 的 周期 。 的 周期 序列 ,我 们 
定义 它们 的 互相 关 函 数 为 | 


ela, Ὦ) -Σ η(αδηίδὸ. 


设 f(z) ΒΕ Ἐ; 上 的 一 个 四 次 本 原 多 项 式 ,而 & 是 @G( 力 中 
一 个 给 定 的 m 序 列 ， 再 设 b 是 G( 了 有 ) 中 男 一 m 序 列 ， 根 据 
§ 3 定理 1， 总 有 非 负 整数 to 存在 使 4 一 Lr*(b)， 问 题 是 怎样 
很 快 地 算出 如 ， 方 法 是 同时 计算 

ο(1/(2), 8), t=0, 1, 2，…，2" 一 2. 

在 工程 上 这 可 以 用 相关 接收 器 来 完成 . 看 cL (b), a) ΜῊ 
达到 主峰 高 度 ， 如 果 当 t= 加 时 , οἱ 1 (Ὦ), 8) 达到 主峰 高 
度 , 那么 4a=L*(b). 

” 当 用 雷达 来 测量 某 一 且 标 的 距离 时 ， 可 选用 一 和 序列 8 
调制 成 一 串 无 线 电信 号 , 雷达 发 送 这 一 串 信 号 后 , 要 求 它 的 头 
一 个 信和 号 达到 目标 又 折 回 后 不 超出 8 的 一 个 周期 ， 即 & 的 一 
个 周期 所 调制 成 的 一 串 信 号 尚未 发 送 完 ， 假 定 & 的 闫 一 个 信 
号 折 回 时 , 雷达 发 送 到 & 的 第 刀 个 信号 ,那么 目标 的 距离 就 
等 于 

{1ο/2, 
其 中 多 是 产生 m 序 列 的 移 位 寡 存 器 的 一 个 移 位 脉冲 经 历 的 时 
间 , 而 。 是 光速 ， 因 此 问题 是 如 何 求 刁 ， 设 144) =b。 计算 


”互相 关 函 数 
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ο(1/(0), 8), 1550, 1, 2, «»', 2-2 
如 果 当 ἑ--ἰρ Β], σ(1/ (9), ὁ) 达到 主峰 高 度 , 那 么 
太一 2 一 上 一 如， 
当然 如 果 上 。 上 还 有 其 他 周期 序列 也 具备 定理 2 中 所 证 
明 的 性 质 ， 那 么 这 些 周 期 序列 也 可 用 作 测 距 的 目的 .为 此 我 
们 定义 κ 
定义 3 设 
ᾱ-- (go, αι, ἄν, ---) 
χ. Ἐν, 上 的 一 个 周期 等 于 2 的 周期 序列 . 如果 
c(t) 二 一 J， 对 一 切 1 帮 0(modw)， 
我 们 就 说 & 是 个 盆 随 机 序列 . 
有 了 这 个 定义 , 定理 2 可 以 改 述 成 
定理 2 m 序列 是 伪 随 机 序列 . 
除了 mm 序列 外 ， 现 在 已 知 的 伪 随 机 序列 还 有 二 次 剩余 序 
列 ( 也 叫 工序 列 )， 订 生 素 数 序 列 和 Hal 序列， 我们 将 在 $7 
里 介绍 它们 ,在 这 里 我 们 先 证 明 伪 随机 序列 的 一 个 简单 性 质 ， 


”这 这 是 


定理 3 设 & 是 个 伪 随 机 序列 ， 那 么 & 的 周期 2 一 定 是 
个 奇数 , 而且 在 a 的 一 个 周期 里 , 1 出 现 的 个 数 和 0 出 现 的 个 
” 数 相 差 1， 邑 1 出 现 的 个 数 比 0 出现 的 个 数 多 1 个 或 少 二 个 ， 
证 ， 议 
A= (ao， σι, a, "'“. νι, ἄν, «.-), ; 
那么 根据 定义 2,， 有 
一 1， 如 果 Ο-ἰ-«ο, 
于 是 Σο.) =1. 


嚼 一 方面 ,根据 定义 山 
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5 σι() - Σ Sn(a) ne) 


--Ῥλη(α) Ὁ) η(αιιὸ 
- (和 (0) ) . 

因此 (Σ πίω) - 

由 此 推出 ὃν η(α)) 一 1 或 一 1. 


ΒΕ 2] ηίαο), η(αι), π(άχ), :''» η(αν. 1) 中 工 的 个 数 和 一 1 的 
个 数 相差 1， 于 是 8 的 一 个 周期 里 ， 工 出 现 的 个 数 和 0 出 现 
的 个 数 相 差 1， 由 此 又 推出 a 的 周期 。 一 定 是 奇数 . 

既然 定理 2 证 明了 mw 序列 是 伪 随 机 序列 , 所 以 mw 序列 也 
具有 定理 8 中 对 于 伪 随 机 序列 所 证 明 的 性 质 ， 但 这 已 经 在 定 
理工 的 系 理 中 直接 证 了 明了. τ 

下 面 我 们 再 证 明 m 序 列 的 另 一 伪 随 机 人 性质 、 为 此 我 们 引 
进 下 面 这 个 定义 . 

Μην 设 & 是 下， 上 的 周期 为 4 的 周期 序列 ， 将 & μὴ 

(αο, σι, αχ, "'-, Wo-1) (2) 
依 序 排列 在 一 个 圆周 上 使 wo-: 与 ce 相 邻 .我 们 把 这 个 圆周 
上 形 如 
:.000-:Ο015ΣΟΙ1115»::10 
都 是 0 都 是 1 

的 一 连 串 两 两 相 邻 的 项 分 别 叫做 a 的 一 个 周期 中 一 个 0 游程 
或 1 游程 。 而 0 游程 中 0 的 个 数 和 二 游程 中 工 的 个 数 叫 做 这 
游程 的 长 . 

我 们 有 
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定理 4 了 上 的 周期 序列 的 一 个 周期 中 ，0 游程 的 个 数 
等 于 工 游 程 的 个 数 。 更 进一步 ， 伪 随机 序列 的 周期 一 定 三 3 
(mod 4), 而 周期 等 于 % 的 伪 随 机 序列 的 一 个 周期 中 .0 游程 
.的 个 数 和 工 游 程 的 个 数 都 等 于 (vw 十 1)/4. 

证 ， 设 a 是 下 。 上 的 周期 序列 , 并 设 a 的 周期 是 oa 的 
一 个 周期 / 

(σο, 1, Wa ο, Co -ι) 
中 , 形 如 01 τ 10 
的 相 邻 的 两 项 分 别 叫 做 从 0 到 1 或 从 1 到 0 的 变化 . 显然 ,8 
的 一 个 周期 中 0 到 工 的 变化 的 个 数 等 于 工 到 0 的 变化 的 个 
数 。 又 显然 在 3 的 一 个 周期 中 ，0 游程 的 个 数 等 于 工 到 0 的 
变化 的 个 数 ， 而 1 游程 的 个 数 等 于 0 到 1 的 变化 的 个 数 ， 因 
此 & 的 一 个 周期 中 , 0 游程 的 个 数 等 于 二 游程 的 个 数 , 

更 进一步 , 设 & 是 伪 随 机 序列 , 用 m% 表 8 的 一 个 周期 中 0 
游程 的 个 数 ， 那 么 a 的 一 个 周期 中 工 游 程 的 个 数 也 是 mm。 在 
上 一 段 已 经 证 明 , a 的 一 个 周期 中 二 到 0 的 变化 的 个 数 和 0 
到 1 的 变化 的 个 数 也 都 是 mw， 于 是 

οκ(1) -- Sn(a) nas) 
-ππ(--151) ἠ-πι(1»--1)-(ο--9πι) 
--Φ--4ηι, 
ΒΗ a 是 伪 随 机 序列 , 所 以 又 有 
call) ---1, . 
因此 0 一 4m = —1. 


这 证 明了 o=3(mod4)， 而 mm 一 2 


对 于 mm 序 列 ,我 们 有 
定理 5 设 a 是 周期 等 于 2" 一 1 的 一 个 m 序 列 ,那么 在 a 
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ἔν. 


人 


的 一 周期 中 , 游程 的 总 数 等 于 211, 其 0 游程 的 个 数 和 工 游程 
的 个 数 都 等 于 2"?， 更 进一步 ， 长 为 +(0<r<n 一 ) 的 0 游 
程 的 个 数 和 1 游程 的 个 数 都 等 于 2"-*-"; 长 为 mn 一 1 的 0 游程 
的 个 数 等 于 1, 长 为 m 一 1 的 工 游程 的 个 数 等 于 0, 长 为 n 的 0 
游程 的 个 数 等 于 0， 长 为 ”的 工 游程 的 个 数 等 于 4 长 >n 的 
游程 的 个 数 均等 于 0 
证 , 设 0<r<n 一 1， 那 么 在 a 的 一 个 周期 中 , 长 为 7 的 
0 游程 的 个 数 就 等 于 & 中 形 如 
1 0 0 … 0 4 brss ὅν“ ὃν, bi EF, 
ΣΙΝ 


ο πο πα. 


工 游 程 的 个 数 也 等 于 23 


根据 定理 4, a 的 一 个 周期 中 , 游程 的 总 数 等 于 


| ， Φ'--1--1 --ΏΩπ-4 
ϱ'--ᾱ---'. 
并 一 多 1 一 2 
令 2 一 2 ΝῚ On—2—r — Ώπ--1 >2 μι 9. 
r=1 r= 二 1 
因此 a 的 一 个 周期 中 长 >>n 一 1 的 游程 只 有 2 个 . 因 
1 1... 1 
一 一 一 一 
π 11 


是 a 的 一 个 状态 , 而 a 的 每 个 状态 在 & 的 一 个 周期 中 恰 出 现 
一 次 , 所 以 这 个 状态 之 前 的 符号 与 之 后 的 符号 都 是 0, 因此 a 
恰 有 1 个 长 为 n 的 1 游程 
011.190 
11551 
人 个 1 

又 因 0 ος 0 
不 是 a 的 状态 ,所 以 a 不 能 有 长 为 n 的 0 游程 ， 又 
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1000 
入 一 上 个 
是 a 的 一 个 状态 .显然 这 个 状态 之 后 的 符号 必 为 I。 这 样 
100.、…01 
φι--1 150 
就 是 a 中 一 个 长 为 n 一 的 0 游程 . 由 此 推出 a 没有 长 为 
“nm 一 1 的 1 游程 ,也 没有 长 ση 的 游程 . 

最 后 我 们 来 解释 一 下 伪 随 机 序列 名 称 的 由 来 ， 当 桥 一 枚 
均匀 的 分 币 时 , 者 出 现 国徽 面 我 们 就 记 一 个 二 看 出 现 分 值 面 
我 们 就 记 一 个 0， 如 采 掷 的 次 数 足 够 多 时 ， 艾 如 邱 风 次 后 , 我 
们 就 记 下 来 一 个 随机 的 二 元 序列 

a— (ῶο, αι, αρ, .'', On) 
它 具 有 下 面 三 条 随机 特性 : 
1) 序列 中 工 的 个 数 和 0 的 个 数 接近 相等 . 
2) 序列 的 目 相关 函数 


Η 
Cal(t) 一 » σμῖι νι 


当 t=0 时 最 高 , 而 当 # 关 0 时 迅速 下 降 . 

- 8) 把 连 在 一 起 的 工 (或 0) 称 为 游程 , 其 中 1 (或 0) 的 个 

” 数 称 为 此 游程 的 长 度 ，a 中 长 为 工 的 游程 约 占 游程 总 数 的 

1/9, 长 为 2 的 游程 约 占 游程 总 数 的 1/23， 长 为 8 的 游程 约 占 

”游程 总 数 的 1/23, …， 在 同样 长 度 的 所 有 游程 中 , 1 游程 和 0 

游程 大 致 各 占 一 半 . 

这 三 条 特性 是 真正 的 二 元 随机 序列 的 特性 ， 而 前 面 定义 
3 中 定义 的 伪 随 机 序列 则 具有 性 质 1 和 2 我 们 加 上 个 “ 伪 ? 

字 , 是 因为 这 些 序列 虽然 表面 上 满足 伪 随 机 特性 1) 和 2), 但 

实际 上 它们 却 是 按 一 定 规律 形成 的 序列 ， 伪 随机 序列 常 被 用 
来 在 保密 通信 中 起 加 密 作用 和 在 自动 控制 系统 的 识 辩 中 模拟 
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随机 噪声 . 今 扼要 介绍 如 下 : 
设 有 一 二 元 数字 信息 序列 
60, δι, C2, *** . 0) 
在 发 送 之 前 ,我们 选 定 一 个 伪 随 机 序列 对 它 进行 加密 . 
设 | 
ἄρ, ὧι, η, “"" (4) 
是 一 个 擅 随 机 序列 ， 我 们 将 (8) 和 (4) 这 两 个 序列 按 项 相 加 ， 
得 到 加 密 后 的 信息 序列 
Co 十 090，01 二 041，0C3 十 G3，… (6) 
我 们 发 送 的 就 是 (5 当 收 信者 收 到 信息 序列 (5) 之后， 再 将 
(5) 与 选 定 的 伪 随 机 序列 (4) 按 项 相 加 , 这 就 是 解密 , 结果 重新 
得 到 二 元 数字 信息 序列 (3). 当然 也 可 以 选 定 任意 一 个 线性 
移 位 寄存 器 序列 来 对 (3) 进 行 加 密 . 
πι 序列 实际 上 就 是 一 个 很 好 的 二 电 平 的 伪 随 机 噪声 序 
列 . 为 了 得 到 mn 电 平 的 序列 ,我 们 选 一 个 % 级 的 % 序 列 , 即 周 
期 等 于 2" 一 1 的 m 序 列 (4)， 我 们 有 状态 序列 
| 8ο, Βι, 89, “** 
其 中 Syp= (αι, ὤμει, ἄχεα, kt) ᾖ220, 
将 (0, 1, 2, …) 都 看 作 整 数 , 令 
ὄμ--αι {-άμι--ᾶχμα-ἠ-''""άμεμ-ι, 30, 
ὮΒ Δὲ 1181353} --1- ΒΗ ΡΕΖῚ 
| bo, ὄι, 03, ”'", (6) 
根据 定理 1, 在 (4) 的 一 个 周期 里 ， 每 个 非 零 二 元 % 元 素 组 者 
出 现 一 次 而 只 出 现 一 次 .因此 任 一 整数 m% (1&m<n) 在 (6) 
的 连续 2" 一 1 项 中 出 现 的 次 数 是 组 合 数 


ο) 
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δ6 m 序列 的 互相 关 阔 数 


在 这 一 节 里 , 我 们 仍然 假定 9=2， 我 们 要 讨论 周期 相等 
的 两 个 mn 序列 的 互相 关 函 数 ， 并 给 出 一 个 求 多 个 周期 相等 的 
m 序列 (其 互相 关 函 数 的 绝对 值 与 自 相关 函数 的 主峰 相 比 较 
小 ) 的 一 个 算法 ， 在 具体 推导 过 程 中 ,要 用 到 第 四 章 的 结果 
特别 是 第 四 章 $3 的 定理 4 和 $5 的 定理 1. 因此 对 本 节 所 讨 
论 的 问题 有 兴趣 的 读者 , 顶 好 先 读 完 第 四 章 $5 以 后 , 再 回来 
读本 节 . 我 们 先 给 出 下 面 的 定义 ， 
定义 1 设 ab 是 周期 的 二 元 序列 ， 写 
a= (co，01，C3，…)， 
b= (bo, δι, ὃς, …)， 
设 是 个 非 负 整数 ， 定 义 & 和 了 的 互相 关 函 数 为 


ο, ν(τ) -- Ὁ) π(αῤη(δι..), (D 


其 中 是 从 下, 的 加 法 群 到 十 1 和 一 1 组 成 的 乘法 群 的 同 构 
映射 : 


σι, δι εξ, 


η(0) =1, (4) = —1. 
利用 作用 在 二 元 周期 序列 上 的 左 移 变 换 卫 ， 可 将 互相 关 
ΒΗ ὮΝ (1) πε πὰ | 
Ca, b(T) 一 = Ca, Lr γυ)(0). 
圭一 节 所 定义 的 周期 " 的 一 元 序列 a 的 自 相关 函数 οι(τ) 实 
际 上 就 是 
Ca(7) --0.,α(τ). 
特别 , 当 & 是 周期 包 一 工 的 径 序 列 时 ,我们 有 
| 95..1. 如 果 7 三 0Cmod2" 一 1)， 
Cab) -1 一 J， 如果 7 在 0Cmod 2 一 1) 
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δὲ ΠΗ Ἐπ 上 同一 个 ”次 本 原 多 项 式 fcz) 所 产生 的 两 
个 m 序 列 &a 和 bb 的 互相 关 函 数 ， 这 时 , a, bEG( 力 .因此 根 
所 $4 定理 tt 有 非 负 整数 t 存 在 使 b=Li(a)， 于 是 

δι, p(T) 一 ca πω (T) 一 Ca(t 十 7) =0a(t+7) 
全 如 果 {--τΈςθ(τηρά 2--1), 

一 工 ， 如 果 ἱἠ-τΞεθί(ηιοά 2 一 工 ) 

因此 这 时 间 题 特别 简单 .下面 我 们 着 重 讨论 由 了 了， 上 不 同 
的 n 次 本 原 多 项 式 所 产生 的 mm 序列 的 互相 关 函 数 . 

设 a 是 2* 个 元 素 的 有 有 限 域 2 的 一 个 本 原 元 , 设 f(z) 是 
FF。 上 的 一 个 πο 次 不 可 约 多 项 式 , 而 moln， 那么 f(z) 的 根 都 
属于 wm， 于 是 了 (ww) 的 wo 个 根 都 是 wx 35, ΣᾺ 

α΄, α", ---, αὖ”. 

不 妨 假 定 0 一 和 天 2 天 一 加 < 天 2 一 并 
这 时 我 们 说 是 ,fc) 的 首 根 ， 注 意 ， 首 根 当 然 是 相对 于 本 
原 元 a 来 说 的 .以 下 我 们 总 选 定 £2, 的 一 个 本 原 元 a. 

下 面 这 个 引 理 要 用 到 第 四 章 中 的 结果 . : 

引 理 1 设 a 是 Fz 的 一 个 本 原 元 、 用 Τι) 表示 中 的 
极 小 多 项 式 . χε! «ἀ-«2-1 5 

- 21. | | 
ST fa fo 
其 中 [ 户 ， ja， τὴν fo] 表示 ὃν fa,…, fa-1 的 最 低 公信 式 ， 
那么 对 任意 &, hEG(ga_1), 我 们 有 
/ Ίος μ(0) | «-9»--- 1-24. 

证 .根据 第 四 章 $3 定理 4, GCgs-1) 中 序列 的 前 2-1 
项 组 成 一 个 循环 码 ο (σι), 它 的 生成 多 项 式 是 fi, βαν “'', 
fo]. 再 根据 第 四 章 $5 可 知 , O(gsi) 是 设计 距离 4 的 本 原 
BOH 码 .根据 第 四 章 $5 定理 1 可 知 ,对 任意 &, bE€0C(ga 1)， 
它们 的 Hamming 距离 ρίϑ, Ὀ)224, ΤΕ, δεν (0) 18, Ὦ 


ο 356 ο 


[| 
si 


”中 相应 位 置 的 码 元 相等 的 个 数 减 去 相应 位 置 的 码 元 不 等 的 个 “ 
数 .a, b 中 粗 应 位 置 的 码 元 不 等 的 个 数 等 于 a 一 b 的 
Hamming 重量 wa 一 b), 但 wa 一 b) =-p(a, b)， 所 以 
δ. ν(0) --9»-.1---ϑρ(8, Ὁ) «-9»-.1---92. (2) 
另 一 方面 , 显然 有 zw 一 gs: 那么 全 工序 列 (1 1, 1…) 
属于 Glga 1). 因此 2-1 维 全 1 向 量 
1= (1, 1, -.., 1) 
1, 1, ,1 


2 一 1 个 1 
属于 οί. 于 是 1+bEC(ga-1)， 那 么 也 有 ρί8, 1-2) 
:54 根据 和 上 面 同样 的 道理 ,有 


Ca,1+3(0) <2"—1—24d. 
2n—2 2n-2 
但 Ca.1+b C0) 一 δν Π(αι)η(1-1- b) = ο Ἴκαι)" —n (ο) 


-- Ση(αλη(οὸ — -ca(0). 
因此 | 
0.5(0) 2 -- (21--1--2). (9) 
于 是 由 (2)，(3) 两 式 推出 
]6.ν(0) | «-2'--1--24, 
这 样 就 证 明了 引 理 1 τ 
定理 1 设 α 是 上 >， 的 一 个 本 原 元 ， 
αἲ α, »'', α (0 ««20-- 1) 
分 别 是 时。 上 %% 次 本 原 多 项 式 Τι (0), ζω (0), --:, f(z) 的 首 
18. 假定 
41» Ua > Σαμ. 
那么 对 任意 aEG(fw), ἀα,ΕΩ(ἔι), ὑπ}, 我 们 有 
|0ω.ω,(τ) | «-2"--1--2υμ,. 
证 .显然 有 


ο 3836 . 


}ω,(0) ]6ω, (0), «ἠδ. | 
因此 a, α,ΕΘ(ο,, ) (από, 1). 于 是 18 EG (gw-1), 
当 4# 了 时 , 根据 引 理工 就 有 
| 04, α,(Τ) | = [Ουτε (0) | 2"—1— 2 

这 证 明了 定理 1. 

从 定理 工 可 知 ， 要 求 互 相关 函数 的 绝对 值 导 目 相关 函数 
的 主峰 相 比 较 小 的 多 个 只 序列 ， 只 要 选 Ἐν, 的 本 原 元 a 的 一 
些 可 作为 nn 次 本 原 多 项 式 首 根 的 带 : α", α", -.., 0 之 a 
>…>w， 而 ww 尽 可 能 地 大 即 可 。 先 研 究 α" 何 时 是 % 次 本 
原 多 项 式 的 首 根 ， 显然 必须 有 (ον, 2-1) =1; 但 仅仅 这 一 
条 件 是 不 够 的 . | 

引 理 2 αλ Εν. 的 一 个 本 原 元 ， 如 果 om 是 了 上 wm 
次 不 可 约 多 项 式 f(%) 的 一 个 根 , ἨΔ α", αἲ', απ, "τς 
是 Fo) 的 根 ， 而 α", oa”? αἲ δν ..., αἲ αλ γω) 的 全 
部 πο 个 两 两 不 同 的 根 . 

证 ， 这 个 引 理 实际 上 在 第 一 章 8 5 定理 7 中 已 经 证 明了 . 

现在 设 m 是 个 正 整 数 , 0 «πι ο.- 1. 将 双 表 成 二 进位 数 

ΤΠ Τὸ 1 2 πια 213.» 
十 m4*2 十 mo， mm 二 0 或 1 
这 样 % 就 确定 了 一 个 二 元 w% 维 非 零 行 则 量 
In 一 (1, Ύθη-α, δν, MH M0), 
反 过 来 ， 设 wi Πο, να, Τρ) 是 个 二 元 兄 维 非 零 行 
回 量 , 那么 它 就 确定 一 个 正 整 数 
ο ο ας ο ο ο 

而 0 天 mm<<2" 一 工 

设 亚 王 (in 2， πιο) 是 个 二 元 w 维 非 零 行 
向 量 . 它 里 面 形状 | 


528] . 


(00...01 或 100...01 或 二 0.0.… 0) 
So oO .. 全 是 0 

的 连续 几 个 项 叫做 一 个 0 游程 ，0 的 个 数 叫做 0 游程 的 长 , 它 
里 面 形 状 

41. 10 或 011.…10 ΞΧΟΙΊ ... 1) 

全 征 1 δι 全 是 1 

”的 连续 几 个 项 叫做 一 个 1 游程 , 硅 的 个 数 叫 做工 游程 的 长 . 

例如 , η--11 ΠΗ, (01101110111) 中 有 三 个 0 游程， 它们 Ικ 
的 长 都 等 于 1 有 三 个 工 游 程 ， 一 个 的 长 等 于 2， 两 个 的 长 等 
于 8。 又 如 (0111011111) 中 有 两 个 0 游程 , 它们 的 长 都 等 于 
1 有 两 个 1 游程 ,一 个 的 长 等 于 4, 一 个 的 长 等 于 Bb. 
我们 先 证 明 

引 理 3 ἰξα ΚΕ. 的 一 个 本 原 元 ,而 0<m<2-I. 如 
果 a" 是 它 所 适合 的 下 ,上 的 极 小 多 项 式 了 (w) 的 首 根 ,那么 mm 
所 确定 的 二 元 η 维 非 零 行 向 量 Τη -- (τη 1, 4, “"", Ὥνι, mo) 
一 定 从 0 开始 而 以 1 结束, ΕΙ 74_1=0, mo 一 1 

证 . 因 0<m<2" 一 IJ，m 一 定 有 一 个 分 量 不 等 于 0. 设 
τα 的 等 于 0 的 分 量 中 足 码 最 大 的 一 个 是 46 即 / 

Mai—= Mrs =  π πημι 1. 
而 m=0， 根据 引 理 2，o™ "也 是 f(%) 的 根 显然 
(πν-2"-!-0. 确定 的 二 元 n 维 行 向 晤 是 
Ma, Ma Τῆι, Ύΐο, δρα, μα, ""“ν MU) 
ΒΗ oa" 是 f(z) ΙΛ, της (ον. ων, ΒΠΡΙ πρι ππαι 
0， 于 是 n 一 I=l， 因 此 mw-1=0. 
其 次 , 设 mw 一 0， 根 据 引 理 2, αι (ο) 的 根 . 显 
然 (42")2n-1 确定 的 二 元 mn 维 行 右 量 是 
(πιο, Ἴδῃ... Ὅδῃ- ἃν ”"“ 7η, πι). 

因 oa" 是 f(%) ΕΛ, πο (που) ληα, Δὲ Tn-1 所 20， 
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Ίων ο Ύλη 1, θη Απ Ποια, “'" Αλ, πιῇ ας πυρ α”- 0 推出 ορ” 
0， 从 mv περα 推出 πι 9”-0. 如 此 继续 下 去 ,就 有 Tw-1 一 
1 2 一 … 一 004 一 010 一 0， 这 就 是 说 和 一 0, κ Ο--ην-«2”--Ἴ 
的 假设 相 矛 盾 。 这 样 就 证 明了 引 理 3. 

仍 设 a 是 Ἐν, 的 一 个 本 原 元 ， 而 0<m 过 2" 一 4， 并 假定 
α"' 是 它 所 适合 的 下 。 上 的 极 小 多 项 式 f(%) 的 首 根 , 那么 根据 
引 理 3, τν 所 确定 的 二 元 维 非 零 行 向 量 mm 从 0 开始 而 以 1 
结束 , 那么 从 左 向 右 数 ,mm 的 第 一 个 游程 是 0 游程 , 最 末 一 个 
游程 是 1 游程 , 而 姐 一 共有 偶数 个 游程 . 设 mm 一 共有 25 个 游 
δὲ, s 是 个 正 整数 ， 并 假定 从 左 回 右 数 , mn 的 第 24 一 工 个 游程 
的 长 等 于 7, 而 了 的 第 22 个 游程 的 长 等 于 ας κε), 那么 


m 就 确定 了 2s 个 正 整数 7 和 ara 志和 志 而 (ri 十 二 


=% ΤᾺ 
m= (0, ΝΣ, 0, 1, σσ; 1, 0, “5 0, | 


一 一 一 一 一 
γι 0 11 和 个 0 
1, ..., 1, κ΄. ο, κ... 0, 1, κ’ 1). 
ο -----.κ Vt ed 


”仿照 引 理 3 的 证 明 , 可 以 更 进一步 证 明 
51184 设 a 是 Fw 的 一 个 本 原 元 ,而 0<m<2? 一 1 {8 
定 m 所 确定 的 二 元 % 维 非 零 行 向 量 m 是 
m= (0, πλ 0, 1, στην 1, 0, τη 9, 
1/0 1 11 γα 10 
1, .... 1, ... ο, ἫΝ 0, 1, ‘ 1), 
一 一 A 
/ 加 个 工 | ο 0 如 个 工 
而 总 rit+ 夫 一 n， 那 么 a 是 它 所 适合 的 上 的 极 小 多 项 
式 的 首 根 , 当 且 仅 当 以 下 两 个 条 件 之 一 成 立 ; 
1) 人 1 一 人 32 一 ”一 人 3 ΠΠ ΕΗ. ὑα--ὐα---.'--ὐφ 
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ϱ) 对 任 一 关 2 而 <s 的 正 整 数 5(2<i<s), 存在 一 个 正 
κεϑχι, (8 依赖 于 全 0<1<s, 使 得 

απ Tol tatt, NN 2 

ἐμ-α--Ἴμι-α, η Trl 
或 αι = = ο γα, ἑα-ύμῃι, "'“ N= Wt) 
ἔι- ιτ tra Τι Τμε-α dtr 
- 这 里 当 r 和 t 的 足 码 ο λε 时 , 均 理解 为 用 s 去 除 丰 所 得 的 余 
数 (6)， z 
由 于 这 个 引 理 的 证 明 在 原则 上 和 引 理 3 完全 一 样 ， 因 此 
我 们 就 不 写 出 来 了 . 
根据 引 理 3 和 引 理 4, 我 们 可 以 写 出 一 个 算法 , 用 这 个 算 

法 可 以 求 出 上 的 本 原 元 a 的 一 些 可 以 作为 % 次 本 原 多 项 式 
λα Ηή ης: α", αὖ, ..., α", αι7υρ»»'»7-υς, 而 ww 尽 可 能 大 . 

(1). 列 出 适当 多 个 相应 的 正 整 数 m 尽 可 能 大 的 , 从 0 开 
始 而 以 二 结束 的 ， 适 合 引 理 和 中 条 件 1) 或 条 件 2) 的 二 元 非 
η ΞΕΊΤΙΗ Ἐ πα, 

1,1) 先 列 出 相应 的 正 整 数 是 最 大 的 一 个 , 即 

(011... 1). 
1.2) 再 列 出 相应 的 正 整数 是 次 大 的 一 个 ; η 是 奇数 
时 , 即 是 
οἱ 1 ο  1τοι1ί ... 1): 
~ 一 ~ 


2 2 


而 当 w 是 偶数 时 , 即 是 
(Oli1...1011...1) 
VN gd Ne f=/ 
多 一 上 2 ηι--- 2 
ἜΤΙ 个 1 | 
1.8) 再 列 出 相应 的 正 整 数 是 第 三 大 的 一 个 ; 94 τι 3 


ο 290 4 


如 


时 , 即 是 


(O11...101 1. . 1): 
ο 3 -- -- 
π δα 3 十 上 个 1 
2 2 
而 当 ” 是 偶数 时 , 即 是 
(人 (01111011 … 1 
一 一 一 -一 一 一 一 


1.4) 等 等 . | 

(3) 将 (DD 中 列 出 的 二 元 % 维 非 堆 行 向 量 相应 的 正 整 数 
按 大 小 为 序 排 好 : 

WU > Uy > > Ww. 
(5) Ἁρων, ον, ---, Um 中 与 2" 一 1 不 互 下 的 那些 删 去 ， 
设 剩 下 的 是 : : 

/ 11 > ον» 

(4) α", α", ..., a™* 就 都 是 %% 次 本 原 多 项 式 的 首 根 . 

现在 假定 a 是 周期 为 2" 一 1 的 m% 序 列 , 不 妨 假定 a 由 下 ， 
上 的 % 次 本 原 多 项 式 fw) 7 而 a 是 f(w) 的 一 个 根 , 那么 
根据 $4 定理 6，8 2 分 别 由 ， 0 αὖ, 0 
在 下 上 极 小 多 项 式 所 产生 ， 因 oa*, a*,…， wm 都 是 n 次 本 
原 多 项 式 的 首 根 ,， 所 以 a, δ», a 网 两 不 平移 等 从 
于 是 有 

(δ) απ αἱ“, ..., αἰ” 都 是 周期 2" 一 1 的 πι 序列 ,而 且 
分 别 由 下 * 上 友 个 两 两 不 同 的 本 原 多 项 式 产 生 . 根据 定理 1, 
蕊 们 的 巨 相关 函数 的 绝对 值 | 

[ο ο (7) --2"--1--2υῃ, 

对 工 入 2 多 {κκ ΠΠ ὑπεὴ, 

实际 上 ，(1) 一 (5) 就 给 出 了 求 互相 关 函 数 的 绝对 什 仅 可 
能 小 的 适当 多 个 周期 相等 的 m 序 列 的 一 个 算法 ， 当 不 太 大 
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时 , 这 个 算法 用 手 算 并 不 复杂 . 当然 , 如 要 求 出 aa ''', 
a‘% 的 极 小 多 项 式 ， 可 利用 $4 的 末尾 所 介绍 的 算法 或 后 而 
ὃ 8 中 介绍 的 算法 . | 
下 面 我 们 举 几 个 例子 来 说 明 上 面 介绍 的 算法 
例 1 n=9，29 一 1 一 611 一 7.78， 依 序列 出 
0911111111) 
0111011110, 
(0110111101, 
(0110110171. 
它们 相应 的 正 整 数 分 别 是 
| μι--25--1--255᾽. .Ὢ: υρ--255-95--280, 
" φα--3839--25-19΄--298, 228 -- 231-219. 
它们 都 和 ?3 一 工 互 素 , 而 
| 99...1--2-µ)--88, οἱ --ἶ--δ.ις--θῦ, 
ο --Τ--δει- τὸ < . 

例 2 n=11, 2--1--204ΐ-5.28κ88 {Κ}}7}} 
(0111111111 11), 
(01111011110, 
(0111011111), 
(0110111111, 
(01101110111) 


它们 相应 的 正 整 数 依 序 是 
Wi 一 910. .1--10285, ws -- 1098-95 -- ΘΘΊ, 
ua --901 --98-[.95--- Θ5Θ, --Θ9 --9ϊ 1. 28 -- 895, 


μ.--δοῦ-- 25 -- 887, 
它们 都 和 2 一 1 Ἡ 36, 而 
--1--2»-ἠα--129, 2---1--2-µ.--25ΐ, 
911. 1 2-29, 
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5ἱ8 mn 一 13, 23 一 18191， 依 序列 出 
(0111111111111), 
(4111101111 11), 
(1111011111 11), 
(O111011111111), 
(0111011101111, 
(110111111111. 


它们 相应 的 正 整数 依 序 是 
οἱ --913..1 -- 4005. wa = 4095— 25= 1031. 
ua 一 403] 一 27 十 26=3967， εἰ-- 896Ί --95--91-- 8899, 
5 一 83839 一 2 一 3823， di 如 一 8889 一 29-28 一 3583， 


它们 都 与 2” 一 1 互 素 ,而 | 
23—1—2u=2D7, 23—1—2w =513, 
ο --].--ομς--θ4δ, 2™*—1—2wu=1015. 
基于 上 面 的 算法 ， 定理 有 下 面 这 个 特例 ， μα. 
(Gold) 的 优选 对 ， κ 
定理 2 设 a 是 ,的 一 个 本 原 元 ΓΝ 
w= αι 
On—1 Οίη-1)/3. 1. 如 ΒΒ 9 [η., 
ΝΗ 如 果 ο] 而 ἄγη. 
5 ΑΧ ἀΕα(Ρω), οεσί γω), τ220, 我 们 有 


24+23 十 1， 如 果 γη, 
[ον CT) | <1 9132/31. 如 果 2jn 而 4{π, 
证 ， 首 先 注意 , 相应 于 


(ο 1 1-..1) 


一 一 一 -一 
名 一 工 修 工 


ο 083 α 


的 正 整 数 是 2-1. ΤΣΗ η ΑΔΗ, 相应 于 
(119. 101 1». 1) 
~ 一 一 一 


如 一 ΛΙ ποτ κι 
ο | 2 | 


的 正 整数 是 2 一 2%-D2 一 1， 当 是 偶数 时 , 相应 于 
: 911... 101 1... 1). Ἢ 
ο ο σος το 
2 个 1 ΝΣ | 
的 正 整 数 是 2 一 2 一 1。 因 此 α" 和 αἲ. 都 分 别 是 它们 的 极 
小 多 项 式 的 首 项 ， 更 进一步 , 容易 证 明 ; 
(2* 一 1， 2"-1 一 们 --1. 
(95-.1, 2 于 一 26-0/2 一 人 于 如果?2m， 
(9»..1, 2»-1.- 23. 1) 一 荆 118 2jn 而 ἁγη, 
因此 os 和 αἲ. 都 分 别 是 它们 所 适合 的 本 原 多 项 式 的 首 根 ， 那 
么 根据 定理 1, ἈΠΕ αΕσ(γ), bEG(fw), τ20, 有 
|6.,υ(τγ! <2"—1—2wu 
全 {--2(2}-}1...0{π-1}/3. 1) -- (1/3 1 Ἡμ 34. 2γη, 
2" 一 ] 一 2(2" 4 一 2n/2 一 1 一 240+2/3 二 1 如果 2|m 而 4m 
这 就 证 明了 定理 2. 
从 定理 2 可 以 推出 区 尔 德 优选 组 
| 定理 8 设 a 是 Ἐν 的 一 个 本 原 元 , 选 妇 和 ww 如 定理 
2, 并 假定 Γι (2) 和 (2) 分 别 是 os 和 所 适合 的 % 次 本 原 
多 项 式 ， 那 么 G(fw*fw) 中 的 非 零 序 列 的 周期 都 等 于 2”--1, 
它们 分 到 2" 十 1 个 平移 等 价 类 里 ， 对 G(fu'fu) 中 任 一 非 零 


序列 a. 
204 十 二 如 果 2Ίπ, 
[0a,a (7) | «ή 1/1, 1Π8 9η ΠΠ 4]ηι 
而 对 (Τι) 中 任意 两 个 平移 不 等 价 的 序列 8, Ὁ, 


ο 2049 


[δεν (σ) | < Dorn ΜΗ ης 4ἴπ 
证 . 因 f 和 fs 都 是 本 原 多 项 式 ,而 它们 有 不 同 的 首 根 ， 
所 以 (fu*fw) 一 I， 因此 根据 $3 定理 二 我 们 有 
(1. δι) -Ω(γω) +G(f,). 
那么 (Γι) 中 任 一 非 零 序列 & 可 唯一 地 表 成 
8& 一 8 十 8 8ις (Τι), 
而 at，as 不 全 为 零 序 列 。 用 φ(8), ρ(ϑι), ϱ(89) 36 8, 8ι, a 
的 周期 ,根据 8 3 定理 2， | 
ρ(8) = [ρ(ϑι), Ρ(83)}--2"--1. 
这 证 明了 (1ο, ju 中 任 一 非 零 序列 的 周期 都 等 于 2 一 1. 又 
因 (fu:fw) 一 2m 所 以 GQ(f*fw) 中 一 共有 2” 一 1 个 非 零 
序列 .因此 (ζω) 中 的 非 零 序列 分 到 (27'--1)/(8'--1) 
=2" 十 1 个 平移 等 价 类 里 . 
对 (ζω) 中 任 一 非 零 序列 8， 仍 设 & 一 有 十 aa 2 
G (fw)， 写 | 


Βι-- (αι, σα, (0, ..«)νὁ--1, 2, 


那么 Cas(T) -- ση (azy ἜΏρη (qay+s + Qa rs) 
一 ση (αι) η(α)) η (σετ) Ώ ΚΟ | 


2”. 5 
-- σι 7 (@jy 二 σι τ) τ) (cs 十 σημ ντ) 


一 Ca+Iranai+Iraa (0). 
因 所 十 (an ΕΘ(γω), 811 (89) EGG(Cf)， 所 以 根据 定 
理 1 有 
| Cai+Zr(ait ss+ LT(as) (0) | --2'-1- ο, 


因此 


ο 995 。 


κ 


ο |6εα(τ) | -- | δαιε1παολαε1πίαι) (0) | 
| -人 胡 果 219, 
22/31, 如 果 2jw 而 44m. 
对 G(fw*f) 中 任意 两 个 平移 不 等 价 的 序列 8, Ὁ, 设 
aA=Ait+a2, EG (1. 
b= Di 二 bo， b, EG fy,). 
号 Mi= (G0, σα, αμ, ''"),ῦ--1, 2, 
b,= (δω, δα, δι, **),2=1, 2. 


0”. 9 

那么 cabh(T) 一 名 Ni G27)N Dagtrt bay+r) 
2n—2 

一 名 η(αι)η(αη)η(διμ..)η(δη;ετ) 


απ | 
一 名 nowt ὃν) NGag θοις) 


ασ ΕΟΝ 
因 a bi EG (fs), 8ο, bs EG(f), ΒΓ 11 αι -Εσ(ον) ΕΕ, 
231 (09) EGGCfuw， 那 么 根据 定理 上 有 

πώ Φα. ο 

因此 | ο πλ 

. 人 20/31, 如 果 21η, 

ΑΤΕΙ, 如果 2 而 4m。 

这 样 定 理 3 就 完全 证 明了 . 


$7 其 他 伪 随 机 序列 
前 面 我 们 讨论 的 二 元 序列 


ἃ, 一 ίσο, σι, Wa, ...) 
都 是 它 的 项 (或 元 素 ) ci=0 或 芋 的 序列 , 这 是 因为 让 σι(ὸ--0, 
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方便 .但 在 讨论 二 元 周期 序列 的 自 相关 函数 时 ， 我 们 采用 了 
一 个 将 Ἐπ 的 加 法 群 映 到 十 1 和 一 1 这 两 个 实数 所 组 成 的 乘 
法 群 的 同 构 %”， 即 我 们 先 把 了。 上 的 一 个 二 元 序列 经 映 成 一 
个 元 素 是 十 或 一 1 的 序列 之 后 , 再 来 定义 它 的 自 相 关 琐 数 . 
因此 我 们 有 时 也 把 二 元 序列 看 成 是 元 素 等 于 :十 1 或 一 1 的 序 
列 , 这 在 讨论 二 元 周期 序列 的 自 相关 函数 时 比较 方便 ， 在 这 κ 
一 方 里 ， 我 们 说 到 二 元 序列 总 是 指 元 素 等 于 十 1 或 一 1 的 序 
列 , 我 们 先 重 述 一 下 自 相 关 函 数 和 伪 随 机 序列 的 定义 . 
定义 1 设 

Ἀ-- (αο, αι, 09，*……)， 二 十 1 或 一 1 | 

是 个 周期 等 于 % 的 二 元 序列 ,我 们 定义 & 的 自 相 关 函 数 οι(ὶ) 
为 

: ca (3) ~ Fagus, t=0, 1, 2, »»» 


我 们 说 a 是 伪 随 机 序列 ,如 果 κ 
Ὁ, 如 果 τΞ0(πιοά ο), 
Or-{ τν 如 果 ὑπε0(ταοὰ υ), | 
根据 前 一 节 的 讨论 我 们 知道 ， 伪 随机 序列 的 周期 "一 定 
是 二 8(mod4) 的 奇数 ， 在 它 的 一 个 周期 里 1-1 出 现 的 次 数 
和 一 1 出 现 的 次 数 相差 1， 而 且 在 它 的 一 个 周期 里 十 1 游程 


的 个 数 和 一 1 游程 的 个 数 都 等 于 了. 


我 们 也 知道 ,m 序 列 都 是 伪 随 机 序列 ， 

下 面 我 们 要 介 绍 为 一 些 伪 随 机 序列 ， 但 我 们 只 介绍 这 些 
序列 的 定义 , 而 略 去 它们 是 伪 随 机 序列 的 证 明 .。 读者 如 果 想 
放 道 这 些 证 明 。 请 参看 本 书后 面 所 附 参 考 书 [22] 中 的 第 十 
-- ΒΚ, 

目 先 我 们 来 介绍 二 次 剩余 序列 , 它 也 叫 勒 让 德 (Legendre) 
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序列 ， 或 简称 工序 列 . 

设 p 是 一 个 奇 素数 ,再 设 a 是 一 个 与 p 互 素 的 整数 ， 我 
απ “是 modp 的 二 次 剩余 ,如 果 同 余 式 

ατα (mod ϱ) 
Φα, 否则 就 叫 mod2 ή Ξ.2κ.34Ε 41 4. 引进 惑 让 德 
(Lepgendre) 符号 
(3) -[ + 了 如 果 4 是 mod2 的 二 次 剩余 ， 
2 -ᾱ, 如 果 & 是 modw 的 二 次 非 剩 余 ， 


并 规定 《2)- +1， 对 任意 整数 m 


0 
特别 Ὁ. 
我 们 得 到 一 个 二 元 序列 


Φγβγβν-. 8 


显然 ， 当 (α, ϱ) = 工时 ，& 和 c++2 同时 是 πιοὰρ 的 二 次 

剩余 或 二 次 非 剩余 ,因此 
G+ a 
(2)- (2), 对 一 切 a>0. 

这 就 是 说 导 ) 是 周期 等 于 2 的 二 元 序列 .我 们 把 人 叫做 二 次 
剩余 序列 ,或 勒 让 德 序列 ,简称 二 序列 ， 

可 以 证 明 ， 当 wp 是 形状 人 4 一 1(t 是 正 整数 ) 的 素数 时 ， 周 
期 等 于 的 上 序列 是 伪 随 机 序列 ， 但 当 p 是 形状 入 十 LG 是 
正 整数 ) 的 素数 时 ， 周 期 等 于 的 也 序 列 的 自 相 关 函 数 取 
ρ, 1, --Ὁ 三 个 值 , 因 此 这 时 的 三 序 列 不 是 伪 随 机 序列 ， 

我 们 再 作 一 个 注 记 .因为 对 任意 整数 & 都 有 

(w+ kn) v(mod ϱ), 

所 以 要 检查 一 个 整数 4(0<a<p) 是 不 是 πιοάφ 的 二 次 剩余 
只 要 检查 4 是 不 是 在 集合 
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{{15», 05), ''', (9-13 


中 出 现 就 行 了 ， 更 进一步 , 因为 


v= (Pp—%)" (πιοάρ), 
所 以 要 检查 一 个 整数 4(0<a<p) 是 不 是 mod2 的 二 次 ΠΗ Αν 
ΛΑ α 是 不 是 在 集合 


[es 5) 
中 出 现 就 行 了 . 
我 们 举 几 个 例子 ， 先 看 p 一 7 一 4.2 一 1 的 情形 ， 这 时 
. 3?=1(mod7), 22=4(mod7), 38?=2(mod 7). | 
因此 1, 2, 4 是 mod7 的 二 次 剩余 ，8, 5, 6 是 mod7 的 二 次 
非 剩 余 , 这 样 我 们 可 以 写 出 周期 等 于 7 的 上 序列 
+1i+1+1~—1+1—1—1... 
容易 直接 验证 这 是 个 伪 随 机 序列 . 
再 看 ρ-11--4.5--1 的 情形 ， 这 时 
1?==1 (mod 11), 22=4{(mod11), 3?==9 (mod 11) 
ΞΞὔ(πιοά 11), B=3 (mod 11). | 
ΔΙ 3, 4, 5, 9 是 mod11 的 二 次 剩余 ，2, 6, Ἰ, 8, 10 是 
mod 11 的 二 次 非 剩 余 ， 我 们 可 以 写 出 周期 等 于 二 的 工序 列 . 


的 一 个 周期 | 
ΓΕ 1 -1 111 11 -1 -1 -1 -1 1 一 
可 以 直接 验证 它 也 是 个 伪 随 机 序列 . 


再 看 p19 一 4.6 一 1 的 和 情形 .这 时 
ο. 19), 22-Ξ4(πιοᾶ 1), ϑ3-Ξθ(πιοὰ 19), 
=16(mod 19), B?=6 (mod 19), 6=17 (mod 19), 
7 1i(mod 19), ，82=7(Cnod 19), θ2Ξ:ὔ(πιοᾶ 19) 
因此 1, 4, δ, 6, 7, 9, 11, 16, 17 是 mod19 的 二 次 剩余 ， 而 
2, 8, 8, 10, 13, 18, 14, 15, 18 是 mod 19 的 二 次 非 剩 余 . 我 
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们 得 到 一 个 周期 19 的 工序 列 的 一 个 周期 

+1 +1 -1 --ἶ εἰ {11 11 -1 1... 

--1 --1 --1 i-1 --1 --ἶἰ 1 --1 
它 也 是 个 伪 随 机 序列 . 

还 可 以 证 明 周 期 p=8 和 7 的 工序 列 也 是 m 序 列 ,但 以 其 
他 的 p=2" 一 1(n>>8) 为 周期 的 工序 列 却 都 不 是 m 序 列 . 

还 应 该 指出 形状 是 411 的 率 数 的 个 数 比 形 状 是 2-1 
的 整数 要 多 得 多 .例如 ,周期 小 于 100 的 , 是 伪 随 机 序列 的 工 
序列 的 周期 ,可 以 是 3, 7, 11, 19, 28, 81, 48, 47, B59,67,71, 
79, 88; 而 周期 小 于 100 的 πι 序列 的 周期 具有 3, 7, 15, 81, 
63， 周 期 愈 大 , 两 个 相 邻 的 m 序 列 的 周期 的 距离 愈 来 愈 大 , 如 
周期 在 100 与 1000 之 间 的 宫 序列 的 周期 只 有 127, 255, Bi1， 
相对 比 之 下 , 是 伪 随 机 序列 的 工序 列 的 周期 就 多 得 多 

但 是 另 一 方面 , mw 序列 很 容易 产生 , 即 可 以 用 线性 移 位 寄 
存 器 产生 .无 论 是 用 软件 ( 即 程序 ) 或 硬件 (电子 设备 ) 来 产生 
工 序列 都 比 汉 序列 复杂 ， 根 据 工序 列 的 定义 和 前 面 所 作 的 注 
记 ， 可 以 写 出 产生 工序 列 的 算法 ， 这 个 算法 是 可 以 编 成 程序 
的 . 

产生 工序 列 的 算法 设 了 是 一 个 素数 

(4) 依 序 计算 


ανν 690.0 (ος), 


(2) 令 qo 一 十 1。 依 序 查找 4 一 1，2，…，2 一 是否 在 
第 41) 步 算出 的 《2 一 已 /3 个 数 中 出 现 . 如 果 出 现 ， 就 令 
4 一 十 上 如 果 不 出 现 , 就 令 om= 一 | | 
这 样 就 得 到 周期 等 于 p 的 工序 列 的 一 个 周期 
| Co, ὧι, 13, πο Cp—1, 
ἘΚ} ΕΡΕ (ΠΑΡΙ. 设 p 是 可 以 表 成 形状 4%* 十 27 


: 900 » 


TI8 /6, το) «Ἢ, 686) 4562 6 16 6559 659 159 859 T89 6I9 209 665 285 τ, 


gc0g /6Ι gsr 951 οἱ ΒῚ 08T BT TT 49: 59: τοι 839 949 oar ΟἹ 27Ι EFI 1 
-人 人 人 | 
ggg 10 Εὔα sg 665 Το 28 61 Lop 980} gpp 68 ΤΕ 6 88 648 498 698 ὦ 
το Jer ται 9gf Set ει ει ο LTT 9IT ΤΙ ΟἿΘ 900 401 96 «0 % Οὐ 9 
15 το τε 108 88g τᾶ 695 τοῦ 655 ΖΘ 505 Tie 66] 16} 62T /0Τ 89I ΤΩ͂Τ a 
ι 6 8 1} ΙΙ 430 90 5 09 4 93 8 0 89 4 FF Ὁ ΘΕ 1 


686T τει τα ο 950: 55 


ος g8 5 8 9% τα 0 5 1 απ ἕ Π 8 9 9 $8 ? τ 1 
χρη χ-7φ-αγκλίδθ 0001 5 τὸ 


六 于 其 中 地 是 个 正 整数 . 在 域 Z, 中 任 选 一 个 本 原 元 2, 即 
2» 的 乘法 群 如 的 一 个 生成 元 , 特别 , 可 以 选 和 是 2 的 最 小 本 
原 元 ， 和 定义 一 个 序列 


αρ, αι, ος, “'", 
其 中 | | | 
, -{ 11, 如 果 ὀεεξί(ταοὰρ) ΠΠ 1Ξ0, 1 或 3(mod6)， 
”| να, 其 余 情 形 . 


这 样 我 们 就 得 到 一 个 周期 等 于 2 的 二 元 序列 ， 而 且 可 以 证 明 
这 是 个 伪 随 机 序列 ， 这 个 序列 就 叫做 堆 尔 序列 ; 
” 表 2 形状 4x*+27 的 察 数 和 它 的 最 小 本 原 元 表 


i 2 5 7 τ τι 19 20 
81 43 127 9399 81l 1051 1471 1627 
8 8 383 3 3 7 6 -ᾱ 


2 
5-42 
最 小 本 原 元 


| ΠΗΡΕ, 可 以 写 出 产生 午 尔 序列 的 一 丫 算 

法 , 这 个 算法 是 可 以 编 成 程序 的 . 

产生 才 尔 (Hall) 序列 的 算法 没 p 是 形状 40? 十 27 的 一 
个 素数 . 

Ὁ 在 2, 中选 定 一 个 本 原 元 &. 

(2) 对 于 适合 条 件 1 三 0, 1 或 3(mod6) 的 小 于 - 的 
非 负 整数 与 按 大 小 为 序 计算 (δὴν, | 

(3) 依次 查找 4= 0, 1, 2, …, p 一 1 是 否 在 第 (2) 步 算出 
的 数 里 出 现 ， 如 果 出 现 ， δις αἱ- 十 1; 如 果 不 出 现 ， 就 令 
di 一 一 二 


这 样 就 得 到 周期 等 于 2D= 4z2? 士 27 的 址 尔 序列 的 一 个 周 


期 ; 
| ο, Οι, αλ, "'', ἄ/-ι. 
现在 利用 这 个 算法 来 造 一 个 周期 等 于 31 ΗΕ ΚΗ2Ι. 
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先 选 定 一 个 mod 831 的 原 根 3， 再 对 于 适合 条 件 050, 1 
或 3(mod6) 的 小 于 2 一 工 的 非 负 整数 已 计算 (8’)st。 将 计算 
结果 列 成 下 表 


[01 8 6 913 18 15 18 19 21 24 35 5ῇ 


(8 )si 1 8 97161799 8 24 80 41215 2 6 23 


根据 这 个 表 就 可 以 写 出 周期 等 于 31 的 起 尔 序列 


-1 11-11 +1+1 -1 1 -1 11 --- 
-1-1ἠ11-1-1 -1-1 1 -1 -- 
-1-1-1 1111 -1-1-1 -1 --1 
十 1 


我 们 再 把 »--48, 124 的 替 尔 序列 列 在 表 8 ΒΕ, 
最 后 再 介绍 这 生 宁 数 序列 ， 如 果 wp 和 wp 十 2 都 是 素数 ,我 
们 就 说 〈2,，2 十 3) 是 一 对 享 生 素 数 ， 定 义 一 个 序列 
to, αι, σα, "'", 
其 中 απ} + 如 果 ὁ-Ξ0(τοοὰ ρ-Γ2), 
--1, 其 余 情形 . 
我 们 就 得 到 一 个 周期 等 于 DC2 十 2) 的 序列 ,这 个 序列 也 可 以 


”证明 是 伪 随 机 序列 ， 我 们 把 它 叫 做 本 生 素数 序列 


根据 卒 生 素 数 序 列 的 定义 ， 可 以 写 出 产生 李 生 素数 序列 
的 算法 . 

产生 挛 生 素数 序列 的 算法 ” 设 〈《2, 2 二 23) 是 一 对 李 生 素 
数 . | 
ο) 按 产 生 工 序列 的 算法 求 出 周期 等 于 p 的 上 序列 的 一 
个 周期 和 周期 等 于 2 十 2 的 上 序列 的 一 个 周期 ， 
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΄ 


ας 9 


咎 尔 序列 的 家 


p= 48 
κα Ἐ1 11 ἘΠ 1-1 -1 1-1 -1+1i+1 1 -1 
-1 1 -1-1-11 -1--1 51 -- -1 --1 --1 --1 -1 -1 
-1 --1 111 --1 1 1-1 --1-1 --1 --1 --1 
2=127 
~1+1+1i+1+1 -1 51 1-1 1 +1 -1 -1 --1 +1 
-111-1-111 1-1 -1111511 -51 -1 1 --1 --1 
-1-1--1-11--1 -1-1-1-111--1 1-1 1-1 -- 
-1ἠη1-1-1-1 11-1-1111 -1--1--1 1 -1 
一 了 十 1 --1 --1 51 --1 1 1 --1 --:- -- --- --1 51 --ἲ 
Ἐ1 1 11-11 1-1 -1-1-1 -1-1 1 -1 --1 
-1-1-1-1-Ἴ-1 1 -1111-1-1 -1 1 [1-1 -1 
-1-1-11--1-1 -111:11 1511 -1-1-1 -1 1 
-1 --1 1-1: -1 --1 


(2) (5), ϐ) »» {πρ 


(ση) (15) ες) ΙΙ (5:5) 
(2) 对 于 ὑ-0, 1, 3, »'', φ(ρ!-2)--1, 1 ΒΕ (ὁ, φ 


(»ἠ-3))--1, 就 令 
ὁ 
αι) (555) 
如 果 ὁΞΞ0(πιοᾶ φ--2), 就 令 
m=+1; 
如 果 -- ΠΠ ὑΞε0(αιοάφ--2), 39 


αι-- --ἶ. 


这 样 就 得 到 周期 等 于 p(wp 十 2) 的 窑 生 素数 序列 的 一 个 周期 


ο, ὧι, ο, """, Coxp+2)—1, 
现在 我 们 利用 这 个 算法 来 求 周 期 等 于 二 =3x5 的 挛 生 
素数 序列 。 先 求 出 
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αλ... 
这 样 我们 就 得 到 周期 等 于 16 的 挛 生 素数 序列 的 一 个 周期 ， 
-.1 十 1 十 1 -1 1-1 十 L 一 一 二 十 --1 
十 --1 一 一 二 -1 
同样 可 以 求 出 周期 等 于 35 一 5.7 Ὁ 
周 其 | 
μα 151 41411 -1 1 1 1 [1 
-1 11-11-5111 1-1 1-1 -1 
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ΞΕ 1-1 -1-: -1 --ᾱἶ 1-1 51 

--1 --1 --1 1 -1 

至 于 怎样 用 硬件 产生 工序 列 ， 霍 尔 序列 以 及 李 生 素数 序 
列 的 问题 将 在 下 两 节 中 介绍 。 κ | 


8 线性 移 位 寄 和 存货 的 综合 


在 这 一 节 里 , 仍 设 fo 是 g 个 元 素 的 有 限 域 , 而 9 是 一 个 
素数 的 宪 ， 一 般 我 们 并 不 假定 Y=2. 
设 帮 是 一 个 正 整数 , 而 
{ο αι, 03, 3". ἄν-ι (αις Ἐς, Ο-ὸ--Ν--1) (1) 
是 下 es 上 的 一 个 有 限 序 列 , 它 的 项 数 育 叫做 这 个 序列 的 长 ， 我 
{ΙΣΟ ΜΗ ΤΕΝ «πι. δε 
(ία) 一 十 0 十 Ca22 十 十 CI (2) 
是 下 ,上 的 一 个 多 项 式 , Πα. 我 们 把 以 f(%w) 为 联 授 多 项 
式 的 ?级 线性 移 位 寄存 器 : 


简 记 作 《f(w), 1». ΕΞ, 我 们 并 不 假定 6 了 0， 即 《f(%), Ὁ 
可 以 是 退化 的 ， 我 们 说 《了 (%w), 1; 从 初始 状态 (ᾳο, αι, »'', 
αι) 出 发 产生 (1), 简称 ζΓω), ὦ; 产生 (1), 如果 
= ~ (C10@k-1+ CaQp-2 +  ἰ-σισιι), 

ο ο... ο 3) 


806。 


所 谓 线性 移 位 寄存 器 的 综合 问题 就 是 ， 给 定 一 个 长 为 立 的 9 
元 序列 (1), 去 求 出 产生 它 的 线性 移 位 寄存 器 . 显然, 当 lt 二 > 入 
时 , 任 一 1 级 线性 移 位 寄存 器 都 可 以 产生 (1)， 因 此 如 果 对 产 
生 (1) 的 线性 移 位 寄存 器 的 级 数 不 加 限制 , 那么 线性 移 位 寄存 
从 的 综合 问题 很 容易 求解 ,而且 有 无 穷 多 组 解 。 所 以 线性 移 
位 寄存 器 的 综合 问题 应 该 这 样 提出 ， 
“ 任 给 一 个 长 为 入 的 9g 元 序列 (Ὁ, 如 何 去 求 出 产生 (Ὁ 
的 一 个 级 数 最 小 的 线性 移 位 寄存 器 ， 即 最 短 的 线性 移 位 寄存 
语 ? 更 进一步 , 产生 (1) 的 最 短线 性 移 位 寄存 器 是 否 唯 一 ? 什 
么 时 候 唯 一 ? 如 果 不 唯一 , 怎样 把 它们 都 求 出 来 ?” 
在 讨论 这 个 综合 问题 之 前 ， 我 们 先 给 出 线性 移 位 寄存 吕 
ο), 1» 产生 长 为 人 入 的 g 元 序列 (1) 的 一 个 必要 充分 条 件 . 
引 理工 设 有 一 个 长 为 N 的 4 元 序列 (DD), 而 f(%) 如 (2)， 
令 
σ(ᾳ) 一 0o 十 C4X 十 0aC3 十 … 十 CO 一 
3Ε ΔΕ Γ(ω)α(α) 中 次 项 的 系数 记 作 [Γ(α)αία)]ν, 386 Δ 
《f(z), 1» 产生 (1), 当 且 仅 当 | 
[Ρ(αλαία)]ι--0, ε--], 1-1, -.:, Ν--1 
证 .我 们 有 
ΓΡ(α)α(α) Ίαν Te A 
;--], [1-1, ».', Ni 
因此 本 引 理 成 立 . 
我 们 约定 ， 所 谓 的 0 级 线性 移 位 寄存 器 是 以 f(w) 二 1 为 
联接 多 项 式 的 线性 移 位 寄存 融 ; 并 约定 , 长 为 的 零 序列 
0, 0, »., ο | 
Ν 0 | 
由 0 级 线性 移 位 寄存 器 产生 ， 而 且 0 级 线性 移 位 寡 存 器 只 能 
产生 零 序 列 、 这 个 约 乍 是 合理 的 , 因为 
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[1«(0-1-0-4α--0:α31-...1-0-αΝ-1γ]ν--0, 
ἐ--0, 1, 9, -.., Ν--1. 

这 是 和 引 理 1 相符 的 . 

下 面 我 们 要 介绍 解 前 述 线性 移 位 寄存 器 综合 问题 的 一 个 
迭代 算法 这 个 算法 是 梅 西 (J. L. Massey) 建议 的 ” 他 并 
指出 这 个 算法 实质 上 就 是 Β. Β. Berlekamp 建议 的 , 译 BOH 
码 时 , 从 校 验 子 求 找 错位 多 项 式 的 算法 **， 但 梅 西 (Massey) 
的 算法 化 简 了 Berlekamp 原来 的 算法 .这 个 算法 是 用 数学 
归纳 法 去 求 一 系列 的 线性 移 位 寄存 器 

(}ε(α), ἷ, τ--1, 2, ..', Ν 
(自然 要 求 Θὑγι(α) ἷν), πε (για), ἵω 都 是 产生 (1) 
的 前 %% 项 的 一 个 最 短 的 线性 移 位 寄存 器 . 根据 引 理 1, 这 就 
是 说 ， 对 每 一 个 %w=1,2，…， 访 ， 求 一 个 多 项 式 f,(w) 和 一 
个 365) 的 整数 和 ,使 
[[ι(α)α(αω)]χ--0, FE=b, ttl, ..., nC—1, (4) 

并 且 玉 是 最 小 的 非 负 整数 使 得 有 次 数 --ἱ. 的 多 项 式 f,(%) 满 
足 条 件 (各 

解 线性 移 位 寄存 器 综合 问题 的 一 个 迭代 算法 ” 任 给 一 个 
长 为 下 的 9 元 序列 (了 .对 % 用 数学 归纳 法 来 定义 一 系列 的 

(Για), ἵ, n=1, 2, .'', Ν᾽ 
(1) 设 m 是 个 非 负 整数 使 


| ἄρ--αι--ᾱα---''--ᾱ,, 1--0, Gn*0, 
那么 约定 ΙΙ do= ἁιζ-άος- --«Ξ- πο-13Ξ0, di -- Cn, 
并 令 fi1(2) =f3(2) = = fT) =1, 


由 一 六 二 一 人 一， 


# 由 Massey, J. Τ.., Shift-Regiater Synthesis and BCH Decoding, ΤΕΕΕ 
Trans. on Inaformation Theory。15(1969)，122 一 127。 
ΠΤΙ, ος 
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同时 可 以 取 任 意 一 个 mt+1 级 线性 移 位 寄存 器 作为 
(κει), lm+22， 但 为 了 确定 起 见 , 6 
futilT) =1—d ot b+ = 1, 
(2) 设 (Τι), 了 D, 5=1,2,…, n(no<n< 达 六 ) 已 求 得 ， 


而 
ἑντ στ ti ls. 
3 Τα) -- 1-Γ ομμο-- Cand 二 十 Cn wv”, 
: 计算 Qn = Gn CniQn_1+ Οηφσῃ..α---”-' -|- σηιμῶη..[. 


2.1) 一 0、， 这 时 令 Ἢ 
Τα (ας) --Γι(α)» Uri= bh 

2.2) 6ο ΑΗ πι(Ί «πι π) 使 
ln< lnti—= Unt+2 = μα 一 各， 

那么 令 Γεειίῳ) 一 万 (o) --ἀιάπα"-"'Ρι(α), 

b+1 =Imax{l, π]-1--ἷη}. | 

最 后 我 们 得 到 产生 (2) 的 一 个 最 短线 性 移 位 寄存 器 

(}π(α), ἶν». 

今后 我 们 把 这 个 算法 简称 为 综合 算法 、 

下 面 我 们 要 证 明 , 按 综合 算法 求 出 的 《fx(w), ἐν) 确实 是 
产生 (1) 的 最 短线 性 移 位 寄存 器 ， 但 我 们 先 举 几 个 例子 来 帮 
助 读者 熟悉 这 个 算法 . 

例 1 求 产 生 周 期 等 于 11 的 二 次 剩余 序列 的 一 个 周期 
的 最 短线 性 移 位 寄存 器 . 

周期 等 于 11 的 二 次 剩余 序列 的 一 个 周期 是 

+1 +1 -ἶ αι +1 1-1 -1 -- 51 -1 
(参看 上 一 节 中 二 次 剩余 序列 部 分 )， 将 它 变 成 0, 工序 列 : 

O0100011i1i1i01, 
ην κ ζο--0, αι, g3=1, ga=0, %=0, gs=0, 
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ᾱο--Ἱ, ar=1, σᾳ”--1, αρ--0, αιο-1. 
按 综 合算 法 去 求 产生 它 的 最 短线 性 移 位 寄存 器 . 
第 工 步 ἄο = σοζ- 0, 那么 
Πα) = 工 b=0 
第 2 步 ἄι--αιΏ- 0, Ὦρα 
ja 2) -Ῥι(ῳ) --1, b=h=0. 
第 8 步 do 一 Ga 一 工 那么 
ake) --1Η-α5, ls=3. 
第 4 步 计算 Qs 一 Qs 十 go 一 0， 那么 
fal%) -- Ρε(ῳ) --1- Γαλ, l=ls=3. 
第 5 步 计算 4 二 4 十 1 一 0, 那么 
fs(%) = fsa(w) = 1--αὗ, Ἶς--]ι--8 
第 6 步 计算 一 45 十 Ga 一 十， 那么 
Γο(α) =fs(2) “γα -3ο(α) --1, 
=maxt{ls, B+1—1s} =3. 
第 7 步 计算 we 一 ce 一 1 那么 
| 7τ(ῳ) --Γο(α) γα) 2f2 (8) =1+ ws, 
(=maxt{le, 61-1--]ᾳ} --4. 
第 8 步 计算 dr 一 0 十 4 二 1， 那么 
;ε(ῳ) --}τ(ω) -αῖ- δε (ϱ) =1+ 十 和， 
ls=maxt{lr, 7+1—1l}=4 
第 9 步 计算 Qs 一 Qs 十 47 十 4 二 0， 那 入 
fo lr) = fs (7%) =]+w+w, lo=ls=4 
第 10 步 Ἠ 8 ἆν--αρΓαε--αι--1, 那么 
fi10= fo (2) 十 2 -Οῇε(α) 一 工 十 Z 十 2 十 24， 
[ιο = πιαΧ{[ο, 9 十 1 一 lb}=6 
第 11 28 计算 oo 一 Qi0 十 ae 十 7 十 C6 一 二 那么 
fui=fi0(%) 十 和 oz) = 1. γα” Γωῦ--αἳ--αδ, 
»Ό]θο 


ti~=maxt{lo, 104-1-- {ο} --6, | 
ΒΗ Ια, «1 --αἳ-Γγαἳ -α"-γαδ, 6) 就 是 产生 周期 等 子 11 的 
一 次 剩余 序列 的 一 个 局 期 的 最 短线 性 移 位 寄存 器 ， 
可 以 把 上 面 的 计算 过 程 列 成 一 个 表 
Ξε 1 


ας 
ο 
ὃν 
1 
μα 
之 
κ 
κί 
8 


| ------------.-ιµμ- ἐν. ---ἕᾱ---------.-.--..-ᾱἳ.....-----,,,, ὲ.ν-...-------ὶ-------------------Ἂ--------------λ | 


1--αὔ 
1-25 
1-25 
1 
11-44 
工 十 Z 十 好 
1 十 Y 十 培 
1 十 2 十 娄 十 好 
1--α2--ᾳ--ζχ-ι- ας 


το οο α ο οι Ην 65 υ ΓΕ: 


μι 
< 


0 
0 
1 
ο. 
0 
1 
1 
1 
0 
1 
1 


σι ο ν ἠς . ὁ ὁ5 Ὁ ὦ ος Ὁ 


μι 
μι 


例 2 求 产 生 周 期 10 的 二 元 m 抒 列 的 一 个 周期 
0001Τ00110101111 

的 最 短线 性 移 位 寄存 器 . 

将 按 综合 算法 的 计算 过 程 列 成 表 2. 

于 是 «1 -αἲ- γα, 4) 是 产生 周期 等 于 15 的 二 元 πι 序列 
的 一 个 周期 的 最 短线 性 移 位 寄存 器 . / 

为 了 证 明 按 综合 算法 求 出 的 《fw(%)，, ἐν) 确 是 产生 (1) 的 
最 短线 性 移 位 寡 存 器 , 我们 先 来 证 月 下面 这 两 条 引 更 ， 

引 理 2 设 有 一 个 长 为 n 十 1 的 9 元 序列 

αρ, αι, Ca, “'', ᾱν, (6) 


并 假定 有 一 个 《Fo), τν 能 产生 ( 国 的 前 ”项 ， 而 不 能 产生 


οδ1]1. 


ώρα ἂν Ποία) Ἶ 
1 0 1 0 
2 0 1 0 
8 0 1 0 
4 1 1-4 4 
5 0 1-25 4 

ο 4 0 i 十 他 4 
7 1 11-25-26 4 
8 0 1--αὃ--α 4 
9 0 1 -ι-αἲ --αἲ 4 
10 0 1 --- 3 4 
11 0 1 -ἵ- τὸ --αἳ 4 
12 0 IT 土 妇 十 二 4 
18 0 1 -- σὺ 1-2 4 
14 0 1 十 23 十 说 4 
15 0 μα 4 


(5), 那么 任何 一 个 能 产生 (5) ΗΛΕΙΑ ἱ Ὁ 
适合 条 件 
ζ' 2»η-1-1--}, 
证 . “ραπ, Π-- {ΗΛ Πρ ΠΒ 7 4: 
(6), 所 以 这 时 本 引 理 的 前 提 不 成 立 。 κ 
当 了 一 % 时 ， 本 引 理 的 结论 是 要 求 了 >>1， 如 果 一 0，(D) 
就 必须 是 零 序列 ， 这 时 《f(z),，D 从 全 0 状态 出 发 就 能 产生 
(δ), 因此 这 时 本 引 理 的 前 提 也 不 成 立 . 如 果 1>>0 那么 VY>1 
Ελ παν. 
从 下 设 ἐ--π, 并 假定 《fi(w), 5? 能 产生 人), 设 
(ία) --1--οια-- οχο3-}- ...--- δ, 
Ῥι(ω) --1--οἰο-ἠ-θρωΐ-- - 十 Cwm， 
那么 
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4 ος. 


=— στις πῃ ᾱ--], 了 十 工 ， 。 ην --- 1, 


ϊ 

-om Ἔα, {ῃ ζ--π, (6) 
4 | 

一 他 Ht = ἄν, 如 =V, ΨΗ-1, -.., ην--1. η (7) 


如 果 本 引 理 不 成 立 ,那么 1<n 1 这 时 fo， ai ---, 
Cn _1} 就 是 (Ων, Crt+iy ο, Ομ, Gn} 的 子 集 . 于 是 利用 (7) ΙΝ, 
有 ΜΙ 


一 Σ μα. Σ 142) σα, 


一 Σ ο) 2 Cn | 
从 『 答 9 一 ! 推出 ἐξ-π-}, ΓΗ, ἶα;.ν, ὄκ νι, Cn 1} 是 
{a,, οι αρ "'*y αν} 的 子 集 . 那么 利用 《6) 式 可 以 将 上 式 右 侧 
写成 
. ¥ 
2 οἱ ΦῚ Cn 一 人 一 | 一 一 2 ο, Ch |, 
t=1 f=1 


11 
再 根据 (7) 式 ， 
-Σ μα = Un, 
因此 有 -Σ CC 一 ἂν. 
κ λε, 《f(z), 少 产 生 () ,这 和 本 引 理 的 假设 相 了 矛盾 ， 因 
此 和 % 一 ! 这 一 假定 不 能 成 立 ， 所 以 一 定 有 Vn 十 1 一 L 
引 理 3 设 (1) 是 一 个 长 为 不 的 9 元 序列 .用 奴 表 示 产 
生 ( 志 的 前 ?项 的 最 短线 性 移 位 寄存 器 的 级 数 (η--1, 2，…， 
Ν), 那么 名 是 双 的 一 个 单调 不 减 函 数 ( 即 如 果 msm， 则 
bmn), ΠΠ ως, 更 进一步 ， 如 果 某 个 太 级 的 线性 移 位 寄存 
器 产生 (1) 的 前 % 项 ,而 不 能 产生 (1) 的 前 % 十 1 项 , 那么 
hh+i>max{th, n+1i—l,}. (8) 
证 . 丸 是 % 的 单调 不 减 函 数 及 << 入 都 是 很 显然 的 . 现 κ 
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在 去 证 明 本 引 理 中 后 面 的 一 个 断言 。 "εἶ. 的 单调 不 减 性 , 有 
ιν. | 
ΠΠΕ 381” ἰι «δ μὴ 58 ΠΕΡ ΛΑ ΗΛ ΒΕ (1) 的 前 项, 而 不 能 
产生 (1) 的 前 %w 十 1 项 ,那么 根据 引 理 2 有 
eh --ἷ, 

出 上 耐 这 两 个 不 等 式 就 可 以 推出 (8)。， 

现在 我 们 来 证 明 
ο ἘΠῚ 任 给 一 个 长 为 六 的 9 ] (1), 那么 按 综 台 算 
法 求 出 的 每 一 个 《<f,(2), > (η--1, 2,…, Ν) 确 是 产生 (1) 
的 前 % 项 的 一 个 最 短线 性 移 位 寄存 器 更 进一步 ， 对 
" 2, «'.', 六 一 2 ππὲ( }είῳ), ἴω) 产生 (41) 的 前 % 十 1 项 , 那 

么 bhi 一 bm; 如 果 《fn(2), lm? 不 能 产生 (了 的 前 ww 十 1 项 ,那么 

ο πο 多 十 工 一 四 

证 ,我 们 对 n 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 

设 πο 是 最 小 非 负 整数 使 

Co 一 0 一 63 一 一 0 1Ξ0, Cn 关口， 
根据 综合 算法 ， 
(0) --}ε(ῳ) ---'-- Ῥω(ω) -- 1, 
[ι--ἷο---''--ἷμ--0. 

按照 我 们 的 约定 , 0 级 线性 移 位 寄存 器 产生 (1) 的 前 %<<m 
项 ， 而 且 当 然 是 产生 (1) 的 前 mn<no 项 的 最 短线 性 移 位 寄存 
器 。 因此 本 定理 的 第 一 个 断言 对 于 ”% 和 ro 成 立 ， 而 第 二 个 断 
言 对 于 % 志 mo 一 1 成 立 . 

仍 根据 综合 算法 ， ! 
| Το () -1-- κα, απ πο 1. 
ΓΑ, πο -1 级 线性 移 位 寄存 器 (Τι), bw+1> 产生 (1) 的 
前 no 十 1 项 ， 而 且 级 数 之 no 十 1 的 任 一 线性 移 位 寄存 器 都 不 
能 产生 (4) 的 前 mw 十 项， 所 以 本 定理 的 第 一 个 断言 对 于 
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nn 一 %o 十 工 成 立 ， 这 时 也 =0, 因此 
max{l,,, Πῃ-|-1--ζῃ} --τηαπ{0, not+1} =not 1 -- l,i, 
所 以 本 定理 的 第 二 个 断言 对 于 mw 一 mo 成 立 . 
现在 设 mno<n%<< 仿 ， 并 假定 本 定理 对 于 1, 2，… 风 都 成 
立 , 我 们 去 证 有 明 它 对 于 rw 十 4 也 成 立 ， 首 先 , 根据 引 理 3, 或 下 
接 从 
bi 或 max{l, ἐ-- 1 --ἷ, ὑ--1, 2,，…, %—1 
导出 περ «αμ | 
根据 综合 算法 ， 
dn = On CniGn_1+ σῃρᾶῃ.-ᾱ--"'' {-Οηι,ῃ--,, 
如 果 加 =0, 那么 根据 综合 算法 ， 
κι (0) Το), bnri=h. | 
根据 归纳 法 假设 , 《f(z2), > 是 产生 (1) 的 前 nn 项 的 一 个 最 
短线 性 移 位 寄存 器 .又 因为 d=0， 所 以 《jp 也 能 产 
ΒΕ: (1) {8 Ἡΐ 1-1 ΧΙ, [Μι (Ῥειι(ῶ), ἔμεα) 一 《fn(2), ἷω) 是 产 
“(29 πα 项 的 一 个 最 短线 性 移 位 寄存 器 .这 时 有 
+1 =. | | 
| 如 果 ἀν «0, ΒΔΕ πια σπιν) 使 
ο ο ο» 

ΒΗ ἵω ««ἴωει, 根据 归纳 法 假设 一 定 有 dn 六 0， 仍 根据 综合 算法 ， 
Γι (0) --Γο(α) 一 Oo αἳ πι), 
hi 一 8X {各 十 1 一 杨 }》， 

我 们 有 | 
O°f ai(c) Cmax{0°f, 2), n—mt+ δ (0) } 
<max{l,, τ-- m+ ἔχι}, 
”根据 归纳 法 假设 
PH 一 IaX{t πὺ--1--ζμι}. 


但 是 ἴον « ἐπ ἷη, 所 以 
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= 
因此 / | 
θύγαει(ῳ) Smax{l, τἠ-]-- Ια} τν, 
这 证 明了 《Ai(z) ἐκ) ἘΠ ἔπ ΕΡΕ 18. πι 
«}ε(α), ἵ 产生 (1 的 前 % 项 ， 而 《fm(z)， 1m> 产生 (了 DD) 的 前 κ 
m 项 , 我们 有 


cx 十 Σ Cn+1iGk_t = Cx 二 + CC 


— ddn (ον------ Σ Σ Cntr—nt+m—t 
-| ο, {πό--μγι, ἐπειπ-1, % 一 二 ， 
六 一 da 一 0， ἠπέ--τ. 
这 证 明了 《六 :ze) ἴὸ 产生 (1) ΜΝ π-1 4. 8 ἀ,κ0, 
κ), ἴα) 不 能 产生 (了 的 前 % 十 1 项 ， 所 以 根据 引 理 3， 产 
生 ( 了 DD 的 前 % 十 1 项 的 线性 移 位 寄存 器 的 级 数 的 极 小 值 一 定 κ 
之 max {ἶμ, τυ!-1--ἷῃ} «δ ἔηγι--ν1αχ {，% 十 1 一 ， 所 以 
《fnti(z) ,+1> 是 产生 (了 的 前 η-Γ1 项 的 一 个 最 短线 性 移 位 
寄 仔 器 . 
”这 证 明了 定理 对 % 十 1 也 成 立 . 

根据 数学 归纳 法 可 知 定理 1 成 立 . 

特别 , 根据 定理 1 可 知 ,综合 算法 提供 了 求 产生 任 一 给 定 
的 9 元 周期 序列 (当然 也 包括 二 元 伪 随 机 序列 ) 的 一 个 周期 的 
一 个 最 短线 性 移 位 寄存 器 的 一 个 算法 。 下面 我 们 还 要 指出 ， 
综合 算法 还 提供 了 求 产 生 任 一 给 定 的 9 元 周期 序列 (而 不 只 
是 它 的 一 个 周期 ) 的 一 个 最 短线 性 移 位 寄存 器 的 一 个 算法 . 

我 们 先 来 讨论 产生 (Ὁ 的 最 短线 性 移 位 寄存 器 的 唯一 性 

问题 。 先 证 明 一 条 引 理 . 

84 任 给 一 个 长 为 人 的 9 元 序列 (1)。， 对 n=1， 

,人 ,用 刀 表 示 产 生 ( 了 DD) 的 前 % 项 的 最 短线 性 移 位 寄存 融 


φ]θο 


的 级 数 . 如 果 加 >7， 那 么 22<n 市 且 任 一 产生 ( 切 的 前 ”项 
的 加 级 线性 移 位 寄存 器 都 不 能 产生 (1) 的 前 %w 十 1 项 ， 反 过 
来 ， 如 果 οἶνκη 而 且 某 个 产生 (1) 的 前 % 项 的 级 线性 移 位 
寄存 器 不 能 产生 (41) 的 前 mn- 十 1 项 , 那么 pi. 
证 ， 先 设 4t1>>b， 那 么 显然 任 一 产生 (1) 的 前 nn 项 的 如 
级 线性 移 位 寄存 器 都 不 能 产生 (了 的 前 w+ 工 项 。 特别 ， 按 综 
合算 法 求 得 的 《Fo)，1> 不 能 产生 (D) 的 前 mp 二 1 项 ， 于 是 - 
根据 定理 1 就 有 
bt= max{l,, nt1—t}. 
考虑 到 νι Σω, 所 以 一 定 有 % 十 41 一刀 >>。 因 此 26 所 mn. 
反 过 来 , 设 2 和 mw% 并 设 某 个 产生 (了 DD) 的 前 % 项 的 级 线 
性 移 位 寄存 器 不 能 产生 (DD) 的 前 w% 十 1 项， 那么 根据 引 理 3 就 
有 
bri>max{b,, n+1—l}. 
从 2ης 18} π- 1 --ἰδί, ΠΗ, 
[αι 22τηαχ{ζ., 多 十 工 一 下 -π.--1--ἶ, 
定理 2 任 给 一 个 长 为 蚤 的 gg 元 序列 (I)， 并 假定 产生 
(1) 的 最 短线 性 移 位 寄存 器 的 级 数 是 ἵν, 那么 产生 ο. 
μμ 的 , 当 且 仅 当 οἶνς Δ᾽ 
| 证 ， 先 假定 ον ΣΝ, 设 《fx(%), ἶχ» 是 按 综合 算法 造 册 
的 产生 (1) 的 最 短线 性 移 位 寄存 器 ， 写 
广 ) 一 1 十 oz 十 ca0 t+ Cm", 
那么 | 
Gg = -六 oo 8 一 入， 入 十 三， Ν--} 
任 选 σνς Έα | 
αν ΞΕ -Σ ΟΝ 4; 
那么 《fw(z), lx) 不 能 产生 长 为 N+1 的 9 元 序列 
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6ο, σι, α, ο. ὤν- 1, ἄν. (9) 
于 是 根据 综合 算法 造 出 的 产生 (9) 的 《 Cfx+1(®), ἶχει) 就 不 大 
(νο), tw》。 但 2lw>>W, 根据 引 理 4, ΒΕΠ Η ἰκα-ίν, 因 
8, (}κει(α), ly+1> 也 是 产生 (0) 的 一 个 vi 一 py 级 线性 移 位 
寄存 器 ， 于 是 产生 (了 的 最 短线 性 移 位 寄存 器 不 唯一 ， κ 
再 假定 2 和 六。 我 们 要 证 明 ， 这 时 产生 (1) 的 最 短线 性 
移 位 寄存 器 是 唯一 的 . 设 《f(2), ἐν) ι (γι(α), Iw>》 都 是 产 
生 (]) 的 最 短线 性 移 位 寄存 器 ， 我 们 要 证 明了 (2) --Λι(ο). 写 
Ῥω) --1--οια-ἠ-οχο᾽Ἴ-»''-|-οικω”, 
Ῥία) --1-1-οἱα--οροῖ}-».. }- οἱ αἱ”, 
那么 αγ --(οιᾶκ-ι Ἔ C201 9+ ο  Γθμαν- 1ς) 
----(αν ι Γῶαι ο--'' Γαμαν 1), 
k=ly, ἵνα, --', Δ--1 
归纳 地 定义 0 一 一 (Ciaxz-1 十 CaGj -3 十 … + Cp) 
ε--.Ν, ΝἼΕ, «..., 
那么 《fC(w), ly> 也 产生 无 限 9 元 序列 
Go, Qi, Ve,“ (10) 
而 且 对 任意 整数 n 宇 入, (ία), jx> 也 是 产生 (10) 的 前 mw 项 的 
一 个 最 短线 性 移 位 寄存 器 . 因此, 如果 用 到 表示 产生 (10) 的 
前 % 项 的 最 短线 性 移 位 寄存 器 的 级 数 ,那么 
| ασ πλ db 
βὲ 112425: 15Η (γιία), ly》 也 产生 (10)， 用 反 证 法 去 证 
明 这 一 点 ， 假 定 《fi(w), Ix》 不 能 产生 (10), 设 Ν' 是 最 小 下 
整数 使 《fi(w), ἐν) 能 产生 (10) 的 前 广 ' 项 , 而 不 能 产生 (10) 
的 前 Δ 1-13; 那么 显然 有 人 ' 关 人 。 于 是 从 27wsA 推出 
21 -οἶνκΝ« Ν' ΠΕᾺ 2χ,«Ν', ΤΠ (γιίω), ἐν; 是 能 产生 
(10) 的 前 Ν' 项 , 却 不 能 产生 (10) 的 前 六 "+ 工 项 的 和 or 一 入 级 
线性 移 位 害 存 器 ， 所 以 根据 引 理 全 就 一 定 有 ἰμ»ειἶν, ΚΗ 


ο 318 


(119) 1Η. ΙΗ, (Πα), ἐν) 一定 也 产生 (10). 
我 们 再 去 证 明 Γίω)-- ία), 仍然 用 反 证 法 .假定 }(α) 
"}ιίω), ΒΒ ΔΠ|1Σ τι 1. Εν ΛΕΝΕ ο, όν 即 κ 
19-61, 60-63, οτε, Cm_1=Cm_1 而 Cm δι (12) 
自然 有 κ πιςῖν. βὴ Ἢ (Γίω), ἵν 和 《fi(w), ἐν» 都 产生 
(10), 所 以 
αχ 一 (οιᾶν ι ουσ, αν. + OQpr ιν)» 
dx 二 一 (αι ι--ὅαν. 3 十 ‘OO ly ? 
站 一 人 十 工 。… 
将 以 上 二 式 相 减 , 注 意 到 (12), 得 
(Cm — Cm) ση νι ΠΕ (Cm+1— Cmt1) ὄχι ο. 
十 (οι --Ὅι,)ακ 1-0. k=ly, ἵν 1, ον, . (13) 
9 MN= (ομτ-ὅ) (όπε--θμῃ), T=1, 2, στη, by—m, 
那么 可 将 (13) 式 改写 成 
Gp-m = -- (MOp_m-it MQr_m_at | 
αλ, πᾶν 1, -Ό, ἕ--ἶν, ἴν-ἠ-1, -.., (14) 
改动 (14) 式 是 码 , 可 将 (14) 式 改写 成 
Wk (λισι 1ἰ- λοᾶµ.-.α----»'Ἴ- Nm lstm) 
b=ly—m, ly—mt+l... | (16) 
3 σ(ᾳ) 5-1 -λιὸ -Γλον”-Ε ο. Ελ ον | ! 
那么 (15) 式 是 说 (σία), ἶπ--πο) 也 产生 10), 11, (σία), 
ly 一 m>》 产生 (10) 的 前 六 项 ， 即 产生 (1D。 ΕΒ (Ρία), ἶνν 是 产 
生 (1) 的 一 个 最 短线 性 移 位 寄存 器 ,而 iy 一 %<tiw， 这 是 一 个 
ῬΒ. [8 }(α)-εγιία) 这 一 假设 不 成 立 ， 所 以 一 定 有 
fv) 一 fi(w)， 这 证 明了 , 在 2lw<< 信 的 前 提 下 , 产生 (1) 的 最 
短线 性 移 位 寄存 器 是 唯一 的 ， 
这 样 定理 2 就 完全 证 明了 . 
定理 4 有 下 面 这 些 有 用 的 系 理 . 
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系 理工 任 给 一 个 长 为 不 的 9 元 序列 (起 ， 并 设 产生 人 
的 最 短线 性 移 位 寄存 只 的 级 数 是 tw 假定 2lw 志 入， 那么 按 
综合 算法 算出 的 (ειν), ban? 陨 是 产生 (也 的 唯一 的 那个 最 
短线 性 移 位 寄存 器 . 
证 .因为 24w< 入 ,所 以 根据 定理 2, 产生 (1) 的 最 短线 性 
移 位 寄存 器 是 唯一 的 .那么 按 综合 算法 算出 的 《fw(2),1n》 
就 是 产生 (1) 的 唯一 的 那个 最 短线 性 移 位 寄存 器 . 《fn(x) ov) 
自然 也 产生 (了 的 前 2 项 从 24w<NW 推 出 Io,<Iw, 于 是 
2lyw<2lx， 那 么 仍 根 据 定理 2， 产生 (DD 的 前 2ἰν 项 的 最 短线 
性 移 位 寄存 器 是 唯一 的 ， 特 别 , 按 综合 算法 算出 的 《fz (2)， 
ls> 就 是 产生 (1) 的 前 2ἷν 项 的 最 短线 性 移 位 寄存 器 . 
“一 我 们 去 证 明 《fz (ο), law> 能 产生 (也 用 反 证 法 去 证 明 
这 一 点 、 设 «Την (0), law> 不 能 产生 (1)， 那 么 就 有 一 个 正 整 ~ 
ἂν Ν' [4 (γαι(α), ἴοι; 能 产生 (由 的 前 六 项， 但 不 能 产生 
(Ὁ {8 8[ Ν' 4-13], ΠΠ 2ἶν κ ΝΙ«Ν, 根据 引 理 2， 
χμ Ν΄ Ἔ1--ἐν, | 
但 是 显然 有 ἵνα, 又 因 Ν':»2ΐν 和 Wo,<Iy, 所 以 
νι οἶν- 1 --ἰντδίν. 
可 是 和 WN 十 1<N, μμ. ΕΠῸΗ ἰκ 的 单调 不 减 ΕΤΗ. τὰ ἹΕ 
ΒΗ Γ «Τα (0), ἴοι» } 8 (1). 
既然 《fa (2) ἴοιν) 产生 (1 ;Law 全 ty， 而 《fx(%), Lx? 是 
产生 (1) 的 最 短线 性 移 位 寄存 器 , 所 以 一 定 有 
6 far (), Lag> = «Γν(ο), ly. 
这 证 明了 系 理 1. 
系 理 必 设 
ἄρ» ἄι, 2, “' (16) 
是 一 个 g 元 周期 序列 ， 并 假定 它 的 周期 等 于 Δ, 那么 按 绿 合 
算法 算出 的 《fzw(w), tow? 就 是 产生 它 的 唯一 的 那个 最 短线 性 
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移 位 寄存 融 ， 而 Γον(ϱ) 就 是 它 的 极 小 多 项 式 。 更 进一步 ,如 
果 Pfar() 一 n 那么 按 综合 算法 算出 的 fon(2) 就 是 它 的 极 
小 多 项 式 , 而 
Γαία) = fon+1(T) -- font2 (%w) -κν' Ταν (2) σσ, (17) 
πε, Φα) -1-α”, Πλ (γί), Ν) 是 产生 (16) 的 一 
个 线性 移 位 寄存 器 ， ἘΠ, «Τία), 入 > 产生 (16) 的 前 2 项. 
因此 产生 (16) 的 前 2 六 项 的 最 短线 性 移 位 寄存 器 的 级 数 
bx<N. 那么 根据 定理 2 可知 ,产生 (16) 的 前 2W 项 的 最 短线 
性 移 位 寄存 器 是 唯一 的 。 于 是 按 综 合算 法 算出 的 《far(w)， 
law) 束 是 产生 (16) 的 前 2Ν 项 的 唯一 的 那个 最 短线 性 移 位 寄 
存 器 ， 因 为 (16) 是 周期 等 于 的 周期 序列 , 而 Ίων Ν, 所 以 _ 
Cjfav(o) ，paw> 不 仅 产生 (16) 的 前 2X 项 ， 而 且 可 以 产生 整个 
序列 (16)， 由 此 推出 产生 (16) 的 最 短线 性 移 位 寄存 器 的 级 数 
一 定 全 lsw, 因而 人 入 ， 但 产生 (16) 的 任 一 最 短线 性 移 位 寄 
存 避 也 一 定 能 产生 (16) 的 前 ΖΝ 项 ， 那 么 根据 唯一 性 可 知 它 
ΕΝ ΞΞ (Γαν(α), αν». 这 证 明了 《fzx(%)， Ἤν) 是 产生 (416) 
的 唯一 的 那个 最 短线 性 移 位 寄存 器 . 
我 们 再 证 明 fsx(w) 就 是 (16) 的 极 小 多 项 式 ， 写 
Ταν () 一 工 十 Ca 十 6a02 十 … 十 COORw 
如 果 60, Γοχ(ῳ) 就 是 (16) 的 极 小 多 项 式 ， ΗΡΑΣ 
ΕΠΗ ov 关 0， 假 定 罗 是 最 大 的 正 整数 使 
ο ρε μμ κα τα αλ 
那么 πυςίαν, ΠΠ 
Ταν (0) 一 上 十 040 十 0302 十 十 CO | 
于 是 《fzx (2), πι) Αμα lan —m 项 略 去 后 所 得 
的 序列 | 
Wim; ο ως ο. 


因而 更 能 产生 将 (16) 的 前 仿 项 略 去 后 所 得 的 序列 
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ὧν, ὦΝηι» Νηλ, "''" (18) 
因 (16) 是 周期 等 于 六 的 周期 序列 , 所 以 序列 (18) 实际 上 就 
是 (16). 这 证 明了 《jav(o)，m> 也 能 产生 (16). 但 《faw(%)， 
jw> 是 产生 (16) 的 最 短线 性 移 位 寄存 器 , 而 m<lax, 所 以 一 
定 有 mnm 一 lw， 这 证 明了 oy 入 0. 

更 进一步 , 再 假定 2"fow (2%) 一 wn,， 即 baw 一 n。 根据 系 理 1, 
《fm(%) , ἴω; 就 是 产生 (16) 的 前 2Ν 项 的 唯一 的 那个 最 短线 
性 移 位 寄存 器 . 因此 一 定 有 《jos(o) ἴα) --(}ιν(α), m2. 特 
别 .fa(z) = 二 faw (2)。， 所 以 fan(w) 就 是 (16) 的 极 小 多 项 式 , ἢ 
此 立刻 推出 (17) 成 立 . 

系 理 2 有 下 面 这 个 重要 的 特例 | 
系 理 8 设 
σο, ὧι, Wa, ο) 
是 一 个 周期 等 于 o 一 1 的 9 元 家 序列 ,那么 按 综合 算法 求 得 
的 fon(w) 联 是 产生 它 的 本 原 多 项 式 . 
有 了 系 理 3 我 们 就 可 以 明日 为 什么 在 例 2 中 
7;ο(α) =fo(%) = =fs (8) =1+w + ot. 
实际 上 , 算出 了 Λεία) 就 不 必 再 算 下 去 了 , fs(%) 就 是 产生 例 
1 中 周期 15 的 m% 序 列 的 本 原 多 项 式 . 

还 应 该 指出 的 是 , 从 系 理 2 可 知 , 综合 算法 还 提供 了 求 产 
生 任 一 给 定 的 9 元 周期 序列 (特别 是 二 元 伪 随 机 序列 ) 的 极 小 
多 项 式 的 一 个 算法 . 这 就 是 说 , 综合 算法 提供 了 上 节 末 尾 所 
提 的 问题 , 即 如 何 用 硬件 产生 一 给 定 的 伪 随 机 序列 这 个 问题 ， 
一 个 解法 . 因为 一 旦 给 定 的 伪 随 机 序列 的 极 小 多 项 式 能 够 求 
出 , 就 可 构造 产生 这 个 伪 随 机 序列 的 线性 移 位 寄 和 在 器 . 

例 3 求 周 期 等 于 11 的 二 次 剩余 序列 

00100011101... 
的 极 小 多 项 式 ， 
e 822 ο 


在 例 1 中 ,我 们 已 经 按 综合 算法 算出 了 产生 周期 11 的 二 
”次 剩余 序列 前 11 项 ( 即 一 个 周期 ) 的 最 短线 性 移 位 寄存 器 , δὲ 
综合 算法 继续 算 下 去 , 算 到 第 22 步 ， 将 计算 过 程 列表 如 下 ， 


了 3 

| ἃν 7» ᾿ 
12 1 1 十 类 十 坊 十 类 6 
13 1 1--αδἠ{-αδ--αθη-αἲ 7 
14 1 1-4 7 
15 1 1ο) -|- σα --σθ-- αἲ -ἰ- αὓ 8 
16 1 1--αῦ--σλ--σδ---αἳ -Ε 8 8 
17 1 11-α3-|-ᾳ5}|- αὐ -ἰ- οὐ --- ο }-ᾳ8 9 
18 1 1ἠ{-αἠ-αΏἠ{-αδ-Ἴ-α) 9 
19 0 1 十 2 十 到 十 6 十 驳 9 
20 1 1--2--α]- ο -- αἳ «0 «21 11 
21 1 T- 二 ZLH 11 
22 0 1 --ρ}1 11 


因此 ， 周 期 等 于 11 的 二 次 剩余 序列 的 极 小 多 项 式 是 
IT 十 ZI 

当 2 Ν 时 ， 根据 定理 2, 产生 (1) 的 最 短线 性 移 位 寄 
存 器 并 不 叭 一、 但 却 可 以 很 容易 地 从 用 综合 算法 求 得 的 产 
生 (1) 的 那个 最 短线 性 移 位 寄存 器 《fx (%)， ἦν) 得 出 产 生 人 
的 所 有 的 最 短线 性 移 位 寄存 器 . 

定理 3 任 给 一 个 长 为 六 的 9 元 序列 (1), 并 设 产生 它 的 
前 ”项 的 最 短线 性 移 位 寄存 器 的 级 数 是 (1<n<VWV)， 假 定 
2.» Ν, 3 0ξ πι(0 πι Ν) 是 个 正 整 数 使 

bn < bnt1 = 州 十 3 一 “一 Uy. 

再 设 《fw(w), ly》 是 按 综合 算法 求 出 的 产生 (1) 的 最 短线 性 
移 位 寄存 器 , 而 fm(2%) 是 按 综合 算法 求 出 的 产生 (1) 的 前 mw 项 
的 最 短线 性 移 位 寄 古 器 的 联接 多 项 式 , 那么 
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{{ν(α)-ᾳ(α)α’-"Γο(α), Iv}, 
其 中 ο(ϱ) 是 任意 一 个 次 数 <21 一 六 的 多 项 式 ， 就 是 所 有 产 
生 (1) 的 最 短线 性 移 位 寄存 器 所 组 成 的 集合 . 
δε, ὃς (ο), Iw》 是 产生 (1) 的 任意 一 个 最 短线 性 移 位 
寄存 器 、 写 
f (2) 一 十 ci 十 Cs222 十 … 十 cv， 


| '. 
那么 Ωχ 一 Vrs ἔ --ἶν, ἶν 1-1, ΩΝ; Ν --ᾱ, 
递归 地 定义 
Tv 
αν---Ἓ σε, b=N, ΝΗ-1, »'., Oly—1. 
{-- 


那么 根据 定理 2,《f(w), lw? 就 是 唯一 的 那个 产生 长 为 2lx 
的 9 元 序列 
σο, ὧι, ἄα; '“', ἄν-ι; ἄν, ἄΝει, """, λιγα (19) 
的 最 短线 性 移 位 寄存 器 ， 更 进一步 ， 如 果 《f (wm), ἐν) 和 
《有 i(%), Iw》 是 两 个 不 同 的 产生 (1) 的 最 短线 性 移 位 寄存 器 , 那 
么 仍 根据 定理 2, 它们 从 初始 状态 (αυ, αι, .'', ar-) 出 发 所 
产生 的 长 为 2ἰν 的 9 元 序列 一 定 不 同 ， 因 此 产生 4) 的 入 级 
线性 移 位 寄存 器 的 个 数 - 前 六 项 是 引 ) 的 长 为 21x 的 9 元 序 
” 列 的 个 数 , 而 后 者 显然 等 于 ο", 
男 一 方面 ， 任 意 洪 Eo 中 wy 一 人 入 个 元 ὄν, ὄλει, »'', 
δικα 到 (1) 的 后 面 , 得 到 一 个 长 为 27x 的 9 元 序列 
| Wo, ὧι, ἄη, "'", ἄν-1, by, bw+1, ΄", Oa,—1, (20) 
ο ΡΒ 2ΙΝΣΝ, 从 引 理 生 可 以 推出 ,产生 (20) 的 最 短线 性 移 位 寄 
| 存 器 也 是 Wy 级 的 , 当 ὃν, ὄχι, --', δα--ι δν ΗΒ Έα 
”元 素 时 ,一 共 得 到 g*" ”个 长 为 2lw 的 9 元 序列 (20), 产生 这 
gaw-y 个 长 为 21w 的 Y 元 序列 的 最 短线 性 移 位 寄存 器 都 是 加 
级 的 ， 那 么 根据 定理 2， 它 们 一 定 两 两 不 同 ， 它们 当然 都 产 
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生 (1 上， 这 样 一 共 得 到 ον ΑΣΕ μα ΒΕ45 628 ΠΗ 
器 ， 上 一 段 已 经 证 明 ， 产 生 (1) 的 最 短线 性 移 位 寄存 器 的 个 
数 κο, 因此 产生 ( 慎 ) 的 最 短线 性 移 位 寄存 器 的 个 数 恰 
好 等 于 092， 

仍 设 《f(z), ών) 是 产生 (1) 的 任意 一 个 最 短线 性 移 位 寄 
存 器 , 并 设 它 从 初始 状态 (άο, αι, -.:, αι...) 出 发 产生 的 序列 
的 前 οὖν 项 是 (19)， 那 么 按 综合 算法 求 产 生 (19) 的 最 短线 性 
移 位 寄存 器 时 , 因 2.» Ν, 根据 引 理 和 4 总 有 
| ἔμ ὖηει --ἆπιια--»""--ἐχ--ἶμιι---''--ἔηι,, 

因此 当 按 综合 算法 计算 的 某 一 个 dd 关 0(N Ἕη--2]μ--1) 时 ， 
按 综 合算 法 从 f,(w) 递归 地 得 出 的 fn+i(w) 只 是 在 原来 的 
1.9) 上 添上 了 fm(w) 的 一 个 陪 式 一 or ο" πα), 而 

-ἀκάν απ () --(--ἀ.ἀρία"-Ν) (αν [η (ο)). 
所 以 按 综合 算法 最 后 得 到 的 产生 (19) 的 最 短线 性 移 位 寄存 器 
必 有 形状 
《fr(o) 十 g(z)omjn(z) lyy, 
其 中 09()<2m 一 人 根据 定理 2， 产 生 (19) 的 最 短线 性 移 
位 寄存 器 是 唯一 的 ,所 以 了 (%) 必 为 形状 
Γν(ϱ) +q(m)r πα), δο(ϱ) «ΑΝ -Ν (21) 

的 多 项 式 , 但 形状 (21) 的 多 项 式 总 共生 ”个 .所 以 形状 (21) 
的 ον 个 多 项 式 就 是 产生 由 的 0 个 最 短线 性 移 位 寄 
存 器 的 联接 多 项 式 . 

这 样 定理 3 就 完全 证 明了 . 

最 后 ,我 们 再 对 综合 鼻 法 作 一 个 注 记 ， ΓΥΝΉ 2) 
步 里 要 求 逆 元 素 d% .但 具 要 将 综合 算法 略 加 修饰 ,就 可 以 减 
成 只 求 一 个 逆 元 素 . 

修饰 的 综合 算法 任 给 一 个 长 为 六 的 g 元 序列 (1). 
对 n 用 数字 归 加 法 来 定义 一 系列 多 项 式 σ, 40) 和 一 系列 非 负 
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连 数 六 (= 二 3,.., Ν), 而 Θύφι(α) < 及 
(1). 设 w 是 个 非 负 整 数 使 
σι ση το αι Ξ-θ, σι 0, 
那么 约定 Φι-ΌΡο--''--Ὦι,.ι--0, D,, ~ dns 
并 令 φι(α) -- φείῳ) 一 … 一 gr(z) =1, 
| \ 1 二 了 =,… = = 0, 
nt1 (0) =1— [ια α. [十 二 
(2) 设 gi(w), ἴι, ὁ--1, 2, -.., πηρ«π«Ν) 已 求 得 ,而 
Og (2) ςἰς, | 
ο αμ «ο «α 
令 gn(2) 一 Do 十 Da0 十 bo 十 十 DC 
计算 一 Doo0o 十 bo 十 Dosan 2 十 … 士 Cala αμ]. 
- 区 别 下 面 两 个 情形 : 
2.1) Οι--0, 1ΧΠ 6 
θε (0) -- οκ (0), ἵνα, 
3.2) Ώ ο ἄν πι(0ς πιο) 使 
ἷ; a A A 
那么 令 Gn+1 (ο) -- Dngn (2) -- Ριο"-"'οπι(α), 
ri=max{,, n+i—t}. 
最 后 我 们 得 到 gx(w) Ἠλἶ. 

ON (ο) 一 Dwo 十 bni% 十 ὄχασ" 十 ，… 十 ὄχι, ο ᾽ 
那么 可 以 证 明 byo 关 0， 而 «ὄπορφ(α), Wy> 就 是 产生 (1) 的 最 短 
线性 移 位 寄存 侨 . | 

为 了 证 明 这 一 事实 ， 我 们 先 平行 于 修饰 的 综合 算法 定义 
一 系列 的 Ko 中 的 元 素 δι, π--1, 2, «.., Ν: 
1 设 mo 是 个 非 负 整数 使 
一 0 一 … 一 0 0, αι -0, 
那么 定义 0 一 0 一 … 一 0 一 0 一 工 。 
。326 。 


(2) 设 3 «-., διίηο-ι-«Ν) 已 定义 ,区 别 2.1) 和 2.2) 
两 种 情况 
2.1) 即 D,==0 的 情况 ， 这 时 定义 

On+1=1., 
2.2) 即 D, 关 0 的 情况 ， 这 时 定义 

δει. Dn. 
我 们 可 以 证 明 
定理 全 对 %==1, 3, ，…, 入 ,我们 有 

b=— ἷα, 


gn (2) -人 (HI δι) Το), 
Τι-- (11 δι) ἆν (nN). 


31, σι (ο) 的 零 次 项 TSis0 


证 .对 % 用 归纳 法 来 证 明 本 和 定理 . 
Ῥὲ πο 是 非 负 整数 使 
01 一 03 一 一 0 1 一 0，0r 关 (C， 
那么 根据 综合 算法 和 修饰 的 综合 算法 
ΤΠ) --}ο(α) --''-- Ρι(ῳ) =1, 
ὧν --ἷ»---'.--ἷω--Ό, 
οι π-ἄρ τν νι 1350, ds, = Gn 
Ῥωει(α) -- 1ο], πι = not+1, 
οι (4) -- φ1(ῳ) ---:'-- φωί) =1, 
ι-ἷρ-»''--ζμ--0, 
Di= Ds=*…= D1=0, D,,= an,, 
σει(ῷ) -----Ῥια""1, bri=not1. 
根据 δ, 的 定义 ， 
0 一 6 一 … 一 人 一 0 一 
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容易 看 出 来 本 定理 对 于 n<mot+1 成立. : 

设 no<n< 术 ,并 假定 本 定理 对 于 1, 3, …, τι 都 成 立 .我 
们 去 证 明 它 对 于 mn 十 1 也 成 立 . 

当 届 =0 时 ， 根 据 归纳 法 假设 从 D, (本 6,) ἀ, 推出 
,0， 根 据 综合 算法 , 修饰 的 综合 算法 及 5,+1 的 定义 方法 ， 


Hie η 


Ἥ 

fn+1(2) =fn (82), ἔπι --ἶη, 

Gn+1(T) = (9), Αν. δη-ι--1, 
那么 根据 归纳 法 假设 就 推出 


νι π- τν 一 各 一 了 
go -- θε(ῷ) | 
-(Πδι)ην)-(11δι)}».ι(ο. 68) 
仍 根 据 归纳 法 假设 σ.(ω) 的 零 次 项 1 δικο, ΤΠ δ,..π0, 所 


ο ΙΙ ο ο... 
数 得 . 

ὄμπο-- δι, bras— (To) oy, ἡ- 1, 3, sa 
由 此 立刻 推出 


D+ = D+i0dn 十 brn+110n_1 十 bn+120n_2 十 ，… 十 μα μα 
Π -|-1 
一 (Ls ) (aa 十 on+diCn 十 Cn+13Gn 3 十 .十 δῇ εαἰνιιΏη--[πιι) 
| 用 十 二 
-(115ι) asa 
i=0 
当 ἆμπεο 时 ,根据 归纳 法 假设 必 有 Dx0， 这 时 有 
πι(θςπι«α) 使 
| lm< ἔμεα -- ἔπεα --"''--ἶη, 
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那么 根据 综合 算法 , 修饰 的 综合 算法 和 δι 的 定义 方法 ， 
fnt1(T) 一 刀 (ᾳ) --μάι 2 "fm(T), 
bn+t1 一 maxt{l,, mn 十 1-- ἷ.}, 
ϑο11() πὶ πι (9) — Ο.ο"'"σῃ(α), 
n+i= πιαχ{ἶ,, πη-1--ὲ}, 
On+1 {η 
根据 归纳 法 假设 就 推出 


/ 
[ΜΡ 一 ἕη-α 


gn+1(2) - Βηφε(α) - Όιο"'"αα(α) .. | 
-δ.ιε([{δι]}(ο)-(ΠΤδι)άια'-"({1 δι) foale) 
-(Π δ) σώ) --ἀιάρλα”-"}.(ο) 
-(1ἱ δ) 1. 
.. τ΄. Τ δικο 以 及 
Drs= (TL 0) aa 


这 证 明了 定理 4 对 m+ 也 成 立 . ΤΙ 
根据 数学 归纳 法 可 知 定 理 4 对 n 一 1, 3, ''', να 
由 定理 4 立刻 椎 册 


ὀπυσν(ω) 一 (Π δι) -gx (ασ) -f ν(ῶ). 
因此 «ὀνοσν(α), ἐν) 就 是 产生 (1) 的 最 得 线性 移 位 寄存 请 . 


$9 非 线 性 移 位 寄存 器 介绍 
上 一 节 介绍 了 求 产生 给 定 的 伪 随 机 序列 的 最 短线 性 移 位 
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寄存 器 的 一 个 综合 算法 ， 用 这 个 方法 求 得 的 线性 移 位 寄存 器 
的 级 数 可 能 很 大 , 这 样 技术 上 实现 起 来 就 会 有 困难 , 因此 我 们 
在 这 一 节 里 再 介绍 另外 的 用 硬件 来 产生 给 定 的 伪 随 机 序列 的 
方法 ， 这些 方法 要 用 到 非 线性 移 位 寄存 器 ， 我 们 就 先 来 介绍 
. 非 线 性 移 位 寄存 器 . 

下 面 是 nn 级 (反馈 ) 移 位 寄存 器 的 框图 ， 


上 面 一 排 小 方 框 一 共 % 个 , 代表 ”个 寄存 器 , 把 它们 从 左 往 右 
依 序 叫 做 第 1 级 寄存 器 ,第 2 级 寄存 器 ,……, 第 mn 级 寄存 器 ， 
每 个 寄存 器 可 以 取 0 和 1 这 两 种 状态 之 一 ， 而 0 和 1 ΒΕ 
,的 元 素 . 下 面 的 长 方 框 代表 一 个 有 "个 输入 端 和 一 个 输出 
端的 开关 线路 (也 叫 组 合 线路 )O、 假 定 开 始 时 (即时 刻 0 时 )， 
第 1 级 寄存 器 的 状态 是 a。_1, 第 2 级 寄存 器 的 状态 是 m-a, …， 
第 ”级 寄存 器 的 状态 是 co。 我 们 就 说 这 个 移 位 寡 存 器 的 初始 
状态 是 (σο, αι, "'', νι). 当 加 上 一 个 移 位 脉冲 后 ， 一 方面 
每 个 寄存 器 的 内 容 (0 或 1) 移 给 下 一 级 , 最 末 一 级 (第 nn 级 ) 的 
内 容 即 为 输出 ， 另 一 方面 将 这 个 % 级 寄存 器 的 内 容 输 送 给 开 
关 线 路 O 的 % 个 输入 端 并 将 0 的 输出 ， 设 为 6,, 输送 到 第 1 
级 寄存 器 ， 因 此 O 又 叫 这 个 移 位 寄存 器 的 反馈 开关 线路 ， 这 
样 , 在 时 刻 工 ( 即 加 上 一 个 移 位 脉冲 后 ), 这 个 移 位 寄存 器 的 状 
Αλ λὲ (ai，cz，…，ad)， 而 输出 是 co. 注意 这 里 6 是 由 这 
个 移 位 寄存 器 在 时 刻 0 的 状态 (αο, αι, "'', ἄν) 和 反馈 开关 
线路 0 唯一 确定 的 .再 加 上 一 个 移 位 脉冲 后 , 即 在 时 刻 2， 这 
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个 移 位 寄存 器 的 状态 就 是 (cz，ca，…，cn+t)， 而 输出 是 a1, 这 
里 gwti 是 当 开 关 线 路 O 的 % 个 输入 问 从 右 往 左 依 序 基 as， 
as…, as 时 ， 它 的 输出 的 值 ， 因 而 是 由 时 刻 1 的 状态 (aa 
σι, "'', Un) 和 反馈 开关 线路 CO 唯 一 确定 ， 这 样 不 断 地 加 移 位 
脉冲 ,上述 移 位 寄存 器 的 输出 就 是 一 个 二 元 序列 
W0, σι, G2, ""', 

这 个 序列 由 这 个 移 位 寄存 器 的 初始 状态 (αο, αι, …, Gn-1) 和 
反馈 开关 线路 C 所 唯一 确定 , 叫做 这 个 移 位 寄存 器 、 从 初始 状 
态 (0, 91，…，0m-1) 出 发 产生 的 (反馈 ) 移 位 寄存 器 序列 . 

一 个 % 级 移 位 寄存 器 的 功能 由 它 的 反馈 开关 线路 所 确 
定 . 在 数学 上 这 个 有 个 输入 端 和 一 个 输出 端的 开关 线路 ,可 
以 由 一 个 % 元 开关 函数 fwy, σι, …， οι) 来 描述 它 是 一 
个 2 个 变 元 mca，…, zn 可 以 独立 地 任 取 0 和 工 这 两 个 可 能 
的 值 ， 而 函数 值 (οι, συ, ---, αν) 也 只 能 取 0 或 工 为 值 的 函 
数 . 这 样 ， 当 上 述 % 级 移 位 寄存 器 的 状态 是 《ci，ca，…，cn) 
时 ， 即 当 它 的 第 级 寄存 器 的 内 容 是 αν α(ὁ--ᾱ, 3, ».., 3) 
时 ,加 上 一 个 移 位 脉冲 , 它 的 反馈 开关 线路 的 % 个 输入 端 从 右 
往 左 依 序 是 αι, ση, -'', αν, 而 输出 端 (也 即 第 1 级 寄存 器 的 
内 容 ) 是 (qi,，as,…，, an)， 描 述 一 个 % 级 移 位 寄存 器 的 反馈 
开关 函数 又 叫 这 个 艳 位 寄存 器 的 反馈 沪 数 ， 有 了 时 也 叫 反 馈 还 
加， 因此 一 个 色 级 移 位 寄存 器 的 功能 由 它 的 反馈 函数 记 完 全 
确定 以 }ίσι, σῳ, ..', οὐ) 为 反馈 函数 的 匈 级 移 位 寄存 器 的 
反馈 开关 线路 往往 记 作 Of. 

例如 8 工 例 工 中 的 移 位 害 存 器 的 反馈 逻辑 是 

fl(w1, ta, Ta, Ta) 一 24 十 0 十 08 十 04 
ΠΠ 8 1 δ] 2 中 的 移 位 寡人 存 器 的 反馈 逻辑 是 
f (m1, ma, 25, Ως) = m1+ σα, 
一 个 多元 开关 函数 Ρίσι, m2,，…, wn) 可 以 由 它 的 真 值 下 
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来 描述 . 下面 是 两 个 4 元 开关 函数 的 真 值 表 ， 
表 1 


σι Wa Wy Da Ἡίαι, ον LT3, 04) 


0000 
0001 
0010 
0011 
0100 
DO101 
0110 
0111 
1000 
1001 
1010 
1011 
1100. 
1101 
1110 
111 


Τίσι, Ἕην V3 74) 


心 
ΠῚ 


ση μκωῶωμσωσιι Ὁ: Ὁ πι πι 
«ποσο ϱωμοσοωοο ος 


το 往 意 在 上 面 的 真 值 表 中 ,ca ο), αν ος 取 的 16 种 值 是 按 
字典 次 序 排列 的 ; 即 规定 0 一 1 而 我 们 把 aagaasas 排 在 διδοδεῦ. 
的 前 夯 , 如 果 
σι ὃς, 

或 at 一 pi， 而 ας «δε, 

或 1 一 01, 而 ἄα--ὅο, αι δα, 

或 αιτ- ὂᾳ, 42 一 03，03 一 9a8， ΠΠ σι «δι, 
对 于 % 元 开关 函数 (wz, αι, …, οι) 的 真 值 表 中 ,x1, οὐ, ''', 
wv 取 的 2" 种 值 , 也 是 按 字 典 次 序 排列 的 . 

显然 ,一 共有 2” 个 % 元 开关 函数 ， 以 不 同 的 % 元 开关 函 
数 为 反馈 函数 的 人 级 移 位 寄存 器 的 功能 两 两 不 同 ， 因 此 一 共 
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有 22 个 功能 两 两 不 同 的 郊 级 移 位 寄存 器 ， κ 
下 面 我 们 再 介绍 % 元 开关 函数 f(z1, αα, …, αν) 的 两 种 
表示 方法 ， 先 按照 下 面 的 真 值 表 规 定 一 个 开关 函数 五 
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我 们 约定 φ'--ῳ, αὖ--ᾱ 
ἘΔ. Ἐπ “Π{Β σι, σο, :-', Οι(οι--0 Ξἲ 1), 我 们 有 4 元 天 
5ς μι 
ον μα (1) 

这 个 多 元 开关 函数 只 在 (οι, 60, “'', ο) 处 取 值 1 而 在 其 余 
各 点 均 取 值 0， 我 们 把 即 元 开关 函数 (1 叫做 一 个 小 项 ， 

这 样 我 们 可 以 把 任意 一 个 % 元 开关 函数 (wi1, δα, ''-, ἄρ) 
唯一 地 表 成 小 项 的 和 : 


[Και 22, ” “3 αι) 


-- Σ ο} (οι, ὔα, ""', Ορ) ορ. ση, (2) 


其 次 ,我 们 有 
2 一 0 十 工 
将 σι] 1(1 κ ὐςπ) 代入 《2)， 并 注意 到 
Ό-ο---, 30.03 4.0, 
Τε ΗΛ Γζαι, σι, »'', κ) 唯一 地 表 成 以 下 的 多 项 式 形 
状 : 


ι 
7 (21, ὤο, “’”, Th ) 2 2 σε σε, (9) 
r=0 i<t < en 


其 中 064 一 0 或 1 而 当 7=0 时 我 们 约定 στι" σι 1. 
ο 333 4 


(2) 叫做 交 元 开关 函数 }ίαι, σα, -.., οι) 的 小 项 表示 ， 
而 \3) 叫 做 它 的 多 项 式 表示 . Ἡ }ίσι, αι, ''', ὃν) 的 多 项 式 表 
示 是 %%，za，…，oan 的 线性 齐 次 多 项 式 时 , 即 

Τίσι, Tas, ο". απ) ποιοι όσο ο ἰ-ομῶς, οι 0 或 1, 
以 αι, ας, ''', ον) 为 反馈 逻辑 的 全 级 移 位 寄存 器 就 是 前 面 
讨论 的 郊 级 线性 移 位 害 存 器 ， 否 则 就 叫 色 级 非 线性 攀 位 寄存 
ὧν. 

如 果 % 元 开关 函数 了 (wi, σα, -.., ὧι) 的 取 值 与 v1 的 取 值 
无 关 , 即 

| 70, wa, -.., σπα, σε, ''', κ), 
我 们 就 说 也是 退化 的 , 否则 是 非 退 化 的 ， 当 了 是 退化 时 , 如 令 
σίσι, 2 ον Vn-1) = 0, Wi, Ta, “'', Vn1), 
那么 σίσι, σα, στ, mn-1) 就 是 个 % 一 上 元 开关 函数 ， 它 的 真 值 
表 可 以 从 .fca， za，…， an) 的 真 值 表 划 去 第 1 列 和 后 2 于 行 
并 将 %2，，…, ws 依 序 改 记 成 οι, …, «κι 而 得 例如， 前 面 举 
的 fz(%1，%2,…, zn) 就 是 退化 的 , 而 | 
(σι, wo, ts) - Το(θ, αι, σα, 9) 

的 真 值 表 即 是 
| -- 
21 Xo 2η | οἵαι, 2ο, 29) 


000 
001 
010 
011 
100 
101 
110 
111 


ι μμ ο ο ο Ὁὁ ὦ |- 
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当 包 元 开关 函数 (οι, ο», ---, αι) 退化 时 , 令 
σοι, σα, “'-, Dn) (0, σι, ὦρ, Go 一)， 

那么 以 }ίσι, ο, ---, ὤπ) 为 开关 函数 的 开关 线路 Oy 可 以 Ἕ 
作 是 有 % 一 1 个 输入 端 和 一 个 输出 端的 开关 线路 0,， 这 时 以 
(eu ma …，m) 为 反馈 逻辑 的 级 移 位 寄存 器 从 初始 状态 
(40, 91,"…， ἄρα) 出 发 产生 的 移 位 寄存 器 序列 与 以 σίαι, 
V2，，…， zn-1) 为 反馈 逻辑 的 mw 一 工 级 移 位 寄存 器 从 初始 状态 
(αι, σα, Go-1) 出 发 产生 的 移 位 寄存 器 序列 ， 除 相差 wo 这 
一 项 以 外 , 完全 一 样 . 因此 这 时 可 以 说 以 oa σ», «.'', ὧν) 为 
ΙΕ [116 Β8 τι ΘΚ 5 [ΠΊΕ ΒΕ ἘΠ ΒΒ, ΗΒ ήν, πὲ δὶ σίαι, 
σα, ''', σι) 为 反馈 逻辑 的 mn 一 1 级 移 位 寄存 器 | 

今后 我 们 谈 到 移 位 寄存 器 , 总 假定 它 是 非 退 化 的 , 即 它 的 
反馈 函数 是 非 退 化 的 . 

对 于 任 一 移 位 寄存 器 ， 也 可 以 像 $3 中 对 于 线性 移 位 客 
存 器 一 样 地 引进 状态 图 ， 设 有 一 个 % 级 移 位 寄存 器 ， 它 的 反 
ΒΥΕ ΕΑ: Γζοι, wo,…, οι), ἢ] Gy 表示 它 的 状态 图 ， 它 是 一 
个 有 2 个 顶点 和 2" 条 弧 的 一 个 有 向 图 ,顶点 集 是 

Vn(F2) -- {(αι, αν, 3 απ) αι, ἄρ, ἄμε ο}, 

每 个 顶点 代表 一 个 状态 ， 每 个 顶点 (al， αν, ---, ἂν) 是 唯一 一 
条 弧 的 起 点 ,这 条 弧 的 终点 是 (@2,*……， αι, Τίαι, αὐ, “'-, αὐ). 
显然 , 这 个 移 位 寄存 器 的 反馈 逻辑 , 因而 它 的 功能 , 由 它 的 状 
态 图 Gy 唯一 确定 。 Gy 还 确定 这 个 移 位 寄存 器 的 状态 转移 变 
换 了 7 
(go On) > (G2, oo f as, aa， ἄν), 
反 过 来 , Gy 也 由 了 7 所 确定 . | | 

ΤΗ ϑὲ ΠΕ μα 1136 1 中 的 fi(%1, ο, wa, 3) 和 表 8 中 的 
θίσι, πο, va) 为 反馈 逻辑 的 移 位 寄存 器 的 状态 图 . 

我 们 看 到 ,fi(z1， σο, σα, αι) 的 状态 图 由 4 个 图 组 成 ; 而 
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(00017 (01012, 


YY (001 1) Ναι (1010) 
(01 1] (0010. 
Φ 
(1100) (0110) ΠΤ (1101) (1001} (9100) 


图 2 ;ίαι, αν Wg 24) μη 


() (11) (110) (101) {010 


(111) 


(100) 


(οῦι) 


ΕΙ 3 σίαι» σον 99) 的 状态 图 


σ(οι, σε, 0) 的 状态 图 除了 有 两 个 图 以 外 ， 还 有 枝 ， 一 般 我 
们 有 : 

定理 1 nn 级 移 位 寄存 器 的 状态 图 一 定 有 圈 ， 实 际 上 ， 
从 即 级 移 位 寄存 器 的 任 一 状态 so= (ao, αι, -'-, Qn-1) 出 发 ， 
连续 施行 状态 转移 变换 了 ,得 到 一 系列 的 状态 

80, 81, 81, "'', (4) 

其 中 8 一 人 18x-1 一 (αι, ἄχει, “-", ἄχεη--), 
β Δ. ΗΤΕ-- 8Η ΤΕ ΣΧ πι 271 {418 8,, 与 足 码 出 它 小 
的 一 个 状态 , 设 为 sno 过 mn) 相等、sw 是 唯一 确定 的 ， 


δρ, δὲ, ο Bn Sat+i 人 pn 一 1 (6) 
这 些 状态 两 两 不 同 , 而 
| (Βν,, ποια, 。… 5-1) (6) 
就 是 状态 图 的 一 个 圈 ， 
| 30, αρ “Ὃν Sno—1 (7) 
都 在 这 个 圈 的 一 个 枝 上 . 
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证 ， 因 级 移 位 寄存 器 一 共有 2" 个 状态 ， 所 以 状态 序 - 
列 ( 和 4 的 前 2 十 1 项 不 能 两 两 不 同 , 因此 总 存在 一 个 最 小 的 正 
整数 证 使 sw 与 足 码 比 它 小 的 一 个 状态 ss, 相等， 根据 mw 的 
最 小 性 可 知 su 是 唯一 确定 的 , 因而 (5) 中 状态 两 两 不 同 , 由 此 
推出 (6) 是 一 个 圈 而 (7) 在 这 个 圈 的 一 个 支 上 . 
% 级 移 位 寄存 器 的 状态 图 的 一 个 圈 上 的 状态 的 个 数 ， 也 
即 是 构成 这 个 图 的 弧 的 个 数 , 叫做 这 个 圈 的 长 , 也 叫 这 个 圈 的 
周期 ,例如 , 以 户 为 反馈 逻辑 的 和 级 移 位 寄存 器 的 状态 图 有 4 
ΛΕ, 3 个 的 长 是 5, 工 个 的 长 是 1 定理 工 中 (6) 这 个 圈 的 长 
是 mi 一 no. 
从 一 个 % 级 移 位 寄存 器 的 任 一 状态 8o=(co，ad，…， 
α, ι) 出 发 ， 连 续 施行 状态 转移 变换 Ty 得 到 一 系列 状态 (4), 
将 (4) 中 每 一 状态 Βα 的 第 一 项 x 取出 来 ， 得 到 一 个 二 元 序列 
αρ, ἄι, ἄα, ---, 
这 就 是 这 个 移 位 寄存 器 从 初始 状态 go 出 发 产生 的 移 位 寄存 
器 序列 , 根据 定理 1, 存在 一 个 非 负 整数 no 使 
πι, πια, πως, “"'" (8) 
是 个 周期 序列 ,周期 是 πι--πο, ΠΠ πιο πο, ΛΕ 38 1 ν.Ββ 
推出 , (8) 的 周期 四 一 mo 与 mw 的 选取 无 关 , 这 就 证 明了 下 面 的 
系 理 。 
系 理 设 
ο, αι, Wa, "'" 
是 任 一 即 级 移 位 寄存 器 序列 , 那么 总 存在 一 个 非 负 整数 mo 使 
得 
Cg se。 
是 一 个 周期 序列 , 它 的 周期 --2" ΠΠ ΗΗ πο 的 选取 无 关 ， 
值得 注意 的 是 ,以 户 为 反馈 逻辑 的 移 位 寄存 岩 的 状态 图 
由 一 些 图 组 成 ， 而 以 9 为 反馈 逻辑 的 移 位 寡 存 器 的 状态 图 除 
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了 图 以 外 还 有 枝 ， 下 面 我 们 讨论 “以 什么 样 的 开关 函数 为 反 
馈 逻 辑 的 移 位 寄存 器 的 状态 图 仅 由 一 些 圈 组 成 ”这 一 问题 . 

首先 我 们 注意 ， 从 一 %% 级 移 位 寄存 器 的 状态 图 中 任 一 项 
点 出 发 ， 有 一 条 且 仅 有 一 条 弧 以 这 个 顶点 为 起 点 . 所 以 如 果 
状态 图 中 有 两 个 圈 有 一 公共 顶点 , 那么 它们 一 定 相 重合 。 由 
此 立刻 推出 | 

定理 2 一 个 % 级 移 位 寄存 器 的 状态 图 没有 枝 ， 当 且 仅 
当 它 的 状态 图 由 一 些 两 两 没有 公共 顶点 的 图 组 成 . 

再 证 明 

定理 3” 以 (v1, αο, …，o) 为 反馈 逻辑 的 nw 级 移 位 寄 
存 器 的 状态 图 是 没有 枝 的 , 当 且 仅 当 它 的 状态 转移 变换 Ty 是 
从 Ἐ' 到 它 目 身 之 上 的 一 个 一 一 对 应 . 

证 ， 当 这 个 郊 级 移 位 寄存 器 的 状态 图 没有 枝 时 ， 根 据 定 
理 2, 它 就 由 一 些 两 两 没有 公共 顶点 的 圈 组 成 , 那么 显然 这 个 
移 位 寄存 器 的 状态 转移 变换 Ty 是 个 一 一 对 应 . 

反之 , 设 了 Tj 是 个 一 一 对 应 ， 从 任 一 状态 so 出 发 ， 连续 作 
用 了 Tj 可 得 一 状态 序列 

So, 51, ο, ***, 
其 中 Sp = TB 1), ὦ--1, 2, ο. 
设 mm 是 最 小 的 正 整 数 使 8 与 足 码 比 它 小 的 一 个 状态 ， 设 为 
Sn,(mno 过 mm) 相等 , 那么 
80, 81, --., Βμ, Bi (9) 
这 nm 个 状态 两 两 相 异 ， 如 果 πο-θ, 那么 
TBn1) = Sm, 1 18η, 1) 一 Sn = Bw, 

而 Sno_1 A Bm 1 
这 与 Ty 是 一 一 对 应 相 了 矛盾。 所 以 一 定 有 mo 一 0， 于 是 (9) 就 
是 状态 图 中 的 一 个 圈 ， 这 证 明了 任 一 状态 都 在 一 个 图 上 ， 因 
此 这 个 移 位 寄存 器 的 状态 图 没有 枝 ， 
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定理 以 jc σο, ---, σ)) 1} 818: ἘΕΗ͂Η τι 1 1 
器 的 状态 图 是 没有 枝 的 , 4 ΕΙ }ίσι, σὲ, ''', 02m) 可 以 表 成 
Ῥίαι, To, στη, ἄμ) -Φι-}-}ο(αο, °°), Wn), (10) 
其 中 βεία;, .'', οὐ) 是 仅 依 赖 于 22,…, οι 这 % 一 1 个 变 元 的 
开关 函数 . 
证 ， 先 设 jea σο, ο." αν) 可 以 表 成 形状 (10)， 那 么 对 
任意 状态 (αι, α», ''', ἄρ), | 
γαι, αρ, ''', ἄν) = (αι }- 1) ἠ-}οί(ᾶα, ''', ἄπ) 
一 1 十 f (01, αλ, " απ), 
于 是 对 任意 状态 (αι, αν, ''", αν), 
Τι (αι, αρ, “"', ἄμ) 一 (02， “On, Τ(αι, ᾱο, 3", Cn ) ) 
πεία», “ln, Τίαι, G2, "'', ἂρ)) 
--Τγίαι, ασ, ο)", ἄν) 
这 表明 到 是 从 了 到 它 自身 上 的 一 一 对 应 ,因此 根据 定理 ὃ 
可 知 ， 以 (wz, v2,…, οὐ) 为 反馈 逻辑 的 级 移 位 寄存 器 的 
状态 图 是 没有 校 的 . : 
及 之 , 设 
fw1, σα, “.., ὤκ) -σιγι(σα, ''',' ὧν) {-Γο(σο, ο". ο), 
而 Γι(ῶο, …，0n) 561, 那么 有 (α», κ... ᾱν) EF 使 
Τζαο, om) 一 0 
于 是 对 任意 a ΕΕ, 
Τίαι, 82, .'', αὐ) οσο, "'', σι) 一 ca， G2, "'', ας), 
那么 Ta Ca ***, ἄρ) --Τιίαι, Co，… ἄμ). 
这 就 是 说 Tj 不 是 一 一 对 应 .。 仍 根据 定理 3 可 知 ， 以 ,jea， 
wz2，"…，%n) 为 反馈 逻辑 的 nn 级 移 位 寄存 右 的 状态 图 有 校 . 
βὲ {1125 πι ΗΕ ΡΑΣ (αι, zx2，,*…, οὐ) 是 非 民 的， 如 πὲ 
它 可 以 表 成 形状 (10), 而 以 非 异 % 元 开关 函数 (wi σα, ''', oo) 
为 反馈 逮 辑 的 级 移 位 寄存 器 就 叫 非 异 移 位 寄存 器 .这样 定 


理 4 可 以 改 述 成 

定理 5 wn 级 移 位 寄存 党 的 状态 图 没有 枝 , 当 半 仅 当 这 个 
移 位 寄存 器 是 非 异 的 ， | 

对 于 非 异 % 级 移 位 寄存 器 来 说 , 从 任 一 初始 状态 出 发 , Ἐ 
所 产生 的 移 位 寄存 器 序列 都 是 周期 序列 ， 其 周期 等 于 初始 状 
态 所 在 的 图 的 图 长 ， 因 此 其 周期 一 定 <2*， 由 级 移 位 寄存 
器 产生 的 周期 2" 的 移 位 寄存 器 序列 , 叫 最 长 几 级 移 位 寄存 器 
序列 ， 简 称 履 序列， 产生 用 序列 的 nn 级 移 位 寄存 器 的 状态 
图 由 一 个 图 长 等 于 2" 的 图 构成 ， 因 此 从 任 一 初始 状态 出 发 ， 
这 个 移 位 寄存 器 所 产生 的 移 位 寄存 器 序列 都 平移 等 价 ， 因 而 
都 是 周期 2" 的 用 序列 . 

下 面 我 们 要 证 明 ， 任 给 一 个 正 整数 入, 设 2”+<N<2", 
那么 总 存在 一 个 % 级 非 线 性 移 位 寄存 器 ， 它 的 状态 图 中 有 一 
δ Ν ή, 即 它 产生 一 个 周期 等 于 六 的 周期 序列 ， 更 进 
一 步 , 还 可 以 要 求 这 个 非 线性 移 位 寄存 器 是 非 异 的 ， 

首先 引进 一 个 符号 和 名 词 。 设 

Β--(αι, σα, “''", αι) εξ, 
令 S* = (G1, αο, “'', ἄπ). 


我 们 把 s 和 πχ} δε Αἱ πᾷ-.Ἀ{Β Φα δ. 


我 们 先 证 明 一 条 引 理 . 

引 理工 设 . 帮 wa，za，…，2m) 是 个 非 异 的 见 元 开关 函数 ， 
令 β--(αι, αα, “'', ἄν), α.--05Σ1 置 

fw1, τα αμ 
那么 ΓΕ. 也 非 异 ， 更 进一步 , 如 果 8 和 8 属于 以 了 为 反馈 
逻辑 的 m 级 移 位 寄存 器 的 状态 图 Gy 中 不 同 的 图 
(80--8, Βι, ''', δι), (to=8", ti, στη, νι), (11) 
那么 以 j 十 广 为 反 馈 逻 辑 的 ”级 移 位 寄存 器 的 状态 图 G7+m 可 
以 将 Gy 的 上 述 两 个 圈 (11) 合 并 成 一 个 图 ος 
ο 540» 


(βυ-- 6, ἔς, δὲ ἐς, to 一 Bt αι δν), 
并 保持 其 余 各 图 不 动 而 得 到 ， 如果 5 3} β' 属于 Gy 中 同一 个 
吕 .. 
(8ο, 81, “'', 89), (12) 
而 S=80, 5 ὔΞ8ι (0 一 /雪人 )， 
那么 αι, 可 以 将 Gy 的 上 述 一 个 圈 (12) 分 成 两 个 图 
(80--8, 81, 8η, "'', 84), (8ι--Β", Βι, 82, “'', B11) 
并 保持 其 余 各 圈 不 动 而 得 到 . 
ΙΕ, ΤΗ “ΠΗ λα, ΧΕ j 户 记 作 访 , 即 户 = 
ff 十 fs。， 如 果 (502，08,，，…，0bw) 闫 (42,，，…， Qn)， 那 么 
fab1, δα, “'', ὃν) =f (δι, ba, *…, ὃν), 
而 Γιαι, αο, pv ἄρ) =f(a1, Co2，。…，Gn)， 
| Τι(αι, qz， αι) Ξ- Τ(αι, σο, ".., αν). 
因此 有 Τι =Ty(t), 对 任 一 状态 1-5, β', 
而 σπιτι"), Ts) 一 77(8). 
由 此 即 可 推出 本 引 理 中 所 断言 的 ἄγει, 与 Gy 的 关系 . 
注意 , 实际 上 在 Gy 中 交换 8 与 8” 的 后 继 就 得 到 αι, 
我 们 再 证 明 ΜΙ. 
定理 6 对 任意 给 定 的 正 整 数 Ν, νεο «Νς2" 那么 
总 存在 一 个 % 级 非 异 的 非 线 性 移 位 寄存 器 ， 它 产生 一 个 周期 
等 于 六 的 移 位 寄存 器 序列 . 四 
证 ， 设 
Τ(0) 1 -Γοια- ουσ” Γ.Γ ορ" 
是 了: 上 的 wm 次 本 原 多 项 式 ,那么 = 二 于 是 
[ίαι, ta, ---, Ὅς) 一 Oo04 十 Co 103 十 … 十 Clon 
是 产生 周期 2 一 工 的 略 序 列 的 一 个 反馈 逻辑 设 以 Ja， 
Θα, “'', zn) 为 反馈 逻辑 m 级 线性 移 位 寄存 耸 产 生 的 多 厅 列 是 


Co0， σι, (η, ΓΤ 


5» $k = (αν, ἄρα, ...”, ἄχεα-α), k=0, 1, 2, στ, 2 一 了 3， 


那么 -, 5ος Βι, Βα, “'', Sno | 
说 是 2-1 个 两 两 不 同 的 非 零 状态 , 它们 组 成 Οἱ 的 一 个 周期 
2°—1 的 圈 ， 
(Βο, Βι, 89, ''', 8919). (43) 
Gy 还 有 有一 个 周期 等 于 1 的 圈 , 它 由 全 0 状态 
0=(0, 0, «-., 0) 
一 
构成 . 
το  Ν 23-11 时 ,本 定理 显然 成 立 ， 
Ες Ν--2" 的 情形 我们 知道 
(1, 0, …, 0) 
η-1.0 
是 一 个 非 零 状态 ， ΜΗ ΕΤΕΒΙΣ2ΓΗΡΧ. 设 
Sp = (1, 0, 1…, 0), 0<ho<2"—2., 
ΒΗ sx 和 0 是 一 对 共 斩 状态 , 于 是 从 引 理 1 就 可 推出 ， 以 
Ῥζαι, δα, οτι, ὧν) 十 Za0a δν 
| 一 OA01 十 CO 103 十 ,十 CiZp 十 Za03…2r (14) 
为 反馈 逻辑 的 n 级 非 线 性 移 位 寄存 器 的 状态 图 就 是 一 个 周期 
等 于 2" 的 图 | | 
| (8ο, 8ι, »'-, Bo, 0, Bot1, Brot2, ο, Βο»-9), 
因此 它 产生 一 个 周期 等 于 2 的 履 序 列 ， 又 因 6,=1, 所 以 
(14) 蚌 非 异 的 。 这 证 明了 本 定理 对 Ν--2" μὲν. 
以 下 设 2 «Ν «2-1. 如 果 能 在 αι ΚΙ ΒΒ (19) 中 找到 
一 对 相距 克 的 共 斩 状 态 
Be, SkotN = Sk 
那么 根据 引 理 1， 以 
ο ο + le 
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πι ΤΙΣ ΑΗΗΠΕΣΓΗΜΛΕΞΕἨΕΕΒ ΑΕ ΑΛΑΛΗΤΙ- ΤΑ Ν 的 
μμ, 
(Bko+1, Bxot2, ον SkotN). 
因此 它 从 初 如 状态 
θα (ἄν, Cato ο. -- | ' 
出 发 就 产生 一 个 周期 等 于 访 的 移 位 寄存 器 序列 . 于 是 问题 化 
为 证 明 有 sw(0<%<2" 一 2) 存在 , 具有 性 质 ， :. Ἢ 


Bk, — BotN. (15) 
—0, 
1 0 一 Ch 1 
令 Δ 1 : 
0 -ο 
: τοι 
那么 νο — Μα 
于 是 条 件 (15) 就 成 为 


Sy, 十 (1, 0, »'', 0) --8.77, 
即 | 
δυ(14-1/)Ξ (1, 0, ,0). 3 (16) 


我 们 来 证 明 1T+2Y| 关 0。 如 果 ΤΉ 一 0, 那么 齐 次 线性 
方程 组 
| (1-Τ}}'(αι, ση, ''', οι)! --ᾱ 
有 非 零 解 (1, ὃς, …, δ)’, 于 是 Ἢ | 
(δι, δα, -'', ΠΣ ΕΤ) = (0, 0, ».., 0), 


因此 
(ὄι, δα, κ. ,b |) Το = (bs, δ., μα. ὃν). ᾿ (17) 


αξ (δι, ὃν, …， ὃν) ή πα, 因 2" 一 1 个 非 零 状态 组 
成 一 个 周期 2 一 1 的 图 ， 所 以 从 (17) 推 出 2 一 1|W， 但 
太一 2 一 1， 这 是 一 个 矛盾 ， 因此 |I+T3|#*0, ΕΙ I+T3 是 
个 非 异 和 矩阵 ,那么 从 (16) 式 可 解 出 : 


ο «δάθδο 


8. --(1, 0, ., ΟΟ(1- Τὰ 

这 就 证 明了 本 定理 当 21 1 «Ν.Α ΝΑΣ. 

值得 注意 的 是 ， 定 理 6 的 证 明 是 构造 性 的 ， 特别 对 于 
六 = 2* 这 一 情形 , 定理 6 的 证 明 还 给 出 了 构造 产生 周期 2 的 
Μ 序列 的 反馈 逻辑 的 一 个 方法 ， 用 这 个 方法 一 共 可 以 得 到 
p(2 一 切 / 个 产生 周期 2 因 的 下 序列 的 反馈 逻辑 但 de 
Bruijn, Ν. G. 曾经 证 明 *， 一 共有 211. 个 两 两 平移 不 等 价 
的 周期 等 于 姑 的 M 序列 , 即 一 共有 22 一 个 两 两 相 异 的 产生 
周期 等 于 2 的 放 序 列 的 反馈 逻辑 , 当 % 大 时 , φί21--1)/η 较 

23''-» 要 小 得 多 ，n<6 时 ,下面 列 出 了 这 两 个 数 的 值 : 


表 4 
ῃ 1 9 8 4 5 6 
P27 -- 1) /nn 1 1 9 9 6 6 
22 ”一 名 1 1 2 16 9,048 67, 108, 864 


如 何 将 产生 型 序列 的 反馈 逻辑 都 具体 求 出 来 , 是 一 个 有 意义 
的 问题 . | 
对 于 2:<N< 一 1 的 情形 , 定理 6 的 证 明 也 给 出 了 构 
造 产生 周期 等 于 六 的 移 位 寄存 器 序列 的 方法 ， 当 选 定 一 
个 呈 次 本 原 多 项 式 Ρίο) 之 后 , 问题 是 要 求 
Sx, = (1, 0，…，0) (I+TY)- 

因此 关键 在 于 计算 CHT 下 面 我 们 介绍 一 个 计算 
(十 7) 的 算法 . 根据 第 二 章 85 定 理 4 即 Oayley-Hamilton 
定理 ), 1 适合 它 的 特征 多 项 式 

το ῥίω)-!αΙ-Τη| --αἳ-Γοια"-Ἱ-Ε -- ο, , 
因 了 (zx) 是 与 f(w) 互 反 的 多 项 式 ,所 以 了 (w) 也 是 mn 次 本 原 多 


ο de Bruijn, N. GQ,,A Combinatorial Problem, Koninklijke Nederlands 
Akadlemie von Wetenschappen, Proceedings, 49(1946), Τ58---164. 


ο Hdd 


ττ 


ΠΝ ΕΕ 


项 式 .， 将 入 吉成 二 进位 数 κ 


ο μμ 
其 中 8=0 或 二 ΠΠ 1, {ΕΕΤΤ 
(ωὔλω, (2}}ΐκω» (2 }ΐκα; ο, (ο ) hs). (18) 
再 令 Λ(α) --11-[(αὐ)χο]"[(23) ζω] (αρ) 
«[(α””")λο]'”, 
因 了 (%) 不 可 约 ， 而 9%h(w) «τ--ϑύγ(α), 所 以 μι γα 和 ρα) 
Ἡ ἃς, ΒΒΔ ΡΙ ΒΕ "Ελ θε .5 ΠΑΡ 558 2 定理 2 的 证 明 方法 可 求 
得 非 零 多 项 式 alw) ΤΙ δία), 而 Θ'α(α) «ΦΘ’Ρία), Θ'δ(α) < 
Θύλία) 使 
(2)hlw) + 60(2)f (ο) =1. 
将 7; 代入 上 式 就 得 到 / 
a(T)h(Ty) --Ἱ, 

因此 α(Τῃ)--λ(Τ-'--(1-Τ}»' 

我 们 再 指出 在 计算 (18) 中 的 一 系 列 多 项 式 时 ， 可 以 按照 
下 面 的 算法 进行 ; 


(14) 先 计算 
(45} Χο) (% jj (Co 1)， ΩΝ, (ας λαο, 
设 (α”) Κεγ-- Σ αμα, 1-0, 1, 2, ΗΝ, 1% -- 1, 


其 中 as=0 或， 我 们 就 得 到 一 个 2%x7w 矩阵 
| A= (oan-t. 
(2) 再 计算 
Co) Fs, (2 )Few), (27}κα} τν, (αἳ λκο. 
注意 , 2 -«“2(π--1) 时 ，2 一 202 一 ) 而 2 -α--1, 因此 
(27 ) fz) 
在 第 (1) 步 已 经 算出 ”又 如 果 已 经 曝 出 
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η-1 
(2712) 2 δή, 
| ἠ-- 和 
那么 (zz (Π(αθ)κο]γκω-{1Σὶ δα’ | ο 
| n—1 2 ων. 六 一 | 
一 (Σ bx η Ί(α 一 之 07 δι αι 
= j=0 ἐ--Ὁ 


πο. /ῃ--1 
一 (Sad γα. 
i=t \f=0 
| μ--1 
因此 ,如 果 令 (Ω)κο-Σὶ δα, 
ἃ“ - Ἔν Ες 
δ! bi | 
by ]--4] ἐν | (19) 
δι ὃ,-ι 


当 (ο) ο 已 经 算出 , 那么 用 公式 (9) 来 计算 (w”)iw 是 很 
方便 的 . 
在 [20] 的 附录 三 里 , 有 Baumert, 工 . Ὁ. 编 的 一 个 产生 局 
期 等 于 六 入 2047 的 非 线 性 移 位 寄存 岩 的 反馈 逻辑 的 表 . 
现在 我 们 来 讨论 ， 怎 样 利用 征 理 6 来 设计 产生 给 定 的 一 
个 伪 随 机 序列 的 硬件 这 一 问题 ， 设 κ | 
| bo, b1, ba, «». (20) 


是 一 个 周期 等 于 太 的 二 元 周期 序列 (特别 , 伪 随 机 序列 )， 设 
ο, «ΝΑ 先 利用 定理 6, 造 一 个 nn 级 非 线 性 移 位 宵 和 在 
ἘΝ, 它 能 产生 一 个 周期 NN 的 移 位 寄 和 在 瞧 序 列 
| σον ὧι, ὦπα» "'', 
设 这 个 ”级 非 线性 移 位 寄存 器 的 反馈 逻辑 是 了 (ca σο, on)， 
再 构造 一 个 % 元 开关 沙 数 σίαι, za, …， 24)， 其 有 性 质 
σία», ἄμμι, ο Cten—1)) = by, Ο--͵-«ς-.Λ--1 (21) 
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党 察 下 面 的 框图 ， 


中 间 一 排 有 % 个 小 方 框 , 代表 n 个 寄存 器 ; 上 面 的 长 方 框 代 天 
一 个 有 个 输入 端 和 1 个 输出 端的 开关 线路 ， 它 实现 nn 元 开 
ΑΣΡΑΔΧ σίοι, ση, '', αι), 叫做 外 部 电 部 ; 而 下 面 的 长 方 框 也 
代表 一 个 有 % 个 输入 问 和 1 个 输出 端的 开关 续 路 ， 它 实现 %% 
元 开关 函数 (wi, wo,，，…， ο), 将 它 的 nn 个 寄存 器 从 右 往 左 
依 序 置 以 go， αι, 92，…， αμα, 那么 不 断 地 加 移 位 脉冲 ， 开 关 
线路 Ov 的 输出 就 是 事先 给 定 的 周期 等 于 六 的 二 元 序列 (20)， 

至 于 怎样 求 一 个 nn 元 开关 函数 σίαι, αο, ''', wn) 具有 性 
质 (21) 请 读者 参考 有 关 开 关 线 路 的 书 . / 

我 们 再 介绍 一 个 用 一 个 非 线 性 移 位 寄存 器 直接 产生 事先 
给 定 的 周期 等 于 广 的 二 元 序列 (20) 的 方法 ， 第 一 步 是 求 一 
| 个 最 小 的 具有 以 下 性 质 的 正 整 数 n 对 任意 全 ,各 (0 委 和 < 加 
< 一 1), 如 果 (δι, ὄμνι, οτε, δι 0) (δι, ὅμει, “'', 
ὄμεία--η)» 那么 一 定 有 butn = Ottn. 这 可 以 依次 检查 1, 3, ""- 
看 那 一 个 正 整数 最 先 具 有 这 个 性 质 ， 而 最 先 上 共有 上 述 性 质 的 
正 整数 一 定 是 最 小 的 具有 上 述 性 质 的 正 整 数 ，、 第 二 步 是 构造 
一 个 呈 元 开关 函数 Γζαι, ο, στ", ὧν) 具有 人 性 质 

Τὸ, 0 一 0 ss 一 工 


.34ΐ » 


这 时 ， 以 Γον, δι, 15, δ) ἭΞΕΙ το ΗΒ ΠΕΜ 
初始 状态 (5o, δι, οτε, ὃν) 出 发 就 产生 事先 给 定 的 周期 等 
于 六 的 二 元 序列 (20). 这 种 产生 (20) 的 方法 叫做 直接 方法 ， 
而 前 面 介绍 的 方法 则 叫做 间接 方法 . 

最 后 我 们 指出 ， 目 前 关于 非 线 性 移 位 寄 在 器 的 结果 还 很 
初步 ， 这 是 一 个 很 值得 探讨 的 对 象 ， 对 它 有 兴趣 的 读者 可 参 
考 [1]. 


510 自律 线性 时 序 线路 


前 面 我 们 讨论 了 反馈 移 位 寄存 器 、 有 时 我 们 常 将 移 位 罕 
存 器 用 另外 一 些 方式 联接 起 来 ; 下 面 这 几 个 框图 里 的 线路 就 
是 例子 : , 
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图 3 


特别 ， 图 1 是 将 两 个 线性 反馈 移 位 寄存 器 并 联 而 得 的 线 路 ; 
图 2 是 将 两 个 线性 反馈 移 位 寄存 器 串联 而 得 的 线路 ; 图 8 是 
将 两 个 线性 移 位 寄存 器 经 互 馈 联接 而 得 的 线路 ， 这 三 个 线路 
和 线性 反馈 移 位 寄存 器 一 样 也 都 是 由 延迟 元 件 ( 即 寄存 器 ) 和 
线性 开关 元 件 ( 即 模 2 加 法 器 ) 组 成 ; 但 不 同 的 是 ,它们 都 有 多 
个 延迟 元 件 ， 这 些 延 迟 元 件 的 输入 是 开关 元 件 的 输出 。 它 们 
都 是 所 谓 的 自律 线性 时 序 线路 .作为 前 面 讨论 的 (反馈 ) 移 位 
寄存 器 的 推广 ， 在 这 一 节 里 我 们 来 讨论 日 律 时 序 线路 ,特别 是 
自律 线性 时 序 线路 .我 们 先 讨 论 没有 输出 的 自律 线性 时 序 线 
路 , 然后 再 讨论 一 般 的 ， 即 有 输出 自律 线性 时 序 线路 ， 最 后 再 
讨论 它 的 一 些 应 用 . 
下 面 是 没有 输出 的 自律 时 序 线路 的 框图 . 


图 4 


上 图 中 小 方 框 代表 寄存 器 ， 它 在 任 一 时 刻 的 输出 都 等 于 前 一 
时 刻 它 的 输入 ( 即 它 的 内 容 ); 左面 的 大 长 方 框 代表 一 个 开关 
线路 , 叫做 这 个 自律 时 序 线路 的 反馈 开关 线路 .假定 有 % 个 寄 
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Ἐ4Ε, 从 上 到 下 依 序 叫做 第 二 个 、 第 2 个 第 n 个 寄存 器 . 
那么 右面 的 反馈 开关 线路 就 是 有 个 输入 端 和 个 输出 端的 
开关 线路 .我 们 约定 寄存 器 的 给 入 ( 即 内 容 ) 和 输出 以 及 反馈 
开关 线路 的 输入 和 输出 都 在 9 个 元 素 的 有 限 域 Fo 中 取 值 ， 
πα 是 一 个 素数 的 宕 ， 再 假定 时 间 上 是 离散 的 ， 即 上 依 序 取 
0, 1, 3, … 诸 值 . 设 在 时 刻 t(t==0, 1, 9, …)， 上 述 自律 时 序 
线路 的 % 个 寄存 器 的 内 容 自 上 到 下 依 序 是 $1(2), 82(t),，…，， 
ss,( 引 ， 它 们 都 是 Ἐε 中 的 元 素 , 我 们 就 说 这 个 自律 时 序 线路 在 
时 刻 的 状态 是 
s(t) = (s1(t), sa(t), --', δν (8). (1) 
因此 8 人 ) 可 看 作 Fa 上 τυ 维 行 向 量 空间 Ρ. (Έα) 中 的 向 量 . 注 
意 , 在 时 刻 11-1, n 个 寄存 器 的 输出 οι(), ου(), --», s(t) ΒΗ 
是 反馈 开关 线路 个 输入 端的 输入 ， 那 么 在 时 刻 t+1, 反馈 
开关 线路 nn 个 输出 端的 输出 可 表 作 
fiCs1(t), so(t), «τε, s(t), ὁ--1, 2, :, (2) 
这 里 万, f2, …, Τι 都 是 在 Fo 中 取 值 的 mn 元 (开关 ) 函 数 ,%% 个 
变 元 也 都 在 Fa 中 取 值 ， 当 然 , Γι, f2,…, ὃν 由 反馈 开关 线 
路 唯一 确定 ， 再 注意 , 在 时 刻 十 1，(2) 又 是 mn 个 寄存 器 的 输 
-入 ,因此 在 时 刻 t+1, nm 个 寄存 器 的 内 容 s(t+1) (i=1， 
2, .... πι) 是 
δι({--1) --γι(δι(ἑ), 6ρίέ), --", βι(έ)), ὑ--1, 2, ο. η, (8) 
例如 ， 一 个 以 Te 十 oao2 十 … 十 oo 为 联接 多 项 式 
的 nn 级 线性 反馈 移 位 寄存 器 , 如 果 不 考 虑 它 的 输出 , 就 可 以 看 
作 是 一 个 自律 时 序 线路 ; 这 只 要 将 它 的 ”个 寄存 器 从 右 往 左 
依 序 叫做 第 个 ,第 2 个 ,…, 第 n 个 寄存 器 *, 并 令 
ο παν Ve, Vn) = --ομοι-- Cn 1ο --οροι 1— Cin 
* 注意 ， 以 前 我 们 把 % 级 反馈 移 位 寄存 器 的 个 寄存 器 从 左 往 右 依 序 册 做 
第 1 级 ,第 2 级 ,…, 第 % δε ΒΕ, 
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Τιαι, - ΩΝ. απ) σσ; 2 一 工 ， 2, *…, nO—1 
就 行 了 、 类 位 地 也 可 以 把 级 非 线 性 反馈 移 位 寄存 器 看 作 上 
律 时 序 线路 . 
5 (2) ΠΗ͂ Γι, Το, ο, ΜΝ; 都 是 元 线性 齐 次 丙 煞 时 ， ΜΝ. 
方 (oa， 29» Ὁ -.)-- Σ αἰαὶ, ay EE Ἐς, ?一 1, 9, 


ΕΝΡΗ ΑΒΕΕ ΜΛΙΗ Β ΧΗ Αν τὰ. 8 
A= (gs)1cs, jan 

那么 (3) 式 可 改写 作 | | ΜΙ 
Β(ἑ-|-1) --5(1)Α. | . (4). 
于 是 4 叫做 这 个 自律 线性 时 序 线路 的 状态 转移 给 阵 ， 它 由 这 
个 自律 线性 时 序 线路 唯一 确定 ， 以 4 为 状态 转移 矩阵 的 自律 
线性 时 序 线路 的 反馈 开关 线路 记 作 σα, 我 们 还 往往 在 它 的 框 
图 里 的 反馈 开关 线路 的 长 方 框 中 标记 上 4, 

在 前 一 段 里 已 经 说 过 ， 可 以 把 ”级 反馈 移 位 寄存 器 看 作 
自律 时 序 线 有 路， 特别 可 以 把 级 线性 反馈 移 位 寄存 器 看 作 自 
律 线 性 时 序 线路 。 如 果 一 个 % 级 线 αμ, 
多 项 式 是 | 

Σω) -- 1 οι -ἰ- ρα” 十 … 十 Or2 
那么 它 的 变换 矩阵 (也 叫 它 的 状态 转移 矩阵 ) 


0 | 一 Cr 
1 0 一 C αι 
1 Θ 
-., .0 一 Ca 

1 一 C1 


也 就 是 将 它 看 作 自律 线性 时 序 线路 时 的 状态 转移 逢 降 
我 们 来 定义 以 4 为 状态 转移 矩阵 的 日 律 线 性 时 序 线路 的 
状态 图 ， 记 作 σι αι 是 一 个 有 个 顶点 和 4g" 条 弧 的 有 了 问 - 
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图 ， 它 的 顶点 集 是 
(CE --{(αι, αφ; «'., αι)]αι, 6ο, "'', Gn €E Ἐπ), 

每 个 顶点 代表 一 个 状态 . 设 (αι, 43, 4n) ἨΩ͂, μα ΠΤ 
点 , 并 设 
(δι, δὲ, τν, ὅν) ται, σα, -- 

那么 αι 了 网 有 一 条 以 (σι, ἄρ, "τν ἄν) 为 起 点 而 以 (01, 02, **, 
ὃν) 为 终点 的 缴 ， 这 样 就 得 到 αι 的 g' 条 弧 ， 于 是 94 的 每 个 
顶点 都 是 唯一 的 一 条 弧 的 起 点 ，G 的 每 条 弧 都 表明 它 的 起 
点 所 代表 的 状态 怎样 按 状 态 转移 矩阵 4 转移 ， 显然 G4 由 4 


“完全 确定 ， 我 们 也 往往 把 Gi 叫做 4 的 图 . 


为 了 讨论 自律 线性 时 序 线路 的 状态 图 ， 引 进 有 向 图 的 一 
些 概念 是 有 好 处 的 ， 
”定义 1 一 个 有 向 图 G 被 认为 是 由 两 个 有 限 集合 六 和 了 4 
组 成 ,而 4 是 

V2?={(%, ψ)|α, y EV} 

的 一 个 子 集 ， 我 们 把 站 中 元 素 叫 做 的 顶点 ,而 六 叫做 G 的 
顶点 集 ， 把 4 中 元 素 电 做 @ 的 缴 ， 而 4 叫做 的 弧 集 ， 为 明 
确 起 见 ， 有 时 我 们 把 以 了 为 顶点 集 而 以 4 为 弧 集 的 有 向 图 G 
ΠΩ, Α), ἵπβία, ψγΕΡ̓ 而 (α, 9) ΕΑ, (α, νυ) 就 叫 
以 2 为 起 点 而 以 y 为 终点 的 弧 ， α Mg 的 一 个 先导 ,而 9 叫 w 
的 一 个 后 继 . 

”定义 2 μας, Α) 和 Gr'(V', 4) 是 两 个 有 向 图 ， 如 
果 存 在 一 个 从 严 到 信之 上 的 一 一 对 应 σ, 使 得 对 G 中 任意 二 
顶点 2 和 4 (α, ψ) ΕΑ, 34 Β.Π 4 (σ(α), σ(γ)) Ε 4', 我 们 
”就 说 G 和 GY ΕΙ 1, ΠΠ σ χλμ, 31 0' 的 一 个 同 构 . 

定理 1 Ἡ ΑΛΙΒΗΡΜΗΛΧΩΛΕΗ ΑΕΠ ΗΙ6, 
和 Gs 一 定 同 构 . 
证 ， 设 Β-Ρ-ΑΡ, 
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而 卫 是 Fo 上 的 nxm πι ΜΕ: πὴ Πλ, 的 顶点 集 到 
Gp 的 顶点 集 上 的 一 一 对 应 . 
σι (αι, αρ, "'', αν)-»(αι, Aaa, ἄν) P, 
那么 σ(ίαι, σε, ""', ἄν) Α) = (αι, 0a，…，0n AP 
--((Φι, ας, ''', αι) P)B, 
显然 Gs 中 有 一 条 以 (a1, αὐ, "'., qd) 卫 为 起 点 而 以 ((ca， 
0 "ο, ἂν) Ὦ) B 4 Ημ. 因此 是 从 G4 到 Ga 的 一 个 
[1134]. 
{2 ΒΗ ΛΕΒ 1 ΗΡΙ, ἩΒΕΒΗ 2-1” 
例 . 
根据 定理 1， 要 研究 4 的 图 G4， 只 要 研究 4 在 相似 变换 
下 的 标准 形 的 图 就 行 了 ， 我 们 有 
定理 2 以 了 o 上 的 mx%2 和 矩阵 4 为 状态 转移 矩阵 的 自律 
线性 时 序 线路 的 状态 图 , 即 妇 4 的 图 , 同 构 于 由 者 二 个 没有 输出 
的 线性 (有 反 僻 ) 移 位 寄存 货 并 列 而 成 的 自律 线性 时 序 线路 的 状 
态 图 . 
证 ， 设 4 的 初等 因子 组 是 
DL) 一 上 2, ον ιν ὑ--1, 2, “', δ 
其 中 pi (2%) ρα(ῳ), -'-, Ῥε(ῳ) 是 s 个 两 两 不 同 的 不 可 约 多 项 
式 ,而 ey 是正 整数 具有 性 质 . 


έᾳ26[92»'' »Εᾳε͵» 0, ό--1. 2, " 9 


那么 ΣΚΣ ἐν) “Opi (ϱ) --ᾱ, 
令 | Vs = OY" 0 pi), | 
- | 


MW) 4 = 2004 十 Ci (4,9) γπα-- 1 十 (此 γω 十 οὐ» CECE, 


0 一 Co 
1 ᾽ 
πω 1% -.} 
[7 0 -- 
1 -ο55 
并 将 Μ(ρι(ω)') 简 记 作 Μι, 那么 4 相似 于 有 理 标 准 形 
Mi 
ιο 
Μι, 
Μαι 
ο 
b= . (6) 
Μο, 
Μα 
| Μ. 
ΗΝ 
9 Τυ (5) --ο"“ρι(1/α)'", 


那么 以 f(z) 为 联接 多 项 式 的 nw 级 线性 移 位 寄存 器 的 状态 
转移 矩阵 就 是 Μι, 2 一 十; 2; “"*, 8, 9 二 1， 2, ελλ ας Β 此 将 
这 Ti 十 Ts 十 … 十 7 个 线性 移 位 寄存 器 并 列 ， 并 不 考虑 它们 的 
输出 ,所 得 到 的 自律 线性 时 序 线路 的 状态 转移 矩阵 就 是 Β, 根 
据 定理 卫 这 样 所 得 到 的 自律 线性 时 序 线路 的 状态 图 与 4 的 
图 同 构 . 

下 面 我 们 先 分 别 研究 非 异 乍 阵 和 知 零 矩阵 的 图 ， 然 后 再 
利用 这 两 个 情形 的 结果 去 讨论 一 般 情形 . 


9ζράο 


先 研究 和 是非 异 矩阵 的 情形 。 首先 , 我 们 有 κ 

定理 3 非 异 矩阵 的 图 由 一 些 圈 组 成 . 

证 .对 任 一 nxn ΧΒΕ Α, G4 中 任 一 顶点 (Qi, 42,…, ἂν) 
都 是 G4 中 唯一 的 一 条 强 的 起 点 , 这 条 弧 的 终点 是 (αι, 43,，…， 
αι) 4、 当 4 是 非 异 矩阵 时 ，(ca， 82，…, απ) 又 是 Gs 中 唯一 

一 条 弧 的 终点 , ΚἈΚ ΜΗ Ἐἑλιβὲ (αι, σα, ο. απ) ΑΠ. ΒΑ 
两 点 就 可 以 推出 G4 由 一 些 圈 组 成 . 

和 在 $3 中 对 非 退 化 的 线性 移 位 寄存 莫 的 状态 图 所 做 的 
一 样 , 也 可 以 用 圈 元 来 形式 地 表示 非 异 抵 阵 的 图 ， 设 非 异 矩 
阵 ΑΗ ἄν πι ΚΑ 1 {ΗΒ, no 个 长 为 2 的 图 ,…, τω} 
长 为 4 的 图 ，… 组 成 , 那么 形式 地 记 

δα--πη[1]-πρ[2]}--»----πι[0}---»--, 
ΗΡΙ Ρο. 
元 ， 注 意 , 24 是 个 有 限 和 , 即 只 有 有 限 个 m 不 等 于 0. 

现在 利用 定理 2 来 研究 非 异 年 阵 4 的 图 Gu 的 图 元 ， 仍 
采用 定理 2 的 证 明 中 的 记号 .我 们 知道 Ga 是 以 .Jo(c) = 
α""ρ.(1/α)΄5 为 联接 多 项 式 的 线性 移 位 寄存 器 的 状态 图 ， 因 
}υ() -- Ρι(ω)”", 而 Ῥι(ο) Ἐξ ρι(α) 的 互 反 多 项 式 , 因此 Ρι(α) 
也 是 不 可 约 多 项 式 ， 所 以 Gy, 的 图 元 Σας, 可 以 从 $3 定理 出 
得 到 . 为 了 从 人 十 ra 十 … 十 m ἢ Ομ, 的 圈 元 5, 得 到 G6 的 
图 元 24， 我 们 先 证 明 

引 理 1 τἩ 4 1 πχ η λεμε, 并 假定 


Ὁ απ αν) 


其 中 Αι 和 4s 分别 是 mxni ΤΠ πο Χπρ ΕΠΕ, ΤΠ πι ποπ, ΒΒ 
设 ss EV (Ες), 而 是 Ga 的 一 个 长 为 hh 的 圈 上 的 顶点 
(6=1, 2), 那么 (5ι, 59) 就 是 94 的 一 个 长 为 [za, [ο] 的 图 
上 的 顶点 、 
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ΠΕ, θε 是 Λη ΠΙᾺ ἵν ΠΒ ΓΗ Τα, 31 Β.Όξ τή ἴα 

是 最 小 正 整数 使 得 
βι 4 太 一 人 
设 (8, 89) 是 9 的 一 个 长 为 1 的 圈 上 的 顶点 并 设 
/= [01 那么 显然 有 
(81, S2) A' 一 (S141，8342) -- (S81, 80), 

”因此 让， 又 从 
(81, S2) A = (S81, 8.) 
”推出 ΒΙΑ9' --θι, 5943 一 89 
因此 五 | 及 1611, 于 是 VL， 所 以 1=7 

从 引 理 1 立刻 推出 ， 如 果 (Βιι, S12,…，Sji,) 是 G4 的 一 
ΑΕ Ἢ ΙΕ, 而 (8οι, 82ο, ,Ss,) 是 G6 的 一 个 长 为 的 
图 ,那么 94 的 下 面 这 ls 个 顶点 

(8ιι, βο;), jee Ί--ἠ--]. 
就 是 G4 {ἡ (ι, 10) 16 Γι, τ] 的 图 上 的 顶点 , 因此 ,如果 
用 24，24 ΤΙΣ. 分别 表示 G64, 94, 和 ,的 图 元 ,那么 
απ 24,° 4,, 

这 里 乘积 是 指 在 $3 中 定义 的 图 元 的 乘积 , ΒΡ 

(之 NL2]): (> N's [ὁ3) 0) ΝΙΝΗ (5, 3) [Γἑ, 1]. 
于 是 我 们 有 

定理 和 设 4 是 %Xxw 非 异 窍 阵 ,并 设 它 的 初等 因子 组 是 

DV) HS, 49=1, 2, ο. Fl1, 2, '.…, 8. 

再 令 My 是 以 ρ (ο). 为 联接 多 项 式 的 线性 移 位 寄存 器 的 状 
态 转 移 和 矩阵， 那么 


ΜΙ. Σ.-ῃ Π ΡΥ ΗΝ 
其 中 Zw ΒΗ ὃ 9 ΧΕ 38 4’ ΠΗ, 
ἨῬΕπΕ5ιμεί5[4. 我 们 回忆 ,nxn ΒΡΕ 4 ΕΦΛΕ 
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阵 ,如果 有 正 整 数 上 存在 使 4 =0.， 先 举 一 个 例子 
κι 考察 了 ，。 上 的 4x4 ΠΕ ΣΊΑΛΡΕ 


ο ο 0 0 
1 0 0 0 
4= 
ο 1 0 0 
0 0 1 0 
不 难 作出 它 的 状态 图 Ο.. 


(0101) (0011) 
(001) (511) (1981) ο 010 C0111) πα 


γ VW 


ο᾿ (0010) 9 (1010) ο (0100) 9 (1110) 


D4 


图 5 

在 G4 中 有 一 个 长 为 1 的 图 , 它 由 一 条 既 以 (0, 0, 0, 0) 为 起 
点 又 以 (0, 0, ο, 0) 为 终点 的 弧 组 成 把 这 个 圈 取 消 ， 我 们 
把 剩 下 的 图 记 作 G4， 那么 G4 不 再 有 圈 ， 再 注意 ,对 αι 中 


任 一 (0, 0, 0, 0) ἡπια (αι, 645, (5, σι). 部 有 唯一 的 一 | 


串 顶 点 , 这 串 顶 点 中 的 头 一 个 是 (ct ca，ca，ca)， 而 最 末 一 个 
是 (0, 0, 0, 0), 使 得 对 于 这 串 顶 点 中 任意 两 个 相 邻 顶 点 ，G4 
中 都 有 一 条 弧 以 前 面 的 一 个 顶点 为 起 把， 而 以 后 面 的 一 个 项 
点 为 终点 . 例如 ,对 于 (1, 1, 1, 已 ,有 下 面 这 唯一 的 一 串 顶 后 
(1, 1 1, 1), α 1, 1,0), Ω, 1, 0, 0), 
(1, 0, 0, 0), (0,0, 0, 0) 
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具有 上 述 性 质 ， 换 名 话说 ,对 αι 中 任 一 00, 0, 0, 0) 的 顶 
ΚΙ (αι, ἄρ, σα, αἱ), ἩΡΒΠΕ--βῆ-- ΒΑ, ΗΛ ΙΛΕΈΕ-- Ατ3Λ 
( 除 第 一 条 以 外 ) 的 起 点 都 是 前 面 一 条 弧 的 终点 ,每 一 条 弧 ( 除 
最 来 一 条 以 外 ) 的 终点 都 是 后 面 一 条 弧 的 起 点 , 而 第 一 条 弧 的 
起 点 是 (αι, αρ, 95, αι), Βξε--35 μμ ος κι λε (0, 0, 0, 0). 
1Χ ΤΕ --- ΒΒ ἠ.Π|{{ε Μι (αι, ὦ), σα, ἂς) 到 (0, Ο, 0, 0) 的 一 条 路 ， 
而 这 串 缴 中 弧 的 个 数 就 叫 这 条 路 的 长 . 

一 般 , 我 们 有 

定义 3 δισ, 4) 是 个 有 向 图 .2 和 YY 是 它 的 两 个 顶 
点 。 如 果 有 一 串 顶 点 

WWI, ο Wn, Tnt+1i—=Y 
使 得 ze zr) E 4 对 5 一 1，2,…, n 都 成 立 ,我 们 就 说 下 面 这 
ΕΠ 
(2, 9), (00, Φα), ον, (Οι, Y) 

是 一 条 从 2 到 υ 的 路 ,而 其 中 弧 的 个 数 % 就 叫做 这 条 路 的 长 ， 

ἜΧΕ 设 @G 是 个 有 向 图 ， 如 果 G 有 一 个 顶点 ， 叫 做 它 
的 根 , 使 得 从 任意 一 个 不 是 根 的 顶点 都 有 唯一 一 条 到 根 的 路 ， 
那么 G 就 叫做 一 棵 树 ， 如 果 从 G 的 一 个 不 是 根 的 顶点 到 它 
的 根 的 路 的 长 等 于 1 那么 这 个 顶点 就 叫 一 个 了 层 顶点 ， 而 根 
叫 它 的 0 层 项 点 .一 棵 树 的 顶点 的 层 数 的 极 大 值 就 叫 这 棵 树 
的 高 度 . 

例如 , 例 工 中 的 94 就 是 一 棵 以 六 0, 0, 0) 为 根 而 高 度 
等 于 4 的 树 . 

引 理 2 Ελ ΑΧαΕΈΈΕΡΕ 而 sEV， (ἕο). 如 果 
β4--5, 那么 一 定 有 8=0 

证 . 设 4"=0, ΒΡ 4 54”--0, 如 果 s84=s, 那么 84?= 
84, β4δ--845, .... s47=s4r~! 因此 ! 

8 一 84 -- ν.ν = SA 1 ϱ41--0. 
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定理 5 设 4 是 了 .上 的 ”xmw 香 零 怎 阵 , 工 是 最 小 正 整 
数 使 4z-tz#0 而 4=0， 那么 4 的 图 G4 由 一 棵 以 0 为 根 而 
高 度 等 于 工 的 树 G4 和 一 条 以 0 既 为 起 点 又 为 终 凡 的 弧 组 
成 ， 更 进一步 , 设 4 的 初等 因子 组 是 | 


LL 了 一 L—1 一 1 |] "5 
αν, α΄, '', α΄, ϱ . ο 人 . ο, Ὁ, » ο, 
mz 个 mz 个 ni 个 


而 {τοι (1, --1)πο ιο tm 一 名， m20, mr>0. 
如 果 用 入 ;表示 G4 πι ὁ ΕΤ μὴ “ἀκ (i=0, 1, 2,…, 1), 
ΒΒΔ. Νο--1 ΠΠ 
N=g™t2mt" +t-Dmet met mt. Έα) 
一 (We 了 十 十 Di 二 2,…, 1, (6) 

证 . 因 04=0, 所 以 G4 有 一 条 弧 既 以 0 为 起 点 又 以 0 
为 终点 , 把 这 条 弧 从 G4 中 取消 , 剩 下 的 有 铅 图 记 作 G4. 

我 们 先 来 证 明 8 是 一 棵 以 0 为 根 的 树 。 这 只 要 证 明 , 对 
任 一 非 零 状态 s, G 都 有 唯一 的 一 条 从 8 到 0 的 路 就 行 了 ,天 
AI=-0, 故 s47=0. 假定 7 是 最 小 正 整 数 使 34“' 了 0 而 8s4' 一 0. 
根据 引 理 2, Α, 84, 843, …, 8ΑΙ 1, sA!=0 这 1 二 1 个 状态 两 
两 不 同 ， 那 么 以 8 为 起 点 而 以 84 为 终点 的 弧 ， 以 84 为 起 点 
而 以 s42 为 终点 的 弧 ，…， 和 以 84 为 起 点 而 以 0 为 终 操 
的 弧 就 组 成 唯一 的 一 条 从 8 到 0 的 路 , 它 的 长 等 于 

再 证 Gi 的 高 度 等 于 研 ” 从 上 一 段 的 证 明 可 知 , 对 Gs 中 
任 一 0 的 顶点 8, 从 8 到 0 的 路 的 长 都 ZL， 如果 Gi 的 高 
度 {/ «1, 那么 根据 上 一 段 的 证 明 可 知 842 =0 对 任 一 状态 
8，” 取 8 依次 为 (1, 0, 0, …, 0)，(0, 1, 0, …，0)，…，(0， 
0,，…, 0, 1), 就 得 到 A470, 这 与 工 是 最 小 正 整 数 使 4"=0 
ΤΗ 7 ΠΒ. | 

现在 来 证 本 定理 的 最 后 一 个 断言 。 不 妨 设 4 是 有 理 标 
准 形 来 证 明 它 。 令 4xz 矩阵 
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Μ(ο)- 


并 将 它 简 记 作 Μ, ἩΒΑ 
Μι 


ΕΕ, Νο-1.ΧΠΤ 070, 3 | 
/'-- {8Ε}ι(Ἑτ)|84'--0}, 
那么 
|| --Νο1-ΝΙ1-»'--- Λε (7) 
将 这,(Ea) 中 的 向 量 8 按 .4 的 分 块 方式 加 以 分 块 
| Β--(ϑ]ι, ὅτα, “'', ο 811,1, 811,9, "''" 
{ SL-1, mr ""; S11, λα κ 
其 中 Απο, 2, ''', πι), 都 是 } 维 行 向 量 , 151, 2, ...,Ι, 
那么 易 证 SEV' (1 κος), 当 且 仅 当 Bx《(%=1, 2,…, my 
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1-1, 2, “'', ὁ) 是 任意 了 维 行 向 量 ， 而 sz (有 一 1 3, .'', πει 
) 一 十 1,，…, 工 ) 的 前 个 分 量 任意 而 后 7 一 个 分 量 等 于 0. 
因此 

. 17 -- gemt +t mt mt mt tr) (8) 
由 (7)，(8) 两 式 立 刻 推出 (6) 式 . 

定义 5 在 一 棵 树 中 ， 如 果 从 顶点 % 到 顶点 y 有 一 条 长 
为 ?的 路 ， 我 们 就 说 2% 是 y 的 1 级 先导 ,而 y 是 2% 的 1 级 后 
继 . 
系 理 1 在 定理 5 的 假设 下 , G4 的 任 一 非 零 状 态 的 级 
先导 的 个 数 或 者 等 于 0 或 者 等 于 Wo 二 和 Vi… 十 轨 ， 更 进 一 
步 ，G 中 只 有 (do CNo+Ni 二 … 十 WO) 一 上 个 非 零 状态 
的 级 先导 的 个 数 不 等 于 0 而 等 于 Νο Να. {ΞΔ 

证 ， 设 8 是 GG 的 任 一 状态 。 令 

Vi={vEV,(Fo)|vA'=s}. 
当 8 关 0 时 ,Vs 就 是 G4 中 8 的 4 级 先导 的 全 体 组 成 的 集合 ， 
而 当 5--θ μη, Το, 

显然 Vi 是 V,(Fo) 的 子 空间 .我 们 再 证 明 , 当 8.0 时 ， 
如 果 γε 非 空 , 也 就 是 VCFa) 对 于 V! 的 一 个 陪 集 ， 任 选 
VoEVi, 那么 VoA4! 一 8s, ἐν ΕΙΡ. ΠΕ--ΠΞ, 也 有 
V4:=s， 于 是 (V 一 Vo)4i==0, 因此 Vv 一 VoEV' 即 VEVot 
Pi， 这 证 明 J4Cve 十 大， 反 过 来 ， 对 任 一 vo+UEVo 二 7 
这 里 UEV', 我 们 有 (Votu0)4'=s， 因 此 Vo+VCV， 所 
以 ==Vo+V， 由 此 立刻 推出 

P=|V=NWo 二 十 … 十 和 W. 

更 进一步 , 设 Vi 六 是 V.(Bo) 对 于 六 的 任 一 陪 集 , 而 
VVi， 令 Vidi~B1， Ἠββιποτηνιερ,,, 青 根据 .上 一 
段 的 讨论 可 知 , ==Vi 十 让， 因此 O66 中 名 级 先导 的 个 数 关 0 
的 非 零 状态 的 个 数 等 于 
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(Ψ, (F,) V') -- 1, 


而 ο Ρα) Τη ο/ (Νο Nit ΝΕ 
3: ΒΕ ὁ (No Nit': +N | Διιι, οΞ-1. 2 .... L—1i1. 
证 ,根据 定理 5 : 


Νεα ασ tnt mt mt tm) Not Nt ΤΝ, 

Not+Nit*:…tN,= qt2mt™+ mtimt mt tm 
75 

mi Δγ09-|-»'' --- (2%—1)m ti nt mtritt ἐν" πουν) 

<m+2mst tom +L) mit mat 十 mr), 

所 以 (No+Nit+ ΝΔ | Άννι, 

在 定理 5 的 假设 下 , 设 xX 是 αι- ΗΕ, 并 假定 
X 有 ?级 先导 . 用 Gua(X, 1) 表 0, ΚΕΙ͂, 它 的 顶点 集 由 XX 
和 XX 的 所 有 + 级 , 2 级, …, 了 级 先导 组 成 ， 而 它 的 弧 集 由 所 
有 以 XX 的 1 级 , 2 级 ,…, 了 级 先导 为 起 点 的 弧 组 成 ， 那么 我 
们 有 | 

系 理 8 在 定理 5 的 假设 下 ， 设 开 是 G4 的 一 个 非 零 顶 
点 ,并 假定 有 /i 级 先导 , 那么 G4(Cx, 轧 是 一 棵 高 度 等 于 【 的 
树 , 而 它 的 和 层 顶 点 (0<%<D) 的 个 数 等 于 和 oo 十 az 十 十 Ne κ 
更 进一步 , 如 果 y 也 是 Gi 的 一 个 非 零 顶点 , 而 y 也 有 【级 先 
导 , 那么 Gua(X, Ὁ} 和 αι, 1) 同 构 . 
”证 . 显然 Gu(X, ἱ) 是 一 棵 树 0, 而 树 的 高 度 等 于 i。 1 
据 系 理 1, 对 的 级 先导 的 个 数 等 于 NotNi 十 … 十 NN， 因 XX 
的 “级 先导 即 是 G4(2, 1) 的 名 层 顶 点 ,所 以 G4(X, 1) 的 4 层 
顶点 的 个 数 也 等 于 Wi 十 Was 十 … 十 如 

现在 来 证 明 本 系 理 的 第 二 个 断言 .对 i 用 归纳 法 来 证 明 . 
当 1=1 时 , G4(X, 1) ται, 1) 都 是 高 度 等 于 二 的 树 ， 而 
它们 1 屋顶 点 的 个 数 都 等 于 和 No 十 妨 ， 所 以 它们 同 构 . 

现在 假定 1>>1、 根据 系 理 1, Θι(χ, 1) ΒΙ Θ,{ϑ, 1) {8 1 
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层 顶 点 的 个 数 都 等 于 ΝΌΟΝ Ἡ δε --ᾱ, ἈΠ ύ-Ί, 

ο --1, Gu(X, 信和 G4(7，, 芒 的 4I 层 顶点 的 个 数 都 等 
于 Νο- Τι Ε.Ε δινι, 而 它们 的 1 层 顶 点 中 有 5 级 先导 的 
个 数 或 者 等 于 0 或 者 等 于 Wo 十 和 Vi 十 … 十 Vi 因此 它们 的 1 
屋顶 点 中 有 % 级 先导 的 个 数 都 等 于 (ΟΕ rte Γαλ 
(No 二 AN 十 … 十 Wi， 由 此 推出 ， 对 4 一 0, 1, 2, ».., 1 一 1， 
Ο.(χ, 1) 和 Gu(y, 1 的 1 层 顶 点 中 有 级 先导 而 没有 6 十 1 
先导 的 个 数 也 相等 ， 不 妨 设 


Χι, Χο, '"', Χλιιλι 1} Σα, Το, “'', ΎπεεΝι 
分 别 是 Gsa(X, ϱ 和 αι(ψ, ὁ) 的 1 层 顶 点 的 集合 ,其 中 
ni μ.μ. Χηι, 利 Y m+ 四 ren? 


6¢=0, 1, 2,.…, 1—1, 
分 别 是 其 中 有 4 级 先导 而 没有 4 十 1 级 先导 的 工 层 顶 点 , 那么 
n=0<m 人 n= Νο-- Να, 

根据 归纳 法 假设 CA 和 (σι (}--1, 2，…， 
mi 一 7 4 一 0, 1, 2，…， 1 一 1) 两 两 同 构 . 由 这 些 同 构 即 可 造 
出 Ga(X, ὦ) 和 Gacy, ῃ 之 间 的 一 个 同 构 . | 

利用 定理 5 和 它 的 系 理 ， 我 们 可 以 得 到 一 ο ο. 
的 图 的 算法 : 设 4 是 nxn ΜΕ, ΗΕ 6 ΒΗΙ Gi 的 各 
层 项 点 的 个 数 和 No, Ni，ANs，…， 先 画 出 0 以 及 以 0 既 为 起 点 
又 为 终点 的 弧 . 再 画 出 Ga 的 和 Ni 个 1 层 项 点 并 画 出 以 1 层 
顶点 为 起 点 的 弧 ， 这 一 共 Ai 条 弧 ， 假 定 Ga 的 层 数 <i 的 顶 
点 以 及 以 它们 为 起 点 的 张 都 已 经 通 出 ， 现 在 画 出 Gas 的 Wi 
Αϊ 层 顶 扎 ， 先 将 它们 分 成 一 些 荆 级 组 ,每 组 含 Wo 十 Na 十 … 
十 Wi 个 顶点 ， 选 出 W/(No+Nai 二 … 十 Ni) 个 有 1 一 2 级 
先导 的 工 层 顶点 , 令 每 个 工 级 组 相应 于 选 出 的 一 个 工 层 顶点 ， 
并 假定 这 个 1 级 组 中 的 顶点 是 它 相 应 的 1 层 顶 点 的 /一 1 级 
先导 . 再 将 每 个 1 级 组 分 成 一 些 2 级 组 ,每 组 食 入 十 入 i 十 
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δια 个 顶点 ， 从 刚才 选 出 来 的 相应 于 一 个 工 级 组 的 工 层 顶 
点 的 先导 (注意 ， 它 们 是 2 层 顶点 ) 中 选 出 (WoTNa 十 … 十 
Ni)V/(CNo+TNai 二 … 十 Na) 个 有 1 一 8 级 先导 的 来 , 令 每 个 2 
级 组 相应 于 选 出 的 一 个 2 屋顶 点 ， 并 假定 这 个 2 级 组 中 的 顶 
点 是 它 相应 的 2 层 顶点 的 1 一 2 级 先导 . 如 此 继续 下 去 ， 直 
到 1 层 顶 点 分 成 一 些 1~~1 级 组 ,每 组 合 Wo 十 Ni 个 顶点 ， 每 
个 1 一 工 级 组 中 的 顶点 都 被 认为 是 某 个 1 一 工 层 顶点 的 后 继 . 这 
样 就 作出 了 以 1 屋顶 点 为 起 点 的 弧 ， 于 是 归纳 地 就 可 以 作出 
4 的 图 Gu (确切 地 说 , 是 作出 了 与 αι 同 构 的 一 个 图 ). 

例 2 {ΕΗ Ε, 上 5x5 2Η 


0 
10 
A= 1 0 
0 
| 1 0 

的 图 
| 这 时 nA=0, ma=1, ms=1 
于 是 No=l 


Νι-- 210149. Νο--9ἳ- 1--8, 
Νο οἳ 11) (Λος Νι) --2--(11-8) --13, 
Λες 2311911. (No-- Δι - Νο) 
Ξ-οἳ --(1--5--19)--16. 
ΕΠΗ 140 ΕΕΤΤ ΜΑΣ πα ΙΝ, 
再 画 出 3 个 工 层 顶点 ， 和 这 8 个 工 层 顶点 为 起 点 而 以 0 
层 顶点 为 终点 的 3 条 弧 
再 着 出 12 个 2 层 顶 把 。 我 们 把 这 了 2 个 2 层 顶 点 平均 分 
成 Was/ (No+TANu 一 3 个 1 级 组 ， 每 组 4 个 2 屋顶 点 是 一 个 1 
层 顶 点 的 1 级 先导 ,这 就 是 说 Gs 的 3 个 层 项 上 挟 中 的 每 一 个 
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都 有 4 个 2 有 层 顶 点 作为 它 的 1 级 先导 . 这 样 就 可 以 画 出 以 这 
12 个 2 层 顶 点 为 起 点 的 弧 . 

”四 画 出 16 个 38 层 顶 点 . 把 这 16 个 8 层 顶 点 分 成 Ns/ 
(No 十 和 Ni 十 和 Wo) 一 1 个 1 级 组 , 它们 是 一 个 工 层 顶点 的 2 级 先 
导 ， 因 83 个 1 层 顶 点 都 有 1 级 先导 ， 阁 可 以 从 3 个 1 层 顶 点 
中 任 选 出 一 个 来 , 并 设 它 有 16 个 2 级 先导 ， 再 将 1 级 组 中 的 
16 个 顶点 分 成 (No 十 Ni-+ 和 Na)/(Not 1) 个 2 级 组 , 每 组 含 
4 个 顶点 ， 每 个 2 级 组 中 的 顶点 是 上 面 选 出 的 那个 1 层 顶 点 
的 1 级 先导 (它们 本 身 是 2 层 顶点 ) 的 工 级 先导 . 这 样 就 可 以 
画 出 以 这 16 个 3 级 顶点 为 起 点 的 弧 . 

结果 我 们 得 到 4 的 图 G4 


一 一 


() 


图 6 | | 
前 面 我 们 已 经 分 别 讨论 了 作 Ἐπ πο 矩阵 
的 图 的 方法 .现在 设 4 是 Fo 上 的 任意 nxn 矩阵 . 我 们 来 讨 
论 作 4 的 图 的 方法 . 根据 定理 1 可 以 设 4 是 有 更 标准 形 . 令 
- 
| 0 Αἱ: 
其 中 Αι 是 个 mXxm ἨΕΞΕΛΕ[Ε, Α: 是 个 mx 和 非 异 矩 阵 ， 而 
nm 十 ms 二 %， 我 们 知道 怎样 作 Αι 的 图 G4, 而 G4 由 一 棵 以 
Oj; = (0, 0, --., 0) | 
m 个 0 
为 根 的 树 和 一 条 以 01 既 为 起 点 又 为 终点 的 绝 组 成 、 我们 也 
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知道 怎样 作 4s 的 图 9G4， 而 αι, 由 一 些 两 两 没有 公共 顶点 的 
图 组 成 、Gis 的 顶点 集 是 FE， 问题 是 怎样 作出 G4 的 弧 ， 
令 

γή --{(0ἱ, 84) ος Τι (α)}, 

Α.3)--{((0:, δα), (O04, 69) Α)18οΕ Τη Fo)} 

αδ- α(ψῶ Αγ. 
ρα αν ἘΞ ΠΠ ΠΒ, 而 映射 
| α-»(Ο:, 8ο) 

是 从 Ga 到 σὺ 之 上 的 一 个 同 构 ， 对 8s1EV (Σο), ΒΗ ἀ(ϑι) 
表 51 作为 G4, 的 顶点 的 层 数 ， 再 设 9s 是 了 ,CFo) 中 任意 选 定 
的 一 个 问 量 ， 令 

V (ss) --{(8ι, 8242) 194EF Eo)}, 
Α(80) --{((8ι, ΒοΑρ““)), (Βι, BoA 4) 
[SiE7 (Eco) 而 81301, 
6(8.) =G(V (82), Α(8)), 
那么 G(so) 是 个 有 向 图 ,而 映射 κ 
| Βι-»ί8ι, σι 
是 从 G4, 到 G(ss) 之 上 的 一 个 同 构 . 显然 V (89) (ss EV,,(Fa)) 
两 两 没有 公共 顶点 ,而 
V.( Fo)= (J V (Βα). 


ss EP.(Fo) 
显然 Α2, Α(89) (8. ΕΤ, (Fa)) 也 两 两 没有 公共 弧 ， 而 
4551) C \ Α(80)) 


EVna (Fe) 
正好 是 G4 的 弧 的 集合 . 所 以 G4 正好 是 它 的 子 图 Ον, G(s) 
(sg EV (Fy)) 的 并 ， 因 此 为 了 造 G4， 只 要 先 造 出 σα. 然后 
以 G4, 的 每 个 顶点 为 根 造 一 棵 与 G4 同 构 的 树 ， 这 样 就 得 到 
G4 (确切 地 说 , 是 得 到 与 G4 同 构 的 一 个 图 ). 
”下面 我 们 来 讨论 一 般 的 自律 线性 时 序 线路 ， 即 有 输出 的 
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日 律 线性 时 序 线路 。 下 面 是 有 ?个 寄存 器 和 各 个 输出 端的 自 
律 时 序 线路 的 框图 | 


这 个 图 与 图 4 不 同 的 地 方 在 于 多 了 右边 的 一 个 长 方 框 ， 它 代 
表 一 个 有 % 个 输入 端 m 个 输出 端的 开关 线路 ， 叫 做 输出 开 
关 线 路 ， 设 在 时 刻 t, mn 个 寄存 器 的 内 容 从 上 到 下 依 序 是 
δι(ύ), sa(t), μα. δε(ύ), 即 这 个 自律 时 序 线路 的 状态 是 
S(t) = (81(t), sa(t), ''', $n(t)), 
而 s(t) EV,(Fo)， 再 设 在 时 刻 弓 输出 开关 线路 的 mw 个 输出 
ὑμ μθ 3} μι Μ. ΕΞ ΓΊΚΡΗΡ ΕΞ ψι(ύ), ψα(ύ), “'', θα), 它们 也 是 
上 中 的 元 素 , 那么 
bi 十 了) -- gs1(t), 8α(ἑ), “'', sn(t)), 
}--1, 2, ---, Τὺ, (9) 
ΠΠ σι, θα, “'., 9m ἘΡΛΕ1Ε ΧΊΕΡ̓ (Ἐν) 上 而 在 上 xz 中 取 值 的 ”元 
(开关 ) 函 数 ， 它 们 由 输出 开关 线路 完全 确定 。 我们 说 这 个 自 
律 时 序 线路 在 时 刻 t 的 输出 是 
y(t)= (y(t), yat), ''', Ymlt)), 
而 了 (2) 可 以 看 作 Υ (Ἐν) 中 的 向 量 ， 另 外 ,和 本 节 一 开始 时 
讨论 的 无 输出 的 自律 时 序 线路 一 样 ， 在 时 刻 t+1, 这 个 日 律 
时 序 线路 的 状态 s(t 十 1) 是 | 
s(t+1)= (f(sC2)), Πε(β(θ), '.', fn(s(t))),  Ω0) 
其 中 访 ， f2, ΝΣ, fr 都 是 定义 在 V ,Fo) 上 而 在 ,中 取 值 
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的 nn 元 (开关 ) 函 数 ， 它 们 由 自律 时 序 线路 的 反馈 开关 线路 完 
全 确定 . 

ας ΕΒ ΒΕΠ βὲ 28 (ή π-πι 157136 58 δι ι, fo，… 
Γη, 81, 69, δη, 6η 都 是 线性 齐 次 函数 时 , 即 


n 
方 (oa， σον “", 2 oy Fo, ;二 1， 4; μα... 


» 


Gx(W1, Wa, **, αν) -- Σ οµι, Gy ECE Fa, k=1, 2, το, τ 
我 们 就 说 上 述 自律 时 序 线路 是 自律 线性 时 序 线路 ， 令 


A= (0)1csen, (Οικ «απο 
那么 (10)，(9) 两 式 可 写作 
S(ti+1)=5s(t)A (11) 
γ(1--1)-5(ῷο (12) 
ΑΗ ΓΕ ΑΒ ΡΕ ΡΑΕ ΑΊΚΑΜΕΒΛΙΡΕ, 而 C ΠΕ μα 
输出 开关 线路 的 定 阵 . 
ο ”给 定 上 述 自律 线性 时 序 线路 的 初始 状态 β(ο) 之 后, 当 1 
ΑΧ ΡΕΠ 1, 2, 8, … 诸 值 时 , 它 的 输出 就 是 上 的 一 个 m 维 
行 癌 量 序列 


2 


yD, σώ, ΥΩ), »'', 
或 它 的 mw 个 输出 端的 输出 就 是 mw 个 9 元 序列 
gx(D); ψι(θ), νε(ϑ), bel, 2, '.', πο (18) 
我 们 把 4 的 极 小 多 项 式 记 作 m(w), 设 2"m(z) --πο, 可 以 写 
mt) = Ov" 1 ew 二 7 | 
由 和 4) 一 0 推出 
s(t)m(A)=0, t=0, 1, 9, 
即 8 十 mo) 十 C18(t 十 no 一 二 Co8(t 十 mo 一 2) 十 … 十 Cms(1) -- 0, 
t=0, 1, 3, »»», | 
也 即 
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δ({ Γης) 二 0181 十 9o 一 "να 9). Ἔνθ ο, 
t=0, 1, 2, -.», - --1, 2, 
换 句 话说 ， | 
5,(0), 51), (9), »'', 151, 9, ο... (14) 
这 m 个 9 元 序列 都 适合 线性 递归 关系 式 
σιἼ-οισν. 1Ἴ-δοαι ο Γδιῶιν πι 0, ὦπο, (16) 
由 (12) 式 可 知 ，”m 个 输出 序列 (13) 都 是 (14) 中 % 个 序列 的 线 
性 组 合 , 因此 它们 也 适合 线性 递归 关系 式 (15); 换 铝 话说 , 它 
们 都 可 以 由 以 : Μπι 
ία) --1--ο1ΦΗ-σρα5--».. 1-0; α"" 
为 联接 多 项 式 的 9 元 mo 级 线性 移 位 寄存 器 从 适当 选取 的 急 
态 出 发 产生 . 
反 过 米 , 设 
| σοι σι, Ἴα, "** (16) 
是 由 以 了 (2) 为 联接 多 项 式 的 9 元 m 级 线性 移 位 寄存 器 以 
(ao at ''', ἄμα) 为 初 态 产生 的 一 个 4 元 序列 ， 我们 要 证 
明 ， 对 于 状态 转移 矩阵 的 极 小 多 项 式 为 mlw) 的 任 一 无 输出 
的 目 律 线性 时 序 线路 ， 总 可 以 选择 一 个 只 有 一 个 输出 端的 线 
竹 输 出 开关 线路 ， 使 得 这 个 自律 线性 时 序 线 路 从 某 个 初 态 出 
发 ,所 产生 的 输出 序列 正好 是 (16). | 
完 考 察 这 个 自律 线性 时 序 线路 的 状态 转移 矩阵 和 4 是 有 
理 标准 形 的 情形 ， 设 4 的 初等 因子 组 是 
ρα)΄', I=1, 2, ,Ti ὑ--1, 2, τν ὁ, 
其 中 ρι(α)--α, ρι(α), »'', ps(2) 是 8 个 两 两 不 同 的 不 可 约 多 
项 式 , 而 / 
6113261932... 2361 20 
εμεωσ:.. σι 50, 4 一 2 8, »'», 6 
沿用 定理 2 的 证 明 中 的 记号 τῳ, ρα)” 和 ΜΙ, 并 假定 4 就 
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是 定理 2 的 证 明 中 的 矩阵 (5)。 那么 4 的 极 小 多 项 式 m(%) 
就 等 于 

| πο ο ο ο 

9 ki1=1, ο 


ks . Σ ny 十 1, 
=1 


δρ Dnt nt 1, 


LL 


那么 以 4 为 状态 转移 矩阵 的 自律 线性 时 序 线路 , 当 给 定 初 态 

以 后 , 对 6 二 2, 3,…, 8, 它 的 第 五 个 延迟 元 件 在 时 刻 1, 9, 
8, … 的 输出 就 是 G(fa) 中 的 序列 ,而 这 里 六 (zc) = Dz) 
对 于 所 有 可 能 的 初 态 , 它 的 个 延迟 元 件 的 输出 序列 的 全 体 


可 以 适当 改变 (16) 的 前 wx 项 , 使 得 所 得 序列 

Α’---(αο, αι, ---, μα ἄρ; ἄμμι, πμ, “''") 
ΕΤ ΩΘ([ι']6ι’'''“[ε). 8 

2 一 8 十 as 十 … 十 8 

ΠΠ Ἀντ (αρ, απ, αμ, μ.) ςα(μ), ὖ--2, 8, »'', 5, 
Ἀρ 2.1) Α ΚΑΚΆ ΒΕ Η ΉΙΘΕΥΕΠΗ ΒΡΕ [κ μη 35 1 4-38 
第 mai 个 寄存 器 中 依 序 置 αρ---.ο, αι--αι, ''', Cn-1 — nl 
在 第 ;个 至 第 hit it_1 个 寄存 器 中 依次 置 Gi, ση» ο, μη. 
(ὁ--2, 8, στ, 5), 并 在 其 余 寄 存 器 中 都 置 0; 从 这 样 选 取 的 初 
态 出 发 , 如 果 选 择 输出 开关 线路 是 
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所 得 的 输出 序列 正好 是 (16). / 
再 考察 一 般 情形 。 这 时 可 设 有 可 道 矩 阵 Ρ 存在 使 B= 

P 47 为 有 理 标 准 形 .根据 上 面 一 段 的 讨论 , 可 以 选择 下 面 

这 个 自律 线性 时 序 线路 的 初 态 βίο), 使 它 的 输出 是 事先 给 定 κ 

”的 序列 (16). | 


那么 选择 下 面 这 个 自律 线性 时 序 线路 的 初 态 8(0)P-71, 它 的 
输出 序列 也 是 事先 给 定 的 序列 (16). | 


图 10 
这 样 我 们 就 证 明 下 面 这 个 定理 
定理 6 设 有 一 自律 线性 时 序 线路 ， 它 的 状态 转移 矩阵 


α 371 α 


是 Α, Η 4 的 极 涉 多 项 式 是 mlw)， 令 gom(o) --πο, Ἐξ 
M2) = 0 Om om" 

再 令 Jo) 5-1 -Γοις-{-ορα”-Γ ο. Εδω”. 
那么 从 这 个 中 律 线性 时 序 线路 的 任 一 初始 状态 出 发 ， 它 的 任 
一 输出 序列 都 可 以 由 以 f(z) 为 联接 多 项 式 的 m 级 线性 移 位 
寄存 器 产生 . 反 过 来 , 任 给 一 由 以 jz) 为 联接 多 项 式 的 mw 级 
线性 移 位 寄存 器 产生 的 9 元 序列 ， 总 可 以 选择 这 个 自律 线性 
时 序 线路 的 一 个 只 有 一 个 输出 端的 输出 线性 开关 线路 ， 使 得 
它 从 某 一 初始 状态 出 发 就 产生 事先 给 定 的 9 元 序列 . 

最 后 , 我 们 再 指出 , 由 方程 (11), (12) 所 描述 的 自律 线性 


时 序 线路 的 吧 个 输出 序列 的 初 态 
(ψε(1), ψι(θ), ---, ψείπο)), b=1, 3, :.', το, 
可 以 用 自律 线性 时 序 线路 的 初 态 s(0) 表 出 . 我 们 有 
y(D =s(0)0, 


y (2) =s(1)0= s(0) 40, 
y(3) --8(2}0--8(0}Α’0, 


ΜΙ Στο) --Β(πο--1)0--5(0)Α"' 16. 
{11.45 ΟΡ 1Η Εοι, 那么 κ 
- κά), (9), ''', ψε(πο)) = (Β(0)ας, 
β(0)Ασι, .'', 8(0) A™™6;) 


”特别 , 当 m%=n 而 0= Τὸ πῇ, 


2 Ναίηο)) ~ (8(0}Θ|, 

8(0) Aeh, …, β(0)4'“-Ἴρ)), 
其 中 ο 6 (0, μάς. ο, 1, 0, ΩΣ 0), 
; 
分 
量 
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下 面 我 们 举 几 个 自律 线性 时 序 线路 的 例子 ， 并 应 用 上 面 
介绍 的 理论 对 它们 进行 讨论 ， 
6595 线性 移 位 寄存 器 的 并 联 . 
设 有 两 个 9 元 线性 移 位 寄存 内， 一 个 是 各 级 的 ， 及 一 个 
是 ms 级 的 、 再 设 它们 的 联接 多 项 式 分 别 是 
Τι() Ξ 1-Γοιιῶ Γ δια” '' ἰ-θιι ο, 
ος Fa, $=1, 2, ολ, Wi 
fo (2) -- 1 -Γουιῶ-]- θρος” -- σου”. 
σος Fo, $=1, 2, «'', Πα. 
将 这 两 个 线性 移 位 寄存 故 并 联 如 下 ， 


Γι γα. ὢ 


” 


1 
其 中 cl οτι Άγ πτηι-ηα, 那么 图 1 可 以 看 成 是 有 % 个 
寄存 器 和 一 个 输出 的 自律 线性 时 序 线路 ， 把 上 面 一 排 寄存 玲 
从 右 到 左 依 序 岂 做 第 工 个 ， 第 2 个 ,…， 第 咖 个 寄存 耸 ; 把 下 
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ο ο ο πο ϑβαι19.Λ-, ---, 
第 个 寄存 器 ， 那 么 这 个 自律 线性 时 序 线路 的 状态 转移 矩阵 


就 可 以 写作 
4-|[ 人 人 
0 49 


其 中 Αἱ 是 nxn 矩阵 


0 — Gin, 
1 0 : 
A=| 1 ， 51 9 
0 一 Ci 
| 1 -μ 


今 ο) --αἲ--ομα Εδω 十 十 0 2 一 工 2. 
那么 σι(α) 既是 Αι 的 特征 多 项 式 又 是 Αἱ 的 极 小 多 项 式 . 
令 σ(ῳ) = [φι(α), θο(α)ὶ 
那么 g(z) 就 是 4 的 极 小 多 项 式 ， 设 2"g(z) πο, 35: 
σία) Ξ- αι -Ἱ-οια + “十 … 十 Cn 
(CO 一 ediZ 十 Co022 十 十 Cn 
那么 根据 定理 6,， 上 述 自 律 线性 时 序 线路 的 任 一 输出 序列 都 
可 以 由 以 f(z) 为 联接 多 项 式 的 mo 级 线性 移 位 寄存 此 产生 ， 
反 过 来 , 可 以 证 明 , 34 ο, 和 6 都 不 等 于 0 时 , 以 jc) 为 联接 
多 项 式 的 nm 级 线性 移 位 寄存 器 从 任 一 初始 状态 出 发 所 产生 
的 Y 元 序列 都 可 以 是 上 述 自律 线性 时 序 线路 自 某 一 初始 状态 
出 发 产生 的 输出 序列 ， 请 读者 自己 证 一 下 . 
δι ΧΗ ἈΚ ΒΒ ἃς, 
仍 设 Τα) 一 上 十 cd 十 Co 十 … 十 Cn0， 
cu E Έα, & 一 于 ，2，… Τε, 
* 注意 ,81 引 理 工 的 证 明 , 当 工 奇异 时 , 仍 成 芝 。 κ 
ο 314» 


jx) 一 于 十 Cd0 十 cos0 二 Con", 
Ca E Fa, ὑ--1, 2, ---, ro, 
把 以 fa(%) 为 联接 多 项 式 的 9 元 线性 移 位 寄存 器 申 联 入 以 
Γιο) 为 联接 多 项 式 的 4 元 线性 移 位 寄存 器 如 下 ; 


{18 π--πι γης, 并 将 图 12 中 的 自律 线性 时 序 线路 的 nn 个 突 
存 器 从 右 往 左 依 序 叫做 第 1 个 、 第 2 个 ,…, 第 nn 个 延迟 元 件 ， 
那么 这 个 自律 线性 时 序 线路 的 状态 转移 矩阵 就 是 
(2 4 
4 -- Ρ 
ΠΑ. 


其 中 加 是 no。xnm 矩阵 


0…0 Ἵν. 
a () 中 


令 ασια) --σ'- Γον Γορα" 2 十 十 co ὁ-- 1, 9. 

那么 σι(α) 既是 Αι 的 特征 多 项 式 , 又 是 Αι 的 极 小 多 项 式 . 易 

证 , 4 的 特征 多 项 式 和 极 小 多 项 式 都 是 σι(α)φαίω), 
φ(ῳ)--φι(ῳ) φο(α), 


那么 0.9(%) τη, 
τς σ(9) -α" Γοιστ-Γουσ 2 十 … 十 On 
并 令 Ῥω) -- 1---οιΏἠ-Οραδ-}--..ἠ- σμα", 


根据 定理 6 可 知 ， 上 述 目 律 线性 时 序 线路 的 任 一 输出 序列 都 


ο 376. 


可 以 由 以 Γ(α) 为 联结 多 项 式 的 1 级 线性 移 位 诊 集 如 六 生 . 反 
στ | 
σι, Ωρ, ὅ9, »' (17) 
是 以 f(z) 为 联结 多 项 式 的 % 级 线性 移 位 寄 在 妖 产 生 的 任 
一 g 元 序列 对 1，2, …, mo， 将 以 及 (w) 为 联接 多 项 式 的 
m 级 线性 移 位 寄存 器 从 初始 状态 (άν, ἄξει, …，azroD) 出 
发 产生 的 9 元 序列 的 第 mm 十 1 项 记 作 δει. 
令 Onix— σημ Omrtt ὃ--1, 2, .', τα 
那么 上 述 自律 线性 时 序 线路 从 初始 状态 
δ(0)-- (αι, ας, 7 ἅμ, Cntly Cmt+ay ““"ν Ορ) 

出 发 所 产生 的 输出 序列 的 前 % 项 就 是 (17) 的 前 % 项 ， 更 因 这 
个 输出 序列 可 以 由 以 了 (%) 为 联结 多 项 式 的 级 线性 移 位 寄 
人 顺产 生 , 所 以 由 它 的 前 ”项 完全 确定 , 因此 这 个 输出 序列 正 
好 是 (17)， 上 面 这 两 件 事实 合 起 来 就 是 说 ， 把 以 fo(%) 为 联 
结 多 项 式 的 τα 级 线性 移 位 寄存 器 串联 入 以 fi(w) 为 联接 多 项 
式 的 τὰ 级 线性 移 位 寄存 器 所 得 的 自律 线性 时 序 线路 与 以 
Τι(ϱ)}ε(ο) 为 联接 多 项 式 的 级 线性 移 位 寄存 器 等 效 . 

例 5 线性 移 位 寄存 器 的 互 合 联结 ”. 

考察 下 面 的 目 律 线性 时 序 线路 ， 它 由 两 个 & 元 移 位 寄存 


Tn 了 ;- 口 -一 -CC 
CWED DIEDEDED 


/ 出 


图 13 


Ἔ η, Bcholetield, P. Η.. 此 .Shiftt Fegisters Generating Maximum-length 
Sequences, Eleciromc Technology 37(1960), 3889—394, 
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Po 


ma «σι emp, gp 


器 ,一 个 级 的 , 另 一 个 πο 级 的 , 组 合 起 来 的 . 我们 把 这 种 组 
合 方式 简称 为 互 馈 联接 。 将 这 个 时 序 线路 的 寄存 器 从 右 往 左 
依 序 叫做 第 1 个 ,第 2 个 ,…, 第 mn 个 ,那么 这 个 自律 线性 时 序 
线路 的 状态 转移 矩阵 就 是 


-- ἔσει 
1 0 : 
1 | 0 — C19 
Α 加 1 0 -- 14 
— C2n, 0 Ci00an 
1 0 : 
9 1 -, : ν 
一 Co3 .0 51o0a9 
一 Coal 1  διθοι 


将 4 的 特征 多 项 式 |ο1--4Α| 记 作 g(w), 经 计算 可 得 
σ(α) --ω-- Ὁ Σι 10ο” ἂν 


如 果 σ(ῳ) 不 可 约 , 特别 g(w) 本 原 ,， 那么 g(w) 也 是 4 的 极 小 
多 项 式 ， 这 时 , 根据 定理 6， 上 述 目 律 线性 时 序 线路 的 任 一 输 
出 序列 都 可 以 由 以 


Ρα) -α"σ(1/α)--1-- Σ Sy οιυθοναν 


为 联接 多 项 式 的 n 级 线性 移 位 寄存 器 经 适当 选取 初 态 后 产 


生 ; 反之 ,以 jz) 为 联接 多 项 式 的 级 线性 移 位 寄存 器 产生 
的 任 一 序列 也 可 以 由 上 述 自律 线性 时 序 线路 径 适 当选 取 初 态 


“后 产生 . 


特别 ,对 于 了 ， 上 的 nn 次 本 原 5 项 式 
;(α) =—=1l1+o thot ttm χμ ἔπ (18) 
其 中 改 十 tp 一 n,0<w 过 mz 0 过 2 过 mz, 所 产生 的 2 序列 都 可 以 
由 将 两 个 线性 移 位 寄存 器 经 互 馈 联接 所 得 到 的 图 14 中 的 那 
| ο 811 » 


“ΝΙΝ -- 
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个 自律 线性 时 序 组 路 产生 . 

图 14. 中 的 线路 比 直 接 采 用 以 (18) 为 联接 客 项 式 的 和 级 
线性 移 位 寄存 器 少 用 工 个 模 2 加 法 器 . 最 后 注意 , Ες ΕΠΗ 
op 十 25f 十 吧 十 妈 二 1， 0 α « ὁ «α--ὃ «ῃ 

的 5 项 式 的 互 反 多 项 式 
+ Taw ?二 a" | (19) 
均 可 写成 形状 (18); 实际 上 ,方程 组 
ω--υ--ην--ᾱ--ὃ 
2 十 1 一 名 一 C 
mt+v=n—6 
Nira 5 1 
总 有 整数 解 mu, τω, υ, ο ΠΠ π120, 920,0 «πι,θ «υπο, 
下 面 是 形 如 (19) 的 本 原 多 项 式 的 例子 
αἱ -|-αξ -ἵ- αἳ -ἵ-αι-ἰ-ἆ 
0 十 07 十 0 十 0 十 1 
ww 十 v4 十 ww3 十 必 十 工 
ww 十 w 十 w 十 1 
vw 二 0 十 十 1 
mw 二 wi 十 必 十 1 
例 6 反复 寄存 器 ” 
J_K 触发 器 是 既 有 存储 功能 又 有 加 辑 功能 的 一 种 元 件 ， 
通常 用 下 面 的 符号 来 代表 它 ， 


图 15 


--- 


* 见 Altop, W. O.,Pratt, Α. V. and Burton, R. O. Algebraic Theory of 
Flip-Flop Sequence Qenerators, Information and Control 12(1968), 195---205. 
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τής -- 11, Β--0, 而 当 Q@=0 时 , Ώ- 1. «ΤΡΙ / ΕΚ Λή 
发 器 ,有 下 面 四 种 方法 把 它们 串联 起 来 

i) 移 位 联接 ， 加 一 个 移 位 脉冲 以 后 ， 第 一 个 了 -及 ΜᾺ 
η α αμ. 


”这 种 联接 方式 胡 作 


) Οι(/) , Ο.() 
) 2 ιο] 


图 16 
| 这 时 Q(t+1) = Q(t), 
R(t+1)= Ri(t). | 
1) 加 QQ 联接， 加 一 个 移 位 脉冲 以 后 , 把 第 一 个 一 下 触 
ΤΗΣ Q@ 的 内 容 加 到 第 一 个 “ΚΑΕ ΩΙ Δ ΗΝ 内 容 
1, 这 种 联接 方式 表 作 


图 17 


这 时 Θ»(1-1)-Θι(ϱ)-ΓΘι(, κ 
Ra(t+1)=Q()+ R(t) =Q(t) + Q(t) +1. 
让 ) 移 位 并 求 补 联接 加 一 个 移 位 脉冲 以 后 ， 把 第 一 个 
了- 触发 器 中 Q 和 及 的 内 容 分 别 移 给 第 二 个 了- 区 触发 器 
中 的 ER 和 QQ， 这 种 联接 方式 表 作 


οι) ΛΣ 
2 


图 18 
ο 380 ο 


这 时 Ωο({--1)-- Βι (1) Q(t) 1-1, 
Βο(61-1) οι) = R(t)+1. 
iv) 加 @ 并 求 补 联接 ， 加 一 个 移 位 脉冲 以 后 ， 把 第 一 个 
v -Κ 触发 右 中 及 的 内 容 加 到 第 二 个 J- ΑΠΩ ΠΒ 
的 内 容 上 ， 这 种 联接 方式 表 作 


|) ο | ) οι 
μις 
图 19 
这 时 ΟΘ»(--1)- Βι(ύ) γώ») --οι(έ) + W(t) 1-1, 
Rs(t+1)= Βι() -Ε Βο(ἑ) =Q1(t) + Balt) +1. 
设 有 nn 个 J-K 触发 器 , 把 第 了 个 vv 下 触发 融 按 以 上 四 
种 方式 之 一 串联 入 第 十 1 个 J- 触发 器 (b==14,2,…,% 一 1), 
Ἢ ὁπεήίι-ὸ, j<n 一 1) 时 ， 串 联 的 方式 不 一 定 相同 ， 同 时 把 
”第 m 个 下 触发 器 也 按 以 上 四 种 方式 之 一 串联 入 第 1 个 
J- 玉 触发 器 ， 这 样 就 得 到 一 个 丘 级 反复 寄存 器 例如 


图 20 


就 是 一 个 4 级 反复 寄存 器 ， 因 Βιῶ) ΔΕΗ Ωι() 唯一 确定 
的 : Βι(ϐ) --θι(ϐ) -ἲ, 所 以 nn 级 反复 寄存 器 在 时 刻 i 的 状态 
就 由 % 元 组 

(Qi1(t), Φ:Ω), “'-, Ω.(1)) 
唯一 确定 。 令 
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0  1 0 

{ΓΙ -一 0 0 tsa 0 (20) 
0 ο 0 Ὁ 1 
1 0 0 eb 


其 中 如 = 二 如 果 把 第 i 一 1 个 了- 下 触发 器 串联 入 第 个 J 
触发 器 的 方式 是 加 Q 联接 或 加 QQ@ 并 求 补 联接 ; 否则 如 一 0. 8 
C= (61, C2, ***, 0n), 
其 中 6c;=1, 如 果 把 第 i 一 1 个 J-K 触发 器 串联 入 第 5 个 -KK 
触发 器 的 方式 是 移 位 并 求 补 联接 或 加 QQ@ 并 求 补 联接 ; 否则 
一 0， 那 么 这 个 反复 寄存 器 的 状态 转移 变 拉 就 是 
(Θ.Ω-1), Θ»(1-1), “.., Qltt1)) 
ο πίω, Θι, --», Θκ (0) 1Η ο, : (21) 
我们 把 这 个 变换 记 作 Απο 也 可 以 定义 以 Az,。 为 状态 转移 变 
换 的 反复 寄存 器 的 状态 图 ， 它 是 一 个 有 向 图 ， 顶点 集 是 
Ρ.(Ἑι), 而 弧 集 是 
{((αι, σα, ''', ἄν), (αι, ἄχ, ***, ἄν) dr ο) 
x | C01, αχ, .'', αν) EV (Fs)}. 
“ 引 理 8 | 了 | 二 0, 当 且 仅 当 至 少 有 一 个 刀 =0(1<%<n)， 
如 果 如 =taa 一 … 一 加 一 1 那么: 的 秩 等 于 wn 一 1, 
证 .利用 第 二 半 人 $6 行列 式 的 性 质 6， 可 得 
[到 | 一 大 加 pt 十 
因此 | 5:0, 当 且 仅 当 toa*…tiw 二 0， 即 至 少 有 一 个 4 一 0, 
η ο ο μμ 但 全 的 前 %w 一 1 行 线性 无 
关 , μήν 1 η Τα--1. 
现在 设 了 是 F。 上 的 任意 %xn 和 矩阵， 而 6 是 下 ,(Fs) 中 
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任 一 向 量 . 我 们 把 作用 在 站,(Es) 上 的 变换 
(αι, ση, ---, On)—> (0 ας, -'', αὐ) 1-9 (22) 

μη αφ ΑΠ, ΕΠΗ Επ 
的 状态 转移 变换 (21) 就 是 广义 仿 射 变换 ， 注意 , 34 ο-0Η4, 
广义 仿 射 变换 (22) 并 不 是 癌 量 空间 Ρ (Ἐπ) 的 线性 变换 ; 但 当 
”6 一 0 时 , 它 是 线性 变换 。 如 果 广 义 仿 射 变换 (99) 中 的 nxn 
矩阵 也 是 非 异 矩 阵 , (22) 就 则 一 个 念 射 变 搁 . | 

两 个 三 义 仿 射 变换 .4z,,o 和 47z,。 {1 36 δι, 定义 为 先 作用 
A7,。， 然后 再 作用 4z,。 的 变换 , 记 作 πιο πιο, 显然 有 

Αγιο" AT,, ο An,r,, eT,+ 0, 
ἩΓΕ ΧΕ}: 广义 仿 射 变换 hz,。 有 道 , 当 且 仅 当 它 是 
仿 射 变换 , 即 ] 了 | 0; 当 |Τ] 关 0 时 ，4r。 的 逆 
Αγιο Απο, on, 
两 个 广义 仿 射 变换 τις, 和 Az, 6 叫 相似 , 如 果 有 一 个 仿 射 变 
换 hp,y 使 
Ar,o, 4ΡγΑτι oAp,s. 

同样 可 以 定义 广义 仿 射 变换 4r。 的 图 ， 它 的 顶点 集 是 
Ρ (Εν), ΠΠΊΚΕΞΕ: {(8, aT -Ο)|8ΕΡ̓ (ἘΠ). 

引 理 4 两 个 相似 的 广义 仿 射 变换 的 图 一 定 同 构 . 

我 们 把 这 个 引 理 的 证 明 留 给 读者 去 作 . 

55 用 炎 表 m” 级 反复 寄存 器 中 加 和 联接 与 加 Q 并 求 
外 联接 的 个 数 , 即 如 一 工 的 个 数 ， 那 么 Az,, 与 一 线性 变换 相 
似 ， 当 且 仅 当 0<wsw2 或 %=0 而 的 不 等 于 0 的 分 量 的 个 
数 ， 记 作 (ο), 是 偶数 . 当 这 两 个 条 件 之 一 成 立时 ，41z,6 与 
Απιο 相似 . | 

证 .假设 有 仿 射 变换 Αρ ν 使 

ApyAr, eAp,y= Ar,,o. 

那么 | 
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| PTP=T:, (ΡΤ!) Ρη-γ-ΞΟ͵ 
从 后 面 的 方程 得 
ΥΡ-(Τ!-1)-Ἴ-ο--0. 

易 证 上 面 这 个 方程 有 解 ， 当 且 仅 当 %w>0 或 4=0 而 w(6) 是 
偶数 . 当 ww>>0 或 w=0 而 ww(6) 是 偶数 时 , 取 P=I, GCT 十 
了) 十 Cc 一 0 仍 有 解 … 因此 这 时 4z,。 与 4z,。 相似. 

当 ww>>0 或 w=0 而 ω(ο) 是 偶数 时 , 要 研究 Ατιι 的 图 ,只 
要 研究 线性 变换 4r。 的 图 , 即 了 的 图 Gr 就 行 了 ， 根 据 定理 
1, Gr 由 了 的 初等 因子 组 完全 确定 . 

引 理 6 仍 设 % 是 nn 级 反复 寄存 器 中 加 Q 联结 与 加 Q@ 并 
求 补 联接 的 个 数 ， 那 么 了 的 特征 多 项 式 和 极 小 多 项 式 都 等 于 

ww 二) "1 
证 。 我们 有 


αν -- ύ- 1 | 
0 --- {99 1 
Ὁ] --1-- 


2 十 tas α . 
+ Θα 
1 A ὕμη 


ΒΒ] 5535 ψα3Ε3ξ οἱ --Τ 的 不 变 因 子 ， 交 换 头 两 列 , 然后 将 第 
2 列 加 上 第 荆 列 的 z 十 ja 倍 , 再 将 第 2 行 加 上 第 工行 的 2 十 ts 
倍 , 得 


工 0 
Π (γεν) 1 
ur | 
' 1 
0 1 0 - 0 ο“. 


Φ 354 ο 


交换 上 面 这 个 矩阵 的 第 2 列 和 第 8 列 ， 然 后 将 第 8 列 加 上 第 
2 列 的 [1 (α--ει) 倍 , 再 将 第 8 行 加 上 第 2 行 的 "十 如 [β, 8 


1 0 
1 0 
ΕΠ (α-- ts) 1 
VT tas , 
1 
0 0 1 0 … 0 αμ 
如 此 继续 下 去 ， 最 后 将 2 一 人 化 成 
1 
1 
HT (z 十 如 ) 十 1 
因此 了 的 特征 多 项 式 和 极 小 多 项 式 都 等 于 


Π (2 十 tn) 十 二 一 (人 十 1) “十 1 


当 w>0 或 w=0 而 w(e) 是 偶数 时 ,要 研究 4r 。 的 图 ,只 
要 将 wr“(z 十 1)* 十 1 分 解 成 两 两 不 同 的 不 可 约 多 项 式 的 者 的 
乘积 就 行 了 ， 这 些 两 两 不 同 的 不 可 约 多 项 式 的 冠 就 是 人 了 的 初 
等 因子 组 ,它们 完全 确定 也 的 图 , 也 即 4r,。 的 图 . 

当 w=0 [ᾷ ω(ο) 是 偶数 时 ，4z,。 不 和 线性 变换 相似 ， 但 
这 时 可 以 用 (3151) x (n+1) 矩阵 


( ο 1 
来 代表 47,。。 我 们 把 这 个 矩阵 也 记 作 Απο 并 把 w 级 反复 寄 


ο 885 8 


在 器 的 状态 集 取 作 
τζαι, aa -'', ἄν, 1)]αι, σα, ''», on EE}, 
那么 这 个 n 级 反复 寄存 器 的 状态 图 就 是 (n 十 1) x (mn 十 1) 38 
阵 4r,。 的 图 的 一 个 子 图 ， 因 这 时 了 5, 所 以 4r。 也 非 异 ， 
因此 4r. 的 图 由 一 些 圈 组 成 ， 于 是 这 个 ”级 反复 寄存 需 的 图 
也 由 一 些 圈 组 成 ， 从 引 理 6 可 以 推出 
引 理 4 当 w=0 而 ww(6) 是 奇数 时 ， 


4 一 人 
ΜΝ Να! 


的 特征 多 项 式 和 极 小 多 项 式 都 等 于 (zw 十 1)(w" 十 1). 

不 难 证 明 (z 十 1)(z" 十 1) 的 周期 等 于 2%， 因 此 当 w=0 
而 ω(ο) 是 奇数 时 ， 这 个 mn 级 反复 寄存 器 的 状态 图 中 国 的 周 
期 都 是 2n 的 因数 . 

综合 上 面 这 几 个 引 理 , 我 们 有 

定理 7 用 以 玫 % 级 反复 寄存 器 中 加 @Q 联接 和 加 03:7. 
位 联接 的 个 数 ， 用 忆 表 示 它 的 移 位 求 补 联接 和 加 @ 并 求 补 联 
接 的 个 数 . 那么 当 0<wsm 或 4 一 0 而 是 偶数 时 ,这 个 反复 
寄存 器 的 状态 图 和 以 sr**(% 十 1)* 十 1 既 为 特征 多 项 式 又 为 极 
处 多 项 式 的 ”xm 和 抢 阵 (20) 的 状态 图 同 构 ， 当 %=0 而 包 是 奇 
数 , 这 个 反复 寄存 器 的 状态 图 由 一 些 圈 长 等 于 2 的 因数 的 图 
组 成 

将 om-*(w 十 1)*+1 记 作 gus(o)， 并 将 它 写 作 

θω«(ῷ) = 0 十 二) 十 工 一 0 二 0428 十 Co0p3 十 十 C 

再 令 fns(2) 一 ogg TAO 一 于 十 02 十 6303 十 ,十 Or 
我 们 还 有 

定理 8 假定 一 个 % 级 反复 寄存 器 中 J-K 触发 器 之 间 
的 联接 方式 只 有 加 Ω 联接 和 移 位 联接 , 并 用 “ 来 代表 加 @ 联 
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搂 的 个 数 ， κάμε 初始 状态 (Ωι(0), 
Qa(0),…，Qn《0)) 出 发 ,产生 的 % 个 二 元 序列 
ΘΟ), BD, Ωι.(2), »'', ὅσα, 2, »'', το 
都 适合 递归 关系 式 
Φι(Κ) 一 0 一 二 十 cs 一 2) 十 入 
十 Ci 下 一 外 ) ， 丰 六 加 ， (23) 
即 都 可 以 由 以 Ρο, α(α) 为 联接 多 项 式 的 % 级 线性 移 位 寡 存 器 
产生 . 反 过 来 , 设 
Wo Οι, Ha, *** (24) 
是 由 以 ο (9) 为 联接 多 项 式 的 % 级 线性 移 位 寄存 器 产生 的 
任 一 二 元 序列 ,那么 总 可 适当 选择 反复 寄存 器 的 初 态 ,使 
αν), t=0, 1, 2，… 
证 ,第 一 个 断言 是 定理 6 的 第 一 个 断言 的 特例 、 因 此 中 
要 证 明 第 二 个 断言 ， 设 (34) 适 合 递归 关系 式 
αν  ιῶς ι [ρα αν. θα, [PH : (25) 
用 归纳 法 依次 选 定 Qu(0) ，6. 00)，…， Θι(0). 首先 选 
Q,\0) = αο. 
当 Θ.(0), Ω..ι(0), ο. Ω(Ο)(ι2εὺ”1) 已 选 定 后 , 9 
Ω,-α(0) θέαμα, 
那么 这 个 反复 寡人 存 器， 从 初始 状态 (Φι(6), (0), μα. 6 (0)) 
出 发 , 第 %% 个 J-K 触发 器 输出 的 二 元 序列 的 前 1 项 就 是 
ϱ, (0) 一 ao Bl) ται, ON)=a 4 
但 (24) 和 / 
(0), 6, (4), Ω,(2), --- 
都 适合 同一 ”级 线性 递归 关系 式 (23), 也 即 (25), 因此 一 定 有 
απο), t=0, 1，2，… | 
最 后 ,我 们 指出 ，Altop，W. Ο., Ῥταῦ, Α. Υ. 和 
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Burton, RR. 0O. 编 了 一 个 wr"(w 十 1)* 十 1 μήτε στ", 
其 中 2<n<19 而 0<w<n， 这 个 表 表 明 ， 当 "和 取 以 下 
这 些 值 时 ， κ 


ὃς 1 
|232|3|415|6| 7 |9|10|l11| 15 17 18 


μ {1 1,5) 1 β,81, 81, 9,4, 64,5) 7 β, 9 1, 4,8, Ἡ 3,5,6,11,12,14 ΠῚ 


ο "γ1)" ΓΙ 是 本 原 多 项 式 . 因此 当 π--2, 8, 4, 6,6, Τ, 9, 
10, 11, 15, 17, 18 时， 可 以 利用 反复 寄存 器 来 产生 人 序列 . 


11 g 元 周期 序列 的 几 种 表示 法 
在 这 一 节 里 我 们 要 介绍 g 元 周期 序列 的 几 种 表示 法 ， 


形式 守 级 数 表 示 法 ， 有 理 分 式 表 示 法 和 根 表示 法 。 这 几 种 夫 


示 法 是 讨论 元 周期 序列 的 有 力 工具 . 我 们 将 利用 它们 重新 
导出 前 几 市 的 某 些 结 论 . 
我 们 先 从 形式 帘 级 数 表 示 法 开始 ， 设 
a= η σι, ἄο, “'"), OEP, (1) 
征 一 个 ᾳ 元 周期 序列 ， 让 它 相 应 一 个 宕 级 数 
Co 十 C42 十 Co02 十 *… | 


其 中 是 一 个 符号 (或 文字 )， 称 为 它 的 形 Ἀ Ἐπ. 对 这 
种 和 宕 级 数 我 们 并 不 考虑 它 的 收 仑 性 ， 但 仍 可 仿照 数学 分 析 中 
一 样 对 它 进行 形式 的 代数 运算 , 因而 把 它 叫做 形式 霖 级 数 . 通 
过 这 些 形式 的 代数 运算 有 时 可 以 得 出 形式 宪 级 数 的 一 些 性 
质 , 而 这 些 性 质 自然 反映 了 它 所 相应 的 9 元 周期 序列 的 性 质 . 

设 Fo 是 9 个 元 素 的 有 限 域 ， 而 2 是 一 个 符号 (或 称 文 


” 见 第 379 页 脚 往 中 所 列 资 料 。 
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字 )， 形 如 | 
αο--αισ--σοσ” 十 . EF, (2) 
的 式 子 叫做 系数 属于 Ἐν μας 2 的 形式 震级 ἃς, αυ, αι, 
az, .… 叫做 这 个 形式 守 级 数 的 系数 ， 特 别 αι 叫做 它 的 4 次 项 
αα 的 系数 .wo,， σι, da， … 之 中 可 以 有 无 限 多 个 不 等 于 0， 当 
它们 之 中 只 有 有 限 个 不 等 于 0 时 ，(2) ΒΟ αγ δν. 
此 α 的 多 项 式 可 以 看 作 是 zz 的 形式 蜂 级 数 的 特例 . ΕΕ 
把 形式 震级 数 (2) 简 记 作 ΜΙ 
Σ αἰ (9) 
我 们 有 时 也 用 (2), g(%),… 来 表示 2 的 形式 宕 级 数 。 我 们 
把 Fs。 上 的 形式 每 级 数 的 全 体 所 组 成 的 集合 记 作 Be[[a]]， 
设 
Sb διξ Έα, (4) 
λα μπακ, πι (8) 和 (4) 的 同 次 项 的 系数 都 相 
等 , 即 αι-- δι(ὁ--θ, 1, 2, -.-), 我 们 就 说 (2) 和 (8) 相 等 ， 记 作 
| Σ αι = Σ δ΄ 
我 们 来 规定 Fa[L[w]] 中 的 加 法 运算 和 乘法 运算 . 设 κ 
/(α) = αρ’, σία) -Σ bv 
是 Fo 上 2 的 两 个 形式 知 级 数 ， 我 们 用 下 面 的 式 子 来 规定 
(2) 与 σία) 的 和 与 积 . | ος 
Σ αμοὶ 十 Σ δια! 一 > (αι-- δι)α!, 


| Dap > ὑμὶ-- ΣΟ σιόι ν) ολ 
那么 容易 验证 Ἐσ[[α]} 对 于 这 样 规定 的 加 法 运算 和 乘法 运算 
组 成 一 个 无 零 因子 的 交换 环 , 叫做 Fa 上 符号 % 的 形式 适 级 数 
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” 环 ， 这 个 环 的 零 元 素 是 


0—>, 0%, 
单位 元 素 是 "5118100, 
而 (3) 的 负 元 素 是 

DS (ay). 


Fo[[w]] 中 的 非 零 元 素 并 不 一 定 是 可 逆 的 。 一 个 元 素 是 可 闻 
的 充 要 条 件 由 下 面 的 定理 给 出 


”定理 1 Ἐν Γεω ΗΡΑ δὲ Σ αα! 是 可 逆 的 , 当 且 仅 
当 ao*0. 
证 ， 先 设 宗 aw' 是 可 道 的 ,并 设 它 的 逆 是 总 δω’, ΒΒ 


/ Dam Σι δα!--1 | (6) 
比较 上 式 双方 的 零 次 项 得 αοὖο-- 1, 因此 σο.Ά0. 
反之 , 设 oo 类 0， 比 较 (5) 式 双方 同 宕 次 的 各 项 的 系数 得 
aobo=1, 
αρὸι-Γ-αιῦο-- 0, 
Qob2+ G101+ G200=0, 


- νυ "8.955. 8 δ 


由 第 一 式 解 出 fo 接着 又 由 第 二 式 解 出 51, 再 接着 又 由 第 三 
式 解 出 bo, 如 此 下 去 就 唯一 地 定 出 也 aww' [321 δι ὑα' 


这 证 明了 定理 十 . 
当 wo 关 0 时 , 我 们 往往 用 
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| | Ω αρ 
ἈΠῈ ou 的 着 ,并 用 
δια /5 αγ 
来 代表 Σ' δα! 与 ou: 的 道 的 乘积 . 
根据 定理 1, | 

T 十 w 十 02 十 … (6) 

是 可 逆 的 ， 容 易 验 证 
(1 十 ww 二 人 2 十 ,…)(1 一 2) = 二 1 

即 1 一 x 是 (6) 的 道 ,或 者 说 (6) 是 1 一 2 的 道 。 因 此 可 以 号 


-1 上 +z 十 ie 十 … 
1--ᾳ 


tw 
一 Ἱ ια 十 和 十 


ο ο ο αλ. 


数 > ος! 存在 ,使 
Σ br! -- 3 Cv! ; αμ, 
¢=0 ἐ-ῃ (-ὂ 
我 们 就 说 Σαρ! ΕΜ δλὸμ), 而 商 是 Σὶ οὐ’, ΑΗ ΙΠΙΕ 
5 δαν 3 αμα > δρα 
t=0 50 ἐ-Ὁ 
如 果 αο--αι---'"--ᾱὐ-Ὁ 而 Gn+1 关 0， 那么 仿照 定理 1 可 证 


2 ΜΗΝ ρ'," Β {ΤΣΗ δο-ὖι--''.--ὂρ--0, 
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我 们 曾经 定义 过 作用 在 9 元 序列 (1) 上 的 左 移 变换 1, 
10) = (ab oa) 
显然 , 相应 于 工 (a) 的 形式 震级 数 是 


和 中 
> sy 一 CO 


- 一 二 者 二 个 
αμ = -一 -~ 
ὦ 尼 7 


而 相应 于 (8) 7635 πε 5κ3π Ξε 


Σ Ci 人 一 Σαρ 
类 似 地 ,我们 可 以 定义 作用 在 9 元 序列 (1) 上 的 右 移 变换 
R(a) 一 (0, σρ; σαν (2, 11), 
那么 相应 于 B'(a) ΕΔΕ. 
ΩΦ» Dan,, 
即将 a 右 移 # 位 , 相应 的 形式 寡 级 数 就 要 乘 以 地 ， 注 意 , 相应 
于 ΕΙ (a) 的 形式 宪 级 数 是 
ΣῚ αμὶ-- Σαρ, 
即 它 由 相应 于 a σσ ΒΡΩ ΕΗ i 项 而 得 。 
我 们 先 给 出 一 个 α 元 序列 是 周期 序列 的 充 要 条 件 . 
定理 2 设 
& 一 (0o， σι» ὦ, ...), αις Ἐπ (1) 
Slag / (3) 
是 它 的 形式 办 级 数 表 示 . 那么 a 是 周期 序列 ， 当 且 仅 当 可 将 
(3) 表 成 一 个 有 理 分 式 , 其 中 分 子 的 次 数 小 于 分 母 的 次 数 而 分 
母 的 零 次 项 等 于 芋 
πε. 先 设 & 是 周期 序列 ， 而 它 的 周期 等 于 那么 
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Σ ὦμο 一 Go 十 QW oot? dl 
“-αραΐ-|- αια!γ}-|-ἀραῤγᾱ--... ἠ-α, i101 | 
十 Cog 和 十 CO2+1- α.ρΏτ3.....|-ᾳ, ρϑί-1-.... 
一 00 十 040 十 Ca02 十 … 十 CT ια 1 
十 (Go 十 qz 十 Gao2 十 … 十 Gdot 14) 
十 (go 十 oaz 十 0a02 十 … 十 Ga0 1ο. 
一 (Co 十 Gd 十 Ga03 十 .… 十 CI 好 一 切 ο... ) 


— tt i : 
最 后 这 个 式 子 是 个 有 理 分 式 ， 的 分 子 的 次 数 小 于 分 生 的 次 
数 , 而 分 母 的 零 次 项 等 于 1. . / 
再 设 43) 可 以 表 成 
ει. οί) 
个 0 ΠΣ 
Ἡηα γ(α), σ(ο)Ε Ἑε[ο], O°g(w) <0°f (2), 而 f (2) 的 零 次 项 
ΤΙ 我们 定义 了 (%) 的 周期 为 元 素 2 在 交换 群 Ecfwj]zcw,) 中 
的 阶 ， 因 为 Eo[wjzw) 是 个 有 限 群 ,所 以 f(z) 的 周期 是 个 正 可 
数 , 设 为 1 那么 有 Qz)EEe[z] 使 
1—w=—f(w)d(»). 
于 是 ο). ο(ωά(ϱ) bl) 
fw) foalz) 1-ω 
其 中 hw) 一 g(w)ad(w)， 显 然 0%%(w) 过 1， 写 
h(w) = hot haw ho 二 hv, 


那么 Ber) (++ .) 


--}(ω) + hv) + hw) r+ 


由 此 推出 | 
ὄχι ον, ᾱ--0, 1, 2，… tL—1,; N=0, 1, 2, ».. 
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Δ ΊΕΒΗΤ (1) ΡΗΜΙΗΙ2Ι. 
如 果 ο 元 周期 序列 a 的 形式 震级 数 表示 可 以 表 成 有 理 分 
式 : 
σι pe φία) 
ο CH 化 πολ 
Ἀπ γα), σ(ω) ΕΕι[α], θύφ(α) «-9γ(α), 而 f(z) 的 零 次 项 
Γι, 我 们 就 说 824 是 g 元 周期 序列 a 的 一 个 有 理 分 式 表 
示 ,也 说 je) 是 a 的 一 个 生成 多 项 式 ， 下 面 的 定理 指明 9 元 
周期 序列 的 有 理 分 式 表示 与 产生 它 的 线性 移 位 寄存 器 的 关 
定理 3 设 σον 是 9 元 周期 序列 a 的 一 个 有 理 分 式 表 
示 ， 那 么 f(w) 是 产生 a 的 一 个 线性 移 位 寄存 器 的 联接 多 项 
“ 式 . 反 过 来 ,如 果 f(z) 是 产生 a 的 一 个 线性 移 位 寄存 器 的 联 
接 多 项 式 , 那么 &a 有 一 个 有 理 分 式 表示 以 Γ(α) 为 分 母 . 


证 ， 设 2424 是 9 元 周期 序列 & 的 一 个 有 理 分 式 表 示 ， 


[02 
妈 
an τοι. (7) 


其 中 f(w), g(%) εΕι[σ], 00g(w) 之 99f(w), ΠῚ γί) 的 零 次 项 
τι 8 

Ῥίω) Ξ- 1 -Γσια-- οσ1--- - -ἰ-ομα", ο,0, 

σία) --δο--δις--ὄὂρα---::-ἡ-ὂῃ κα, 
那么 由 (7) 式 推出 | 

(Σ12α!) «(1-{-σια-!-0ρ-}-1-'.-|-0.Ώ") 
Ξ 一 0 十 DZ 十 Da22 十 十 D ια. 

比较 双方 同 次 项 的 系数 得 到 


« 3θά « 


1 do bo 


οι 1 wl ὅδ: 
Og 01 1 9 一 δ. (8) 
Ομ τη. ου | C1 1 | Gn—1 | ὄη-α 


ἄν” ο ο "二 Cn0y), k=0, 1, 2, »'' (9) 
由 (9) 可 知 , a 是 以 f(z) 为 联接 多 项 式 的 级 线性 移 位 寄存 


器 从 初始 状态 (άο, αι, ἄς, “'', Qn-1) 出 发 所 产生 的 线性 移 位 
寄存 器 序列 ， 

反 过 来 , 设 

(ο) Ξ- 1 --οιαυ- {οφ 十 十 On2 On 0 
是 产生 & 的 一 个 n 级 线性 移 位 寄存 器 的 联接 多 项 式 ， 那 么 
由 (8) 可 解 出 50, ὄι, ὅα, ''', ὄ»-ι,. 
φ(α) 一 Do 十 01X 十 bet? 十 … 十 D10" 
: _ (2) 
不 难 验 证 Ὁ ο)'- «πῶς, 
即 a 有 一 个 有 理 分 式 表 示 , 其 分 母 是 Κῶ). 

设 f(c) 是 Fo 上 零 次 项 等 于 1 的 一 个 n 次 多 项 式 用 
G(f) 表 以 f(z) 为 联接 多 项 式 的 nn 级 线性 移 位 寄存 器 所 产生 
的 所 有 移 位 寄存 器 序列 的 集合 ， 再 用 G(J 表示 G(P 中 序 
列 的 形式 寡 级 数 表 示 的 集合 .我们 有 

系 理 设 f(%) 是 Fs 上 零 次 项 等 于 1 的 一 个 多 项 式 ， 那 
Α 


G0) —{ 42-190) εξε[α], ὅσα) «Θ'γ(ω)} 


定理 4 ο 是 9 元 周期 序列 a 的 一 个 有 理 分 式 才 
示 ， 而 (/(α), «(9)) 一 1 那么 f(w) 是 产生 & 的 任 一 线性 移 
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位 寄存 器 的 联接 多 项 式 的 因 式 , 因而 是 唯一 确定 的 ， 反 过 来 ， 
如 果 f(%) 是 产生 a 的 线性 移 位 寄存 器 的 联接 多 项 式 中 次 数 κ 


最 低 的 一 个 , 那么 在 & 的 有 理 分 式 表 示 ο) ΚΟΝΤΟ 
=1 | 


证 . 18 το 是 g 元 周期 序列 & 的 一 个 有 理 分 式 表示 ， 


而 (f(%), σ(α)}-1, 再 设 fi(%) 是 产生 & 的 任意 一 个 线性 
移 位 寄存 器 的 联接 多 项 式 , 那么 根据 定理 3, a 有 一 个 有 理 分 


式 表示 以 户 (z) 为 分 母 ; 设 这 个 有 理 分 式 表示 是 (8) πα 


Τα) 
由 
- ft σία) - i φιία) 
ΚΩΝ fa) 和 2 一 户 ( 


| κ πο 
Τι(ω)ο(α) --Ρ(ω)φι(α). 
ΒΗ (}ία), φ(α))--1, 由 唯一 因 式 分 解 定理 〈《 即 第 一 章 82 和 省 
ο 8 Ὁ) 推出 
{(2) |fi(%), 
反 过 来 , δὲ ία) 是 产生 9 元 周期 序列 a 的 线性 移 位 寄存 
器 的 联接 多 项 式 中 次 数 最 低 的 一 个 ， 那 么 a 有 有 理 分 式 表示 


天 89 ,如果 有 dlw) EFo[] 而 Q(z) Ι/ (4), dz) 1g(w), 不妨 


ο Βα) 的 零 次 项 等 于 1 并 令 


/ Ῥ(α) --ἀ(αω)}ι(α), σίω)--ἀ(α)φι(α), 
， Ῥηι (2), σι(α)ΕΈε[α], ὮΒΆ 
κι... σία) σι(ῷ) 
7 το) ο) 
| Για) 的 零 次 项 等 于 1 而 
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θύφι(α) -- θύφ(α) -- θΊά(α) ««θ9/(α) — θἄ(α) --9”γι(α). 
因此 τον. 也 是 a 的 一 个 有 理 分 式 表 示 ， 根 据 定理 3, }ι(ο) 


也 是 产生 8 的 一 个 线性 移 位 寄存 器 的 联接 多 项 式 . 因 ΓΑ ~ 
产生 a 的 线性 移 位 寄存 器 的 联接 多 项 式 中 次 数 最 低 的 一 
所 以 dz)=1， 这 证 明了 (Τώ), φ(ῳ)) -1. 

根据 定理 4 我 们 知道 ， 产 生 9 元 周期 序列 a 的 最 短线 性 
移 位 寄存 器 是 唯一 确定 的 ; 因而 它 的 联接 多 项 式 也 是 唯一 确 
定 的 .我 们 把 产生 α 的 最 短线 性 移 位 寄存 器 的 联接 多 项 式 叫 
做 它 的 极 小 多 项 式 ， 我 们 有 

系 理 ἐξ (ία) 是 9 元 周期 序列 & 的 极 小 多 项 式 ,那么 & 


有 有 再 分 式 表 示 多 2 ,其 中 (ία), σίο)) --1, 而 且 7(o) 是 


产生 & 的 任 一 线性 移 位 寄存 器 的 联接 多 项 式 的 因 式 . 
定理 5 设 f(%) 是 9 元 周期 序列 a 的 极 小 多 项 式 . 那么 
(9) 的 周期 p(f) 等 于 a 的 周期 p(a). 
证 . 设 


5) amt— 415) (7) 


.. dFdC) 


σταρ... ο) σίαγάω)  σίαλά(α). 
于 是 高 了 fd τα 


由 9°g(%) 二 0°f(z) 8Η σ(α)ά(σ) «δἵ1.--α) -1, 记 
ὃ (ο) -- φ(α) (Ὁ) -- ο hist Ίος ον Ελ ια ὃν 
那么 Σαρ- ος. 
--᾽(ω) Ελ (α)αί- ΓΑ (α) w+ 
比较 系数 可 得 
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ἄλιεμ-- ταν, k=0, 1, 2, ..., [--1: 和 一人， 1, 2, ... 
因此 p(a) |]. 
再 设 ρί8) ---, ρα 
- γᾶ... hi (%) | | 
I (10) 


其 中 如 (ww) ΕἘα[α], Θυλι(ῳ) <V， 那么 由 (7) ，(10) 两 式 推出 
1(ο)ἡ() --(1--α)φ(α). 

因 Τα 是 a 的 极 小 多 项 式 ,，(f(w)，g9(%)) --1, 因此 f(%)| 
1 一 ,于 是 p(f) 1, 

因此 ρί Ὁ --»(8). 

系 理 1 设 jF(z) 是 Ἐς 上 的 零 次 项 等 于 1 的 不 可 约 多 项 
式 ,那么 GCf) 中 的 非 零 9 元 周期 序列 都 以 Ρίο) 为 极 小 多 项 
式 ,而 它们 的 周期 都 等 于 Τα) 的 周期 . 

系 理 2 设 g 元 周期 序列 a 有 一 个 有 理 分 式 表示 ὅς, 
那么 p(a)12( 户 )， 

证 . 设 &a 的 极 小 多 项 式 是 f1(w), 那 那么 根据 定理 4, 
Γι (0) |f(%). 因此 np( Γι) |p(f). 根据 定理 5 义 有 φί8) 11). 


所 以 p(a) 1). 


这 样 ， 我 们 利用 9 元 周期 序列 的 有 理 分 式 表 示 法 导出 了 
本 章 8 2 的 全 部 主要 结论 。 我们 再 指出 怎样 利用 9 元 周期 序 
列 的 有 理 分 式 表示 法 来 讨论 GD 访 中 的 平移 等 价 类 (这 里 了 是 


ο Έα 上 的 一 个 零 次 项 等 于 工 的 多 项 式 ), 即 得 出 $3 中 的 主要 和 丝 


论 定理 3, 3, 4， 首先， 显而易见， 根据 定理 3 的 系 理 ,8 3 定 
理 2 是 下 面 这 个 关于 部 分 分 式 的 引 理 的 直接 推论 . 

引 理 1 设 f(z), fi(z), Μια), σία) ΕἘ«[α], /(ϱ)-- 
}ι(α)}ε(α), (Τι(α), fa(2)) =1 而 0°g(%) «“ΘΡ(α), Θ'γι(α) 
>0，8ojfa(o)>0， 那 么 有 οι(9), (ο) ΕἘἹ[α], θ)σι(α) < 
0° ι(α), Θθφα(α) 之 0°fa(%) 使 


«ὖθθο 


σία). _ στ) (Φ) μα) (11) 
| (ο). fi(%) ΗΧΟΣ 
”而 且 适 合 上 述 条 件 的 σιία), φε(α) 是 唯一 确定 的 . | 
”证 ， 由 假设 (有 (2),fs(%)) =1, 根据 第 一 章 §2 定 理 2 的 
系 理 , 有 如 (w%), λείο) Eo[w] 具 有 性 质 
1--λι(α)}ι(α) + δω (ο) Γι). 
ΠΒ (ο) 3ὲ ΓΑ, 得 
go 一 OP 有 (Oo 十 IC) (ο)! 2(%). (12) 
用 fo(w) 去 除 g(w)hi(w), 得 
φ(α)]η(α) --ᾳ(ῳ) ία) "-φα(ω), Oga lw) «07 α(ῷ), 
将 上 式 代 入 (12) 式 右 方 , 得 : 
OPTAOLMNOEICONOE AONONAC) 
令 σι(α)--φ(α)}α(ῳ) -ι(ω)ᾳ(ο), ΠΒ 
φ(ῳ) --φι(ω)}ι(ο) }- φι(ο)}α(αλ. (18) | 
因 上 式 左 方 及 右 方 第 一 项 的 次 数 都 <aof(o),， 故 名 (9i(o) 。 
/(α)) ««Θ'}(α). {8.9} (2)=0° Γι(ω)α(ῳ)) -Θ᾽Ρι(ῳ) 十 9 fa lr) 
ΠΠ δ'(φι(α)}ο(ῳ)) --Θ᾽φι(α) “-Θ'}α(ο), Ἐκ Θύφι(ω) «Τι(α). 
用 f(w) 去 除 (18) 式 两 边 就 得 出 (11) 式 . 
再 证 gCw) ,ga(w) 的 唯一 性 , 设 又 有 (2), ξαίῳ) ER 
9 2) <O fi (), Θ'Καίω) «Θ᾽]εία)  Τσλ 
- φ(α) ἔα ἐιία) ΚαίΦ) 
Τί) πο ΚΟ 
将 上 式 双 方 乘 以 Joe) -}ι(α)Ρα(ω), 18 
go) = ἔρ(α)ῇι(ῳ) + ἔι(α)}α(α) (14) 
从 (18) 式 减 去 G14) 式 , 得 
(ga(o) -- ἑο(α))}ι(α) = --(ϑι(ῳ)--ἔι(α))᾽α(α). 
ΒΗ (;ι(ω), ;α(ο)) --1, {κ Τα(α) | (φα(ῳ)--βο(ω)). 1Η Θθ(σφα(ω) 
-- ἑαία)) «Φ'}α(α), ἐκ ga(%) 一 ka(w) --0, ΑΗ φα(ω) -- ἑαία), 
随 之 也 有 σι(ω) = ki(%)， 


。399 » 


其 次 ， 在 $3 中 曾经 指出 该 节 定理 3 是 该 节 定 理 2 和 引 
理 4 的 推论 .现在 我 们 利用 g 元 周期 序列 的 有 理 分 式 表示 法 κ 
再 给 出 该 节 引 理 4 田 一 个 证 明 . 

设 (2)(%=1,2,，…, τ) 是 Fo 上 ”个 两 两 互 案 的 零 次 
项 等 于 工 的 内 次 多 项 式 ,m 关 1. 再 设 &.EG(f0),i=1,2,…,7 
我 们 要 证 明 

pAi+ Ag 二 Ta) = [p(B2), Pag), …, Pay). 

设 Βι--(άρ, ἅμ, ἄμ, 一 2， 

再 设 a 的 极 小 多 项 式 是 mi(e)， 那 么 ρίϑι) -ρίπα), 
mao)| γιο) 而 ΜΙ 


Σ) αἰρ'-- ος 4 一 十 ， 2， “ΓΕ 


那么 ai 二 aa 二 :十 ar 有 有 理 分 式 表示 
Σ(Σ οὐ }9΄- 8 (5 αἰα-- ο 


(2) 
. Σ) πει(α)ποο(9)». «γη..ι(Φ}θι(ο)πωι(ῶ)-“πνε(ῳ) ! 
和 ο που) mV) ο. πο () 
ΒΒ ια), Γεω), οτε, 广 (2) 两 两 互 素 ,所 以 Ya(CO)，72s(2) 
mr《w) 两 两 互 素 ,于 是 


mw) ma Cw) "mr (2), παν (2) ma (2) ma Ce) 


X(T) MT) Mm (2) ) =1. 
` 因此 ma(z)ma(2)…2or(2) 是 十 as 十 … 十 ar 的 极 小 多 项 式 . 
于 是 
φ(8ι 1-80-Ξ-»':-[-8,) -- DMmMIMma my ). 
这 样 问题 就 化 为 证 明 下 面 这 个 引 理 . 
引 理 2 设 τι), πιοίῳ), -'', πιγ(ῳ) 是 Ἑ [ο] 中 7 个 
两 两 互 案 的 稚 次 项 等 于 1 的 多 项 式 , 那么 
Pmima mr) 一 [PMD), Ῥίπιῳ), ''', PAM)],. 
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证 . Ἑξρίπῳ) ἷν 即 2 是 最 小 正 整 数 使 (2)12 一 二 5 
t=[h, b,j. ΒΔ πυι(α)]α--1, Ε πια), πιρ(α),'', 
πι(α) 两 两 互 素 , 根据 唯一 因 式 分 解 定理 推出 πια(α)ηια(α)»'' 
or(z) |αἱ--1, μμ »(πιχπιφ--“πιε) |1, 

其 次 ， 2 7 =p (mame "Myr). 那么 mm "my | --- 1, 于 
是 πι[α--], ὁ--1, 2, »'',, τ, βὴ 1 ρίπι) 一 8 于 是 
1 一 [ρ{πια), βίον), ''', Ρ(πος)} |. 

Η ζ|1 λε 1|1' 11 1--ἶ. 

同样 显而易见 , 根据 定理 3 的 系 理 , 8 3 定理 4 是 下 面 这 
为 一 个 关于 部 分 分 式 的 引 理 的 推论 . 

引 理 8 (ο) 是 fo 上 的 一 个 零 次 项 等 于 1 的 多 项 式 ， 
e 是 一 个 正 整 数 ， 再 设 g(%) ς [ο] ΠΠ Θύφ(ω) ««θὺΓ(ω): 36 
么 有 σι(0), σα(α),. ση θείῳ) EF, [ο], θύφι(α) < O°f (%), 
| ὁ--1, 2, ».--:, 6, {ᾱ 

Ὁ αι ας 2 ο. Ὁ | 
ζώο ων ας 
而 且 适 合 上 述 条 件 的 σι(α), σοία), “'', σε(ῳ);ε 56-18 πε “3. 

证 ， 用 fw) 一 去 除 g(w), 将 所 得 的 商 记 作 gi(%), 余 式 
记 作 τι(ω), ΤΝ θύοι(ϱ) --«δὺ (2), δύτι() «6 (ως 再 用 
(ο): 去除 ri1(w%), 将 所 得 的 商 记 作 gs(2)， 余 式 记 作 τα(α), 
ΜΙ δὑσείω) 过 9%f (2), Θ'τα(α) «Θ'Ρ(α)’-5 ὑπο τ 5Ε. 

σ(α) - φι(ο)}(α)΄"Π-γι(ῳ) 
τι(ῳ) = φο(ο)}(ῳ)΄-"-"-τα(α) 
ΠΊΕ -- ge-1(2)f (2) 十 9o -iD)， 
令 σε(0) 一 fo-1(%)， 那么 σι(α), ga(%)，、…， ge(2) 的 次 数 都 小 
于 f(%) 的 次 数 ， 由 这 些 方程 一 起 推出 
θ(ο) -- φΚα)](ω)'"'"-φα(ο)}(ω)΄---''"-θε-ι(α)}(α)η-Φφε(α) 
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用 (ο). 去 除 上 式 双 方 就 得 到 (15) 式 . 

至 于 (zc)，ys(z)，…，ge(z) 是 唯一 确定 的 这 一 点 则 是 
名 余 除 法 中 商 式 和 余 式 是 唯一 确定 的 推论 . 

这 样 我 们 就 利用 g 元 周期 序列 的 有 理 分 式 表示 法 导出 了 
本 革 § 3 的 所 有 重要 结论 。 我 们 建议 读者 再 利用 这 一 方法 去 
讨论 本 章 8 10 中 的 几 个 例子 . 

最 后 , 我们 来 介绍 α 元 周期 序列 的 根 表示 法 .我 们 先 证 明 

πια 4 设 f(w)EFuc[z]， 则 有 正 整 数 存在 使 下 ow 包 
有 f(z) 的 全 部 根 ， 

证 . 将 f(z) 在 Fa[w] 中 分 解 成 不 可 约 因 式 的 乘积 

f(z)=f1(2) "fa 2) Εν (2)””, 
其 中 所 (82), fa(2),…, fr《z) 是 Fa[zj] 中 两 两 不 同 的 不 可 约 
多 项 式 .， 设 f(z)==mm, ὑ--1, 2, ος, 那么 根据 第 一 章 
$4 引 理 2, γι(α)|α΄''--α, ὑ--1, 2,*…, τ, ΦΛ--[ηι,πῳ,''', 
mj]。 3Α αἴ" αἰαΐ΄--ς ΙΗ, Πα) ο -α, 因 卫 ov 的 全 
“部 元 素 即 是 到 一 2 的 全 部 根 , 所 以 fi(%w) 的 全 部 根 都 在 了 ov 之 
中 。 于 是 f(z) 的 全 部 根 都 在 qs 之 中 . 

设 f(%) EFo[z], 0°f(z) 一 n. 根据 引 理 4 可 设 f(2) 的 根 ， 

都 在 某 一 个 有 限 域 For 之 中 。， 那么 在 or Ε, f(x) 有 分 解 式 
Ρίο) --(α-- αι)(0-- αφ)". (α--αι), αις Ἐν. 

如 果 o, ας, …, αι 两 两 相 异 , 我们 就 说 f(z) 无 重 根 .我 们 知 

18,31 了 f(z) 在 oa 上 不 可 约 时 , f(z) 无 重 根 ; 如 果 a 是 它 的 一 

个 根 , ΒΔ α, αἴ, αἵ", -.., αἲ 就 是 f(z) 的 全 部 根 . 

引 理 6 设 f(w), σία) ΕἘε[α], O°g(%)<0°f(z) --η, 而 
f(w) 的 零 次 项 等 于 1 且 无 重 根 、 假 定 在 or 中 f(x) 有 分 解 
式 

f (2)= (α--αι)ία--ας)''.(α--αι), αις Ban, 
那么 我 们 有 
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gz) β ϐ ,., Αι 
Ὁ) στα, αρ) 


其 中 βι, βο, -'', βιΕ Έα Η.Η1 f(z) Ἠϊ φ(α) 唯一 确定 . 
2) ({(ω), φ(α)}-1 “ΗΠ 54 βι, βα, σι, βε 全 不 等 
于 0. 
证 .1) 是 引 理工 的 特例 . 
现在 去 证 明 2)， 若 βι, βα, …, Bs 中 有 等 于 0 的 ， 不 妨 
设 Bi, Bs, …, Br*0 而 Brri=Br+ts=*…==B,=0, ?<n, 那么 
σ(5) νὰ βι -SS βι | 


δ 


_ ο 
(0-- αι) (α--ας).' (α-- αι)᾽ | 
其 中 Μία) -- Ὁ) βιία--αι)(α-αν)'''(α--α-α) 
Χ (α--α.ι)-'«(α--ας), 
加 ο) gc . 
η Εν “η Ga) on) (Coo) 
σία) - 
因此 (α--α,1)''«(-- αρ) ία) 
于 是 (α--α-.ι)'''(Φ--α)) | φ(Ώ). 
由 此 推出 (α-α,ιι)'-:(α--α))| (f (2), φ(α)λ. 
因此 (Ρία), g9(72))#1. 


反之 , 设 (2), φία)):1, 8 ἀ(α) κα), σία)), ΒΒ 
Αθ'α(α)5-1 可 以 写 
Τ(ο) -- [ι(ω)ά(α), σία) = φι(α)ά(α), 
设 δ0Η, (0) ο, ΒΒΔ χτη ΤἸ]ξαι, αν, "'', or κ Τι(α) 的 全 
部 根 ， 因 f(z) 无 重 根 ， 所 以 ax, mo, …, or 两 两 相 异 .根据 
引 理 1， 有 
fw) ία) C—O 人 一 or 


ο 4085 


ο = 一 ,一 


其 中 忆 , …， BEEor， 由 Bs, Βε, ''', Bs 的 唯一 性 推出 
βι--βι, β.--β»., .. Br=B., β.ει--»''--βι--0, 
于 是 βι, Βα, “''ν Bs, 中 有 等 于 0 的. 
”这 样 引 理 5 就 完全 证 明了 . κ 
定理 6 设 f(x) 是 fs 上 的 零 次 项 等 于 1 的 nn 次 多 项 式 ， 
并 假定 f(%) 无 重 根 ， 设 fz) {8 τι ΛΒ αι, αι, --., αν, Ἐ 
们 属于 某 个 or, ὨβΔαι, αὐ, .'', α. 都 不 等 于 0 再 设 
a 一 (go, αι, σ, "'') 是 一 个 9 元 周期 序列 . 
1) 如 果 a 以 f(zw) 为 它 的 一 个 生成 多 项 式 ， 那 么 存在 者 
唯一 的 一 组 元 素 λα, 人 3，…， MEEor 使 


αν-- Ὁ 和 (ar k=0, 1, 2, ς΄” (16) 


反 过 来 , 如 果 有 λα, λο, …，)EEov 使 (16) 式 成 立 , 那么 & 以 
f(z) 为 一 个 生成 多 项 式 。 κ 

2) 如 果 用 Γι(α) 3ὲ αι 的 极 小 多 项 式 , ΒΗ /᾽(α) 3ξ a 的 极 
小 多 项 式 , 那么 f(z) 产 (o), 当 且 仅 当 入 0G=1, 2,…, η). 
ΡΜ, a 以 f(w) 为 极 小 多 项 式 , 当 且 仅 当 和 ,和 As, …, 和 都 不 
等 于 0. 

3) {πα γω) 不 可 约 , 设 a 是 了 (xz) 的 一 个 根 , 那么 (2) 
的 全 部 根 是 αι--α, αο--αῖ, os 一 Cd ， κ.“ α.-- αἴ” 按 (16) 式 
来 定义 αν, ὧ--θ, 1,，2,…。， 那么 &= (co αι, ας, "'') 是 0 元 
ΜΑΗ, ΘΗ λλινι, ὑ--1, 2, ..'',, π (我 们 约定 
Mn+1 = A1). | 

Πε, 1) 设 [(α) 是 & 的 一 个 生成 多 项 式 ， 那么 & 的 形式 
窜 级 数 表 示 可 表 成 以 (XY) 为 分 母 的 有 理 分 式 


er = Pe, Org(2) «Θ'γ(α). 


根据 引 理 δ, 


' φψ4Ώάν 


ΕΙ --βιας1) (αχ!) αν 


比较 系数 并 令 入 一 一 Biar! 即 得 (16) 式 . 由 βι, βε, '.', B 的 
| 唯一 性 就 推出 λα, λα, ΝΕ; λα 的 唯一 性 . 
友之 ， 如 有 λα, λα, σπα λας Fa 使 (16) 式 成 立 ， να 


αι" 一 (Σ λι(αζ 15) Z 一 Σ λίρας), 


其 中 gm) -Ὁ -λιαι(ω--αι)(α-- αἲ)"' (α-- αν ι) 
Χ(α--αμα)''"(α--αι), 
因 σ.ΕἘΘΧΙ ε--0,1,32,..., (ο) ς Εε[α], Βτϱ) σία) ΕΕι[α]. 


因此 ΗΝ 是 a 的 一 个 有 理 分 式 表 示 , f(z) 是 & 的 一 个 生成 


多 项 式 . 
2) 设 广 oz) 是 a 的 极 小 多 项 式 ， 那么 有 


Bo = πο Fo), go)) 1 (1) 
设 }(α) -(α--αι)(α--ας)'-(α--ας), 

Ἀπ. }ίω)-}Ρ̓(ω)(α--αν.)(α--α,.ο)'''(α-ᾱ),. . 
因 Ρ(α) -0Ἂ ὁ--1, 3, -.-, ", ΒΓ Λία) !7(α) Ἀ ὁ--1, 
2, η, Χ. 8 7(α) 50 1) ἐ-τή-1, “ὁ τ, ΒΕΡλ Τζο) 1) (ο) 
对 j 一 + 十 1,…, α, 3848538 ὅ, | 
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δίῳ) κ βι β» see Br 
Fry) 多 一 C4 十 化 -一 0e tt 多 一 Cr 。 


因 (17) 式 成 立 , 由 βι 的 唯一 性 推出 

βι--βῑ, Bs= Bs, κ. β.--β-, Brii= Br+s="**= Bn=0. 
更 内 了 7(%) 是 8 的 极 小 多 项 式 ,所 以 βι, βα, ''', Br 都 不 等 于 
0 λι--βα', 故 入 ， hp，…， 和 和 都 不 等 于 0 而 jia= 
和 4a 一 … 一 和 hn 一 0， 因 此 (2) |"), ἡ Β54 λι0, 

3) 设 f(w) 不 可 约 , 而 

| αια, α)-αῖ, ας--αΐ', ».., n= 
是 它 的 全 部 % 个 根 ， 35ωαΐ-αιι, ὑ-1, 2，…，% (我 们 约 
定 owti 一 04)， 我 们 知道 ，& 是 Y 元 序列 ， 当 且 仅 当 αξ--αν, 
=0, 1, 2, …。 我 们 有 

= b> Nar)* | -> Nanh)’, p=0, 1, 3, ». 
那么 由 λι 的 唯一 性 可 推 知 ， 嗓 = ax ὧ--θ, 1, 2,…, ΠΗ 
当 λήγῃ, ὁ--1, 2，… τε 

这 样 定理 6 就 完全 证 明了 . 

如 果 f(w) 是 Fa 上 的 一 个 零 次 项 等 于 1 的 无 重 根 的 % 次 
ΑΡΑ, αι, αα, ---, αι 是 它 的 7% 个 根 ， 而 & 是 一 个 9 元 周期 
序列 , 它 以 f(%) 为 它 的 一 个 生成 多 项 式 , 我 们 把 (16) 式 叫做 
a 的 枢 表 示 法 .。 特别 ， 如 果 (ο) 不 可 约 ， 那 么 αι, ας, ''', 
ας Ἐν, 对 aE€ Ro, 定义 

Έτριε(α) 一 2 十 0 十 ol t+tar 
那么 根据 定理 6 中 的 3), 可 将 (16) 式 写作 
αντ τει ει[λι(ατ ) 1], ἐ--0, 1, 2，…。 
我 们 把 它 叫 做 9 元 周期 序列 a 的 迹 表 示 法 . (4 Je) 是 本 原 
ΦΠΑ, 它 在 本 章 $4 中 已 经 出 现 过 . ) 也 可 以 仿照 8, 利用 
根 表示 法 来 讨论 4 元 周期 序列 的 采样 , 我 们 就 不 重复 了 . 
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第 四 章 纠 错 码 导 引 


纠 错 码 的 内 容 非常 丰富 , 是 编码 理论 的 重要 组 成 部 分 ,分 
为 分 组 码 和 树 码 (主要 是 卷 积 码 ) 两 大 类 ， 本 章 是 导 引 性 质 的 
一 章 , 包括 的 内 容 很 少 。 在 这 一 章 里 我 们 先 介绍 分 组 码 的 一 
些 基 本 概念 , 并 以 Hamming 码 为 例 来 阐明 这 些 概 念 , 随后 我 
们 介绍 了 BOH 码 和 它 的 译 码 , 这 是 很 重要 的 一 类 纠正 多 个 差 
错 的 分 组 码 ， 最 后 我 们 介绍 了 Reed-Solomon 码 , 这 是 一 类 很 
好 的 纠正 成 区 间 差 错 的 分 组 码 。 至 于 卷 积 码 , 我 们 并 没有 进 κ 
行 任何 讨论 。 对 纠 错 码 有 兴趣 的 读者 ,在读 完 本 章 后 , 可 阅读 
本 书 所 附 参 考 书 目 中 的 [17],，[18]，[26]，[27]，[28] 等。 


9 1 数字 通信 与 纠 错 码 


通信 征 将 甲 地 的 信息 传送 到 乙 地 ， 通 常 把 甲 地 叫做 信息 
源 , 也 叫 发 方 , 把 乙 地 叫做 收 信者 , 也 叫 收 方 ， 最 简化 的 通信 
模型 可 用 下 面 的 框图 来 表示 : 


图 1 
信道 包括 信息 的 调制 (如 将 信息 源 的 信息 调制 成 电讯 号 )， 发 
送 , 传 信介 质 ( 如 空气 或 电线 等 )， 接 收 和 解 调 ( 即 将 接收 到 的 
电讯 号 还 原 成 信息 源 发 送 的 信息 ) 等 部 分 。 传送 的 信息 可 以 
是 声音 , 可 以 是 文字 和 图 象 , 也 可 以 是 数字 。 例 如 电话 和 广播 
传送 的 是 声音 , 电视 和 无 线 电 传真 传送 的 是 文字 和 图 象 , 而 电 
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报 传送 的 则 是 数字 信息 ， 将 信息 源 的 信息 转化 成 数字 信息 伟 
送 给 收 信者 就 叫 数字 通信 ， 工 程 上 最 易 实现 的 是 二 元 数字 信 
息 的 传送 ， 所 谓 二 元 数字 信息 就 是 用 有 限 长 的 二 元 元 素 组 
(4ο, σι, σα», "πο, ἄχ-α), 4 一 0 τὰ 1 
代表 的 信息 . 可 以 把 0 和 二 看 作 二 元 有 限 域 了, 中 的 元 素 , 通 
常 是 用 同样 长 的 二 元 元 素 组 来 代表 一 个 信息 集合 中 的 信息 . 
例如 可 以 用 32 个 二 元 5 元 素 组 
( 即 长 为 5 的 二 元 元 素 组 ) 来 代表 
诸 英 文字 母 和 有 关 标 点 符号 ， 如 


表 1 


-καὶ 


000900 
0909060601 
009010 
0096011 


00100 
00101 


00110 
00111 


11010 
11011 

11100 
11101 
11110 
11111 


英文 字母 
元 ας 组 | 或 标点 符号 


采取 种 种 技术 上 的 措施 . 
的 指 施 的 同时 ， 青玉 用 抗 干 扰 编 码 的 办 法 ， μεν, 在 数字 
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图 2 所 示 . 也 可 以 说 是 用 上 上 
5 维 行 向 量 空间 Fs(s 中 的 向 
量 来 代表 诸 炎 文字 母 和 有 关 标 氮 
符号 ， 这 样 Vs(Fs) ΜΑ 


”是 数字 信息 . 


数字 信息 在 传送 过 程 中 可 能 
受到 种 种 干扰 (如 对 于 无 线 电 信 
号 来 说 ， 自 然 界 存在 的 电磁 源 以 
及 其 他 无 线 电 系 统 发 射 的 信号 等 
等 ), 这 样 接收 到 的 数字 信息 可 能 
就 不 是 原来 信息 源 发 送 的 数字 信 
息 ， 为 了 使 信息 源 发 送 的 数字 信 
息 能 正确 地 传送 到 收 信者 ， 可 以 


更 好 的 办 法 则 是 在 采用 种 种 技术 上 


. ©@T 
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信息 传送 之 前 先进 行 一 次 抗 干扰 编码 ， 然 后 再 发 送 抗 干扰 编 
码 后 的 数字 信息 ， 抗 干扰 编码 有 检 错 编码 和 纠 错 编码 . 

举 上 面 的 例子 来 说 ， 原 来 的 数字 信息 的 集合 是 Ρ (ἘΠ. 
一 个 原始 数字 信息 是 一 个 5 维 行 向 量 (ου, οι, c2, cs, οὐ), 我 
们 把 这 个 5 维 行 向 量 扩充 成 一 个 6 维 行 向 量 

σ. (Co, C1, C3, C3, ος)» (ου C1, 9, 68, 68, Σο ), 
其 中 求 和 是 在 中 求 和 ， 信息 源 不 发 送 (co οι, σα, ca ο), 
而 发 送 


σ((οο, C1, (3; 68; C4) ) -(- C1, C2, C3, (ΔΑ, Σια). 


记 σ(γε(Ἐ9)) -{σο) οςγε(Έο)}, 
ὮΡ “Α o(Vs(F,)) CVe(F,). 


我 们 把 ao (V5CF2)) 叫做 码 ， 把 其 中 的 向 量 叫做 码 字 ， 而 把 
Ve(Fs) 中 的 向 量 叫 做 字 . 注意 r(s(Es)) 中 的 向 量 有 一 个 特 
征 性 质 , 就 是 它 的 6 个 分 量 之 和 一 定 是 0， 换 句 话说 ,Ve(F，) 
中 的 字 是 一 个 码 字 ， 当 且 仅 当 它 的 6 个 分 量 之 和 是 0， 这样 
当 发 方 发 送 一 个 码 字 | | 
οκ (ορ, C1, Ca, C3, 68, ος), Σ1α”-0 
后 , 设 收 方 收 到 的 字 是 
r= (ro, Τι, Τὰ, Τα, ΤΑ, Το), 

ο ρα ο 0， 那 就 在 传 
送 过 程 中 一 定 出 现 差错 , 确切 地 说 , 有 奇数 个 位 ( 即 分 量 ) 发 生 
差错 ( 即 0 传 成 1 或 1 传 成 0)， 当 然 如 果 μι 0, 那么 在 传 
送 过 程 中 可 能 不 发 生 差错 , 也 可 能 偶数 个 位 发 生 差错 ， 因此 
如 果 码 字 在 信道 中 传送 时 顶 多 出 现 1 个 差错 ( 即 或 者 不 出 现 
差错 , 或 者 只 1 位 出 现 差错 ), 那么 收 方 肖 定 可 以 查 出 有 没有 
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差错 . σ(/υ(Εὐ}8 τ“ π| 4 15 αα, 它 是 检 错 码 的 一 个 
最 简单 前 例子 、 数 字 通 信 中 采用 它 , 可 以 检查 出 <1 个 差错 . 
ΑΛ ΓΙ(Έ9) ΒΑ Ρε(Ε9) 的 映射 cc 就 叫 检 错 编码 ， 它 在 工程 上 
是 不 难 实现 的 、 码 o(Vs(s)) 中 码 字 的 前 5 位 叫做 它 的 信息 
位 ,而 最 后 一 位 是 添上 的 校 验 位 。 计算 收 到 的 字 工 的 6 个 分 
Ἐν ΠΙΑ δα δέ, 它 在 工程 上 也 是 不 难 实 现 的 . 

一 般 地 ， 设 信息 源 的 原始 数字 信息 的 集合 是 ιο), ᾳ 
是 一 个 素数 的 车， 而 多 是 大 于 8 的 一 个 整数 。 设 co 是 从 
(Το) [εξ Αν Ρα(Ετ) 的 一 个 一 一 映射 : 

σ. Vy (Ε α)--»Ρ η (Έω. 

11, Ο--σ(ε(ξο), 
导入 CCV, (Fo). 
设 在 数字 通信 中 采用 C 作为 码 ,那么 C 中 的 向 量 就 叫 码 字 ,n 
η (σα, 而 码 字 的 分 量 昌 做 码 元 、 现 在 码 元 在 Fo 中 取 值 ， 
所 以 C 就 叫 g 元 码 ， 我 们 还 把 让 ,(ko) 中 的 向 量 叫 做 学 ， 而 
字 的 % 个 分 量 从 左 到 右 依 序 叫做 第 0 位 置 的 分 量 ， 第 1 位 置 
的 分 量 , 第 2 位置 的 分 量 , …, 第 nn 一 1 位 置 的 分 景 , 而 码 字 的 
n 个 码 元 则 从 左 到 右 依 序 叫 做 第 0 位 置 的 码 元 ， 第 二 位 置 的 
码 元 , 第 4 位 置 的 码 元 ,第 % 一 上 位 置 的 码 元 、 发 方 发 达 一 
个 码 字 后 , 如 时 在 传送 过 程 中 码 字 有 -ἱ 个 位 置 的 码 元 (或 分 
量 ) 发 生 差 销 , 收 方 从 收 到 的 字 就 可 以 判断 在 传送 过 程 中 有 没 
有 差错 发生， 那么 C 就 叫 码 长 % 的 可 检查 出 了 个 差错 的 检 错 
5, 而 o 就 叫 检 错 编码 κ 

在 双 问 信道 的 情形 , 即 收 方 也 可 以 发 送信 息 给 发 方 , 当 收 
方 从 政 到 的 字 查 出 码 字 在 传送 过 程 中 有 差错 发 生 时 ， 就 可 以 
通知 发 方 重 发 一 次 这 个 码 字 . 但 在 单 向 信道 的 情形 , 却 不 能 
这 样 做 ， 确实 有 单 向 信道 的 情形 存在 . 例如 , 信息 源 有 一 组 
原始 数字 信息 , 将 它们 输送 进 一 个 存储 系统 (如 电子 计算 机 的 
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磁带 )， 这 时 可 将 这 个 存储 系统 看 作 信道 ， 输 进去 之 后 , 原始 
数字 信息 即 不 再 保存 ， 过 了 一 段 时 间 之 后 ,需要 取 用 存储 系 
统 中 所 存储 的 数字 信息 , 可 以 把 取 用 者 看 作 收 信者 ， 如 果 存 
储 原 始 数字 信息 时 ， 将 原始 数字 信息 进行 检 错 编码 以 后 再 存 
入 存储 系统 , 即使 取 用 者 查 出 所 存 某 一 数字 信息 有 错 , 他 也 没 
有 办 法 通知 信息 源 再 重 发 一 次 这 一 数字 信息 .又 如 为 了 减轻 
人 造 星体 的 重量 ， 有 时 人 造 星体 只 载 发 送 设备 而 不 载 接收 设 
备 ， 这 时 人 造 星体 只 能 发 送 电 信号 给 地 球 上 的 接收 站 , 而 不 
能 接收 地 球 上 接收 站 发 出 的 电信 号 ， 在 单 向 信道 的 情形 , 采 
用 检 错 码 尽 管 可 以 检查 出 码 字 在 传送 过 程 中 是 否 出 现 差错 ， 
但 当 检 查 出 差错 后 却 无 助 于 收 信 者 获得 信息 源 发 送 的 码 字 . 
这 时 就 要 采用 纠 错 码 . 

仍 设 原始 数字 信息 集合 是 Vx(Fo), 而 n>k, σ 是 从 
(Fo) 映 入 V,《Fo) 的 一 个 一 一 映射 : 
| σ. Κα (Έ/)-»υ (Ες). 
仍 记 C=e(Px(EO)， 设 在 数字 通信 中 采用 C 作为 码 。 发 方 
发 送 一 个 码 字 后 ， 如 果 在 传送 过 程 中 码 字 有 <t 个 位 置 的 码 
元 (或 分 量 ) 发 生 差错 ， 而 收 方 从 收 到 的 字 可 以 正确 译 出 发 方 
发 送 的 码 字 ， 那 么 这 个 码 就 叫 码 长 nn 的 可 纠正 个 差错 的 旨 
错 码 , o 就 叫 纠 错 编码 . 

采用 抗 干扰 编码 的 数字 通信 有 以 下 的 框图 : 


. 检 错 措施 
或 纠 错 译 码 


图 3 | 
检 错 编码 或 纠 错 编 码 由 编码 器 来 实现 ， 而 检 错 措施 或 纠 第 译 
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码 由 检 错 设备 或 译 码 器 来 实现 . 
通常 我 们 把 一 logsg ΠΙΑ σ--σ(Ψκ(Εο)) 的 信息 δε, 


在 数字 通信 中 , 我 们 要 针对 具体 的 需要 , 选择 信息 率 高 ， 检 错 
(或 纠 错 ) 能 力 大 ,而 编码 和 译 码 都 比较 简单 的 码 . 
我 们 再 举 一 个 纠 错 码 的 例子 ， 设 信息 源 的 原始 数字 信息 

是 Vo) 中 的 4 个 向 量 
| (00) (οἱ) (10) (11), 
对 它们 进行 纠 错 编 码 : 

σ((00)) --(α 0010) 

σ((ο1)) (οί 1) 

o((10))=(140101) 

ol((11))=(01110)., 
8 C=o(V,(F,)), 
那么 CO={(10010), (010013, (0101), (01110)} 
就 是 一 个 码 长 5 的 、 信息 率 2/5 的 码 ， 假定 发 方 发 送 了 0 的 
一 个 码 字 , 收 方 收 到 一 个 字 rEV;(Fs), 问题 是 将 tr 译 成 哪 
一 个 码 字 . 通 稍 译 码 采取 所 谓 “ 极 大 似 然 译 码 方法 ”, 这 就 是 
说 ,看 τ 最 “和 象 "哪个 码 字 就 把 它 译 成 娜 个 码 字 . 至 于 什么 是 
““ 象 ,这 最 好 在 让 ;(F,) 中 引进 Hamming 距离 来 加 以 说 明 . 

设 a,b 是 V,CEo) 中 的 向 量 . 写 
A= (αρ, αι, 9ο, "... μι 
Ὁ --(ὦο, δι, ba, ---. ὃς 1). 
ἘΝ ρί8, Ὁ) Ἢ 8 ΛΙ Ὁ ΑΜΑΝ 3 的 个 数 ， 
αι ὃι μ} ὁ 的 个 数 . 
ρί8, Ὁ) - 221 


我 们 把 ρία, Ὦ) 叫做 a 和 Ὁ 之 间 的 Hamming 距离 ,简称 中 
离 
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CC 


例如 , 对 于 C 中 的 码 字 来 说 κ 
ρ(4 00490), (01001))=4, 


p((10010), (10101))=8, 
po((10010), (01110))=3, 
o((01001), (410101))=3, 
p((01001), (01110))=3, 
p((L O0101), (01110))=4. 
现在 设 收 方 收 到 的 字 是 了 YEVs (Fs)， 那 么 r 和 那个 码 字 
的 距离 最 小 , 我 们 就 说 工 和 这 个 码 字 最 “ 象 - 。 这 时 我 们 就 把 
r 主 成 这 个 码 字 . 因此 极 大 似 然 译 码 方法 是 基于 “ 收 到 的 字 


”是 从 一 个 码 字 经 错 传 尽 可 能 少 的 位 而 来 的 可 能 性 较 从 一 个 码 


字 经 错 传 较 多 位 而 来 的 可 能 性 要 大 ”这 一 前 提 的 译 码 方法 . 
从 直观 上 来 看 , 要 求 信 道 对 每 一 位 来 说 , 正确 传送 的 可 能 性 比 
错误 传送 的 可 能 性 要 大 ,是 合乎 情理 的 ， 否则 这 个 信道 就 太 
不 可 靠 了 . 从 信道 满足 这 一 要 求 出 发 , 就 自然 可 以 得 出 上 面 
说 的 前 提 . : 
我 们 再 回 到 上 面 举 的 例子 ， 看 如 何 根据 极 大 似 然 译 码 方 
法 来 译 码 ， 假定 收 方 收 到 的 字 是 (10110)， 计算 一 下 这 个 字 
与 Ο 中 码 字 的 距离 ， 发 现 它 与 (10010) 的 距离 是 1， 而 与 其 
他 三 个 码 字 的 距离 都 大 于 1， 那 么 我 们 就 把 (10110) 译 成 
(10010) ,又 如 收 到 的 字 是 (01101), 它 与 (01001) 的 距离 是 1， 
而 与 其 他 三 个 码 字 的 距离 都 大 于 1, 那么 我 们 就 把 (01101) 译 
成 (01001)， 但 是 如 果 收 到 的 字 是 (11011); 它 与 (10010) 和 
(01001) 的 距离 都 是 2， 而 与 其 余 两 个 码 字 的 距离 都 是 3, 这 κα 


.时 根据 极 天 似 然 译 码 方法 就 不 能 确定 把 (L11011) 译 成 (10010) 


或 (01001). 
我 们 可 以 根据 极 大 似 然 译 码 方法 列 出 一 个 译 码 宕 ， 这 个 ， 
表 的 第 一 行 是 C 中 的 和 个 码 字 。 每 个 码 字 下 面 列 出 的 字 是 应 


码 5 10010 01001 10101 01110 


00010 11001 00101 11110 
11010 00001 11101 00110 
10110 01101 10001 01010 
其 余 的 字 10000 01011 10111 01100 
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该 译 成 这 个 码 字 的 字 ， 这 种 字 一 共 20 个 , 它们 每 一 个 都 与 唯 
一 的 一 个 码 字 的 距离 是 1 而 与 其 余 的 码 字 的 距离 大 于 1，。 虚 
” 线 下 的 8 个 字 是 根据 极 大 似 然 译 码 方 法 无 法 判断 译 成 那个 码 
字 的 字 ， 它 们 每 一 个 都 与 两 个 码 字 的 距离 是 2 而 与 其 他 两 个 
码 字 的 距离 大 于 2, 这 样 ， 一 个 码 字 在 传送 过 程 中 如 果 只 错 
了 一 位 , 即 只 有 一 个 码 元 传 错 , 那么 就 可 以 从 收 到 的 字 正 确 译 
出 原来 发 送 的 码 字 ; 这 只 要 到 译 码 表 中 去 找 一 下 这 个 字 在 哪 
个 码 字 的 那 一 列 就 行 了 .但 是 如 果 一 个 码 字 在 传送 过 程 中 错 
了 两 位 以 上 ， 那 么 按 译 码 表 译 码 就 会 发 生 译 码 错 误 或 无 法 译 
出 ， 例 如 , 设 发 方 发 出 的 码 字 01001 错 成 10001， 按 译 码 表 就 
错 译 成 10101。 又 如 , 设 发 方 发 出 的 码 字 10010 错 成 00000， 
按 译 码 表 就 无 法 译 出 , ΒΗ 00000 在 虚线 下 面 因此 C 是 可 纠 
一 个 差错 的 纠 错 码 . 

当然 , 当 n 大 时 , 按 译 码 表 译 码 , 查找 的 工作 量 很 大 ， 例 
如 当 码 长 %=100 时 , 二 元 码 的 译 码 表 中 一 共有 2: 个 字 ， 要 
从 2:5 个 字 的 表 里 查 出 收 到 的 一 个 字 在 哪 一 个 码 字 的 列 里 ， 
即使 用 快速 电子 数字 计算 机 也 是 难以 完成 的 ， 因 此 在 数字 通 
信 中 ,我 们 往往 选用 具有 某 种 代数 结构 的 纠 错 码 , 从 而 可 利用 
这 些 码 的 代数 特性 来 译 码 . 
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现在 再 回来 讨论 Υ (Ἐν) 中 的 Hamming 距离 . 我 们 有 
定理 工 广 (Eo) 中 的 Tamming 距离 具有 通常 距离 函数 
所 具有 的 一 些 特性 : 

1)《 自 反 性 ) 对 任意 RE 天 (CE )， 
ρ(α, 8) 一 
ο) 《对 称 性 ) 对 任意 a, ὈςΥι(Εο, 

pla, b) =p(b, 8). 
3) (三 角形 不 等 式 )” 对 任意 a, Ὁ, ec EV,(Fo)， 

pla, Ὦ) Ερ(Ὀ, 6) Ξ»68, ο). 

证 ， 前 两 个 性 质 是 显然 的 ， 至 于 第 三 个 性 质 , 设 


及 = (αο, σι, ο, 3.3, σα), 
b= (7ο, δι, δα, μα. b,_1), 
C= (C0, ει, 60, '"", Cn-1). 


显然 当 wii 尖 ca 时 ,一 定 有 
απὸ. πὲ bo 一 0 1, 2, «.., π--1). 
因此 pla, Ὁ) Π-ρ(Ό, ©)>p(a, ο). 

利用 定理 1, 我 们 可 以 证 明 

定理 2 设 C 是 码 长 ”的 一 个 码 ， 如 果 C 中 任意 两 个 码 
字 的 距离 都 之 t 十 1， 那 么 C 是 可 以 检查 出 1 个 差错 的 检 错 
码 ， 更 进一步 , 如 果 C 中 确 有 两 个 码 字 的 距离 等 于 t+1， 那 

么 CC 不 能 检查 出 1 十 i 个 差 销 . 

如 果 Ο 中 任意 两 个 码 字 的 距离 都 22 2ἱ-Γ1, 那么 0 是 可 
纠正 1 Πε 6915, 更 进一步 , 如 果 ο 中 确 有 两 个 码 字 
的 距离 等 于 2 十 1 那么 C 不 能 纠正 1551 1555 θ᾽... 

με, 先 设 C 中 任意 两 个 码 字 的 距离 都 1-1, 假定 信 
ΕΕΔΕ ΤΕ 8, 并 假定 它 在 传送 过 程 中 错 了 所 位 ,， 即 
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有 κε 个 码 元 被 传 错 , 结果 收 到 的 字 是 rt， 即 
ρί8, τ) «-1͵ 

因 C 中 任意 丙 个 码 字 的 距离 都 之 f 填 1 所 以 了 如 果 不 是 & 训 
肯定 不 是 码 字 , 因而 就 可 以 肯定 传送 过 程 中 发 生 错误 。 因此 
Ο 是 可 以 检查 出 t 个 差错 的 检 错 码 . 

如 有 果 C 中 有 两 个 码 字 a 和 Ὁ 的 距离 等 于 t+1， 即 

ρία, Ὁ) --τ--1. 

那么 当 发 送 的 码 字 是 &， 传 送 过 程 中 传 错 了 {十 1 个 码 元 而 错 
[ὰ Ὁ 时 , 就 无 法 从 收 到 的 Ὁ 检查 出 错误 . 

Εν C 中 任意 两 个 码 字 的 距离 都 这 24 十 1， 假定 信息 源 
发 送 一 个 码 字 a, 并 假定 它 在 传送 过 程 中 错 了 <t 位 , 结果 收 
到 的 字 是 了?， 即 


ρ(8, T) <L. (1) 
对 任意 bEC, 我 们 有 | | 
ρία, τ) 1-ρίτ, b) >p(a, Ὦ) 5:94--1. (3) 
由 (了 和 (2) 式 就 可 以 推出 


ρίτ, Ὁ) 2:έ-ἠ-1. 
这 就 是 说 与 任意 一 个 不 等 于 a 的 码 字 的 距离 都 ># 二 1， 而 
与 a 的 距离 κι ντ αι 的 距离 最 小 ， 这 样 根 据 极 大 似 
然 译 码 方法 就 将 了 正确 译 成 a， 因 此 OC 是 可 以 纠正 i 个 差错 
的 纠 错 码 . 

如 果 ο 中 有 两 个 码 字 a 和 b 的 距离 是 2 十 1， 即 

pla, b) =2t+1, 

那么 总 可 以 找到 一 个 字 r 有 性质 
pla, I)=t+1, plb, r)=t. (3) 
实际 上 ， 如 果 αι Ἔδι, αι Ἔ δι το, αν δι. ΠΠ 
αιθ- ἐν, ΧΑ ΑΝΗΗ ἡ, 
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那么 令 μπι, Τι αν '"" Τοπ ας, 
Ti ΜΗ Fe, = Oi, ο με 
rj 一 0;， 对 其 余 的 j， 
IT 一 (fo，74，72 ,Tn-4) 就 符合 条 件 (3)。 这 时 当 发 送 的 码 
ἝΞ &, 传送 过 程 中 传 错 了 t+ 个 码 元 , 错 成 时 ,那么 
ρίε, Ὁ) «ρία, 8), 
于 是 根据 极 大 似 然 译 码 方 法 , 就 不 能 从 收 到 的 字 z 评 出 8a. 这 
时 就 发 生 译 码 错误 或 无 法 译 出 ， : 
这 证 明了 定理 2. 
从 定理 2 可见 ,一 个 码 C 中 两 两 码 字 的 距离 的 极 小 值 
min {ρί8, b)la, bEO, 8-0} | 
是 衡量 Ο 的 检 错 能 力 和 纠 错 能 力 一 个 数 . 我 们 把 它 叫 做 0 
的 极 小 距离 , 
对 任意 &= (αο, σι, ας, *…， Gn-1) eV,(Fo), 我 们 定义 
ο(8) 为 & 的 不 等 于 0 的 分 量 的 个 数 , 即 
υ(α) = 1 


我 们 把 w (a) 也 做 a 的 Hamming 重量 , 简称 & 的 重量 ， 并 把 
码 C 中 不 等 于 0 的 码 字 的 重量 的 极 小 什 κ 
min {ω(8) 860, 8-:0} 

叫做 & 的 极 小 重量 . 

我 们 再 定义 码 的 等 价 的 概念 ， 设 C 和 C ΕΡΕ ἄ η {ἢ 
ᾳ 元 码 ， 上 绸 设 有 位 置 集合 {0, Ἱ, 2, -'', wn 一 4} 的 一 个 排列 
{ἑρ, η, ὅν, "'', ἑν], ΗΙ Ος ἐς, ἡ, 1, ’'', ρα κπ--1. 而 4ο, 
, 19, ο, ἕμ-α 两 两 不 同 。 “πλ Τβ Εν. (ο, σι, 06%, …， 
6n-1) EO， 当 且 仅 当 (cs, οἱ, ὅς. “'', δι) EC 我 们 就 说 C 和 
ο 是 等 价 的 码 ， 显 然 等 价 的 码 有 同样 个 数 的 码 字 .两 个 等 价 
的 码 并 没有 什么 实质 的 区 别 ， 
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$2 线性 ΠΗ 


设 C 是 个 码 长 ”的 9 元 码 , 即 CCF CEw. 我 们 知道 ， 
V,(Fo) 是 Fo 上 的 ” 维 向 量 空间 ， 如 果 O 是 了 (Eo 的 子 空 
间 , 我 们 就 说 C 是 个 2 元 线性 码 , 值得 注意 的 是 , 当 g=2 时 ， 
FE 的 加 法 群 的 子 群 一 定 是 子 空间 .因此 我 们 也 可 以 说 ， 
如 果 Ο 是 六 ,(F3) 的 加 法 群 的 子 群 ,C 就 是 二 元 线性 码 .， 所 以 
有 时 也 把 二 元 线性 码 叫 做 群 码 . 

现在 假定 C 是 码 长 % 的 9 元 线性 码 ,并 假定 O 是 VFo) 
的 了 维 子 空间 ,那么 C 一共 含 g* 个 码 字 . 可 以 把 C 看 作 原 始 
数字 信息 集合 Vx(Fo) 在 某 一 编码 0 即 一 一 映射 ) 之 下 的 名 

: : o: Vi(Fo)—>0. 
δὲ νο, σι, δε, ''', σκι 是 0 的 一 组 基 . Φ 


Vo 
V1 
G=| v | 
λα 
那么 G 就 是 了 上 的 一 个 秩 为 的 xn ΠΠ, ΠΡΙΒ 
Vi== (Vio, Va, Όια, .'', Vin1), Oseb—1, 
Ὅρο Vo Vo ο Von-1 
πο Οι V12 Van—1 
那么 ᾱ-- Dap Oot ορ -Όομρ-α 


| V10 Ὅχ. 11 人 ON-13 "** Ὄμ.ππ-α 
ΒΗ ο, V1, Ve, “'"Υν 是 ς 的 一 组 基 ， 所 以 σ 中 任 一 码 学 
ce 一 (co C1 C02,“…，Gn-1) 都 本 以 圾 成 它们 的 线性 组 合 而 系数 
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属于 Ἐς, 而 且 表 法 是 唯一 的 : 
C=d0Vo mVi+ Ao Vs 二 Op_1Vy_1, mE Ἐν (1) 
反 过 来 , Vo， νι, να, ο σετ 的 任意 一 个 系数 属于 Fo 的 线性 
组 合 都 是 C ΠΠ, 因此 G 叫做 CO 的 一 个 生成 矩阵 . 
利用 和 矩阵 乘法 , 也 可 以 把 (了 写成 
C= (αο, αι, 9ο, -.., ἂν 4) (2) 
我 们 可 以 把 (也 或 (2) 看 作 是 原始 数字 信息 集合 大 (ww 的 一 
个 编码 ( 纠 错 编码 或 检 错 编码 ), 即 | 
σ((άο, αι, σε, ---, ἅμ. 1) -- (4ο, αι, ας, -'', αι), 
对 任意 (Qo, αι, ὦ», -'', αι) EV (Fa). (3) 
这 个 编码 在 工程 上 是 可 以 实现 的 ， 当 然 当 g, %n 和 大 时 , 实 
山 它 知 要 相当 多 的 设备 ， 这 个 编码 日 然 依赖 于 G 的 选择 ， 即 
依赖 于 C 的 基 的 选择 .如 果 俩 也 是 C 的 一 个 生成 矩阵 ， 即 
Ga 的 行 问 量 也 是 0 的 一 组 基 , 那么 
σι((αο, αι, σι, "'', αν ι)) = (4ο, αι, Wa, -'', Gp_1) G1, - 
对 任意 (@0, αι, αα, -:-, ἂν 1) EV x (Fa), 
就 是 原始 数字 信息 集合 Ve(Fo) 的 另 一 个 编码 ， 
根据 第 二 章 $ 3 定理 工 我 们 知道 ，Eo 上 的 两 个 秩 为 下 的 
χα Ιστ σι 是 同一 个 码 长 m 的 、 维 数 到 的 9 元 线性 码 
Ω͂ 的 两 个 生成 矩阵， 当 且 仅 当 有 fo 上 的 大 xz 可逆 和 矩阵 卫 使 
PG = 全 ， 再 根 据 第 二 章 $3 定理 3 的 系 理 2 可 知 ， 当 且 仅 当 
G 和 σι 行 等 价 , 即 对 其 中 之 一 的 行进 行 初等 变换 可 以 将 它 化 
成 另 一 个 。 因 此 要 决定 一 切 码 长 的 、 维 数 和 的 9 元 线性 码 ， 
ΗΕ ΕΗ Εα 上 的 一 组 两 两 不 行 等 价 的 秩 为 天 的 大 xm 和 矩阵 
即 可 ， 也 即 求 出 Ἐν 上 秩 为 天 的 大 xm 年 阵 在 行 等 价 变换 之 下 
的 标准 形 即 可 . 这 是 一 个 纯 代 数 问 题 , 它 在 第 二 章 $2 定理 5 
中 已 经 解决 ， 我 们 知道 ， 可 以 对 G 的 行进 行 官 等 变换 ,将 @ 
化 为 阶梯 形 矩 阵 
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第 第 第 第 


ο | 21 το ὃν -α 
列 列 列 列 


那么 Co 也 是 C 的 一 个 生成 矩阵 , 把 Ge 的 行 目 上 而 下 地 依 序 
记 作 Wo，Wi， ο, ''', Wy_1， 那么 Wo, η, 到 op Wp-1 也 
是 C 的 一 组 基 .， 当然 也 可 以 利用 Go 来 对 原始 数字 信息 集合 
Vw(o) 进 行 编码 
σοί{αο, ἄι, 09, '''", ἄμ 1)) = (4ο, αι, ἄν, ''', οχι) Οδ, 

”对 任意 (@o, αι, σα, -'', αν 1) ΕΥ νο). (4) 
令 σο({(αο, αι, 9ο, ''', ἄν 1)) = (00, δι, 02, ''', 61), 
那么 注意 到 Ge 的 形状 , 从 (4) 式 容易 看 出 

6 6ο, Ca= Wi, Cs a, '''» Οἱ. οκ υ 
而 其 余 的 οι 都 是 σο, αι, 6, -.', ἄν-ι 的 系数 属于 Fo 的 线性 
组 合 。 因 此 如 按 (4) 将 原始 数字 信息 (40，41，82，…，Qx-1) 编 
μι, 那么 所 得 O 中 码 字 的 第 i 位， 第 五 位 ， 第 名 位 , … 和 第 
ὄν-ι 位 的 码 元 分 别 和 原始 数字 信息 的 第 0 位 ,第 1 位 ,第 2 位 ， 
… 和 第 8 一 工 位 的 元 素 完 全 一 样 ， 而 其 余 各 位 则 由 它 的 第 如 
位 ,第 公 位 ,第 各位, … 和 第 %-i 位 完全 确定 ， 因 此 我 们 把 6 
中 码 字 的 第 ο 位 , 第 公 位 ,第 如 位 ,… 和 第 多 -1 位 看 作 它 的 信 
息 位 ,而 把 它 的 其 余 m 一 位 看 作 是 为 了 抗 干扰 而 添上 的 校 验 
位 。 我 们 说 0 的 信息 位 的 个 数 是 和 而 它 的 校 验 位 的 个 数 是 
n 一 k， 注 意 , CO 的 信息 位 的 个 数 联 等 于 它 的 维 数 . 当 C ΕΠ 
长 nn 而 信息 位 个 数 等 于 的 4 元 线性 码 时 ， 我们 也 说 ο 是 个 
ᾳ 元 (nn,) 线 性 码 。 特别 ,如 果 Ge 是 以 下 形状 的 矩阵 
» 4020 » 


Go= (1. Ph.n-k)) | 
其 中 了 中 是 fo 上 的 天 xz 单位 矩阵 ， 而 Pen 8 Ἐς 上 任 一 
kx (n— 6h) 矩阵 ， 那么 这 时 Ο 的 前 5 位 就 可 以 看 作 它 的 信息 
位 . 这 时 我 们 说 C 是 系统 码 (或 组 织 码 ).， 显然 任 一 线性 码 都 
等 价 于 一 个 系统 码 , 

仍 设 6 是 一 个 4 元 wm， 愉 线性 码 ， 而 G 是 它 的 一 个 生成 
ΜΕ. 8 | | 

Ο--{χ|ΧΕΡ.(Εα ΠΠ απ'--0, 对 一 切 8a€E0}. 

那么 根据 第 二 章 $4 定理 2, CO” 是 FEJw 的 一 个 nm 一 上 维 子 
空间 .内 此 0” 可 以 看 作 是 一 个 9 元 (%, m 一 所 线 性 码 .， 我 们 
{πο 叫做 0 的 对 偶 码 ， 设 to, αι, Ὦ», ''', Un_x-it 是 CC 的 
一 组 基 . 令 | 


Un κι 
那么 互 就 是 C" 的 一 个 生成 矩阵 , 它 是 了 。 上 的 一 个 秩 为 % 一 上 
的 从 一 她 Χα ΕΛΠ, ΠΕ ΧΕΙ, (Έα): 
XECO， 当 且 仅 当 Ησ'--0' 
[8 ἡ, Η 可 用 来 判断 了.EEw 中 的 一 个 字 是 否 是 Ο 中 的 码 字 . 
如 叉 叫 做 O 的 一 个 校 验算 阵 。 设 α-ίωο, τα, υα, ''', αι) 
是 C0* 中 的 任意 一 个 码 字 ,而 X= zo, σι, οὶ, :'', ὧν) 是 
Ρ ε(Εα) 中 任意 一 个 向 量 . 如 果 XEO, 那么 一 定 有 
οσο -|- 1151 44 ]- -' -- αρ αρ. 1-0. | 

将 zo, σι, σα, "'', ὃν 看 作文 字 ， 那么 上 式 就 叫做 Ο 的 一 个 
校 验方 程 ,也 说 它 是 由 所 确定 的 校 验 方程 ， 它 是 C 中 码 字 
必须 适合 的 方程 ， 因 为 dimC = 一 mn 一 六 所 以 0 的 线性 无 关 的 
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Ἠξπῶ 7τ5ἑ ΕΚΕ: τε», ΕΙ στ α--} 个 线性 无 关 的 校 
验方 程 ， 璧 如 0 的 校 验 矩 阵 Η 的 mw 一 下 个 行 向 量 所 决定 的 
n 一 五 的 校 验 方程 就 是 线性 无 关 的 ,而 ο 的 任意 ”一 8 十 个 校 
验方 程 都 线性 相关 . 显然 六 (Ko) 中 的 向 量 是 ο 的 码 字 ， 当 
且 仅 当 它 适合 CO 的 m% 一 个 线性 无 关 的 校 验方 程 . 
ὑ ΧΕ (ΕΟ), 我 们 把 mn 一 6 维 列 向 量 ΠΧ’ 叫做 的 校 
验 子 ， 那 么 多 是 0 的 一 个 码 字 ， 当 且 仅 当 X 的 校 验 子 等 于 

”mn 一 上 维 零 向 量 ,， 即 HX' 一 0'， 这 就 是 说 ZX 适合 吾 的 n 一 6 个 
ΤΙ ΞΕ ο, αι, U2，… ,Wx-1 所 确定 的 的 校 验 方程 . | 

当 采 用 9 元 线性 码 C 作为 数字 通信 中 的 纠 错 码 时 ， 收 方 
可 以 利用 收 到 的 字 ( 即 六 ,(Fo) 中 的 癌 量 ) 的 校 验 子 来 简化 评 
但 的 过 程 。 我们 先 证 明 

定理 1 设 0 是 9g 元 (n, 从 线性 码 , 而 互 是 它 的 一 个 校 
验算 阵 , Η 是 个 秩 为 n 一 8 的 (nm 一 hb) xn 矩阵 ,那么 了 ,Fo) 中 
的 两 个 字 xX 和 yy 属于 CO 的 同一 个 陪 集 , 当 且 仅 当 它们 的 校 验 
子 ΗΧ' 3} ΗΥ’ 相等 . 

证 ， 玉 ,《Fo) 中 两 个 向 量 x 和 y 了 属于 CO 的 同一 陪 集 , 当 且 
Ππ'ήπ-γες, ΝΙ("Η!Ι 54 Η(π-γ)'--0, 即 

ΗΧ'-- Ηγ'--0, 

也 即 Ησ'--Ηγ.. 

现在 设 数字 通信 中 采用 了 一 个 & 元 人 e， 人 线性 码 O 作为 
纠 错 码 ， 从 引 理 工 可 知 ，G 的 同一 陪 集中 的 字 的 校 验 子 都 相 
等 , 而 C 的 不 同 陪 集中 的 字 的 校 验 子 不 等 . 这 样 , 在 排列 O 的 
译 码 表 时 ,我们 把 O 的 码 字 排 在 第 一 行 ,而 把 w 维 零 向 量 

0--(0, 0, ,0, ο, 0) 
νου 

排 成 第 一 行 的 头 一 个 码 字 ( 即 最 左 一 个 码 字 )， 然 后 我 们 可 以 
把 C 的 同一 陪 集中 的 字 排 在 同一 行 中 ,而 用 这 一 陪 集中 字 的 
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校 验 子 (根据 引 理 1, 它们 都 相等 ) 作 为 这 一 陪 集 的 标记 , 并 标 
在 这 一 行 的 左 端 ， 如果 一 个 陪 集中 有 一 个 字 开 的 重 景 比 这 一 
陪 集中 其 余 的 字 的 重量 都 小 , 我 们 就 把 叫做 这 一 陪 集 的 陪 
集 关 ， 江 把 x 排 在 0 的 下 面 ， 而 在 任 一 码 字 6 的 下 面 排 上 
χ--ο 我 们 证 明 , 这 种 排 法 符合 根据 极 大 似 然 译 码 方法 来 排 
主人 码 表 的 排 法 。 实际 上 , 设 & 是 任意 一 个 码 字 而 a 到 6, 那么 
ρίκ--ο, a)=p(X+c—a, 0)>p(x, 0) 
而 : ρίχἠ-ο, ο) =p(x, 0). 
因此 ”p(X++6, a)>>p(X 十 Cc, ο), Σας ο ΠΠ α-ο, 
那么 根据 极 大 似 然 译 码 方法 , 当 收 方 收 到 六 十 6 时 , 应 译 成 2， 
所 以 κο 应 排 在 6 ΓΠΗΙ͂, 如 果 一 个 陪 集 中 有 多 个 字 的 
重量 相等 而 又 都 小 于 陪 集 中 其 余 字 的 重量 ， 辟 如 设 陪 集中 
Χ, 和 十 ai， ΧἼ-8α, ''', ΧἼ-Βῃ, 1 的 重量 相等 (0，aa，82，…， 
am_1 是 CO 中 zm 个 码 字 ) 而 
p(X) 二 p(X 十 8) ,对 任意 aEQO 而 8-0, i, 8», --:, Rm-i， 
那么 这 时 可 以 证 明 陪 集中 任 一 字 开 十 与 mw 个 码 学 6, ὁ-δι, 
ᾱ--8ρ, …，c 一 an-i 的 距离 都 相等 而 与 其 余 码 字 & 的 距离 
p(X 二 ©, 8) Ῥρίχί-ο, ο) 根据 极 大 似 然 译 码 方法 ， 这 时 陪 κ 
集中 任 一 字 κ--ο 应 译 成 那个 码 字 不 能 确定 。 因此 这 时 这 个 
陪 集中 的 字 都 应 排 在 虚线 下 面 、 但 这 时 可 以 任 选民 开 十 at 
十 42,…, Χ Άι 之 一 作为 陪 集 头 , 璧 如 选 工 作为 陪 集 头 ， 
并 把 排 在 0 的 下 面 ,而 在 码 字 6 的 下 面 排 上 XX 十 6. 
δ ”考察 一 个 码 长 6 的 二 元 线性 码 C， 它 的 校 验 矩阵 是 
1 0 0 1 1 0 
| 101 0 :| (6) 
00101 1 
那么 Ο 的 信息 位 的 个 数 是 3，CQ 一 共 仿 22=8 个 码 学 . 按照 
上 面 介 绍 的 办 法 , 可 以 将 0 的 译 码 表 排 成 表 1. 
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ΤΤΟΤΟΟ TOOOOT ΤΙΙΤΙΙ OTOOTO τοτοτο οττουτ 000TTT ΟΟΙΤΟ0 (ττ τὸ 
OTTO00 00TTOT 0T00TT τττττο ο0ΟΤΤΟ TTOTOT ΤΟΤΟΙΙ T00000 (ττ ο) 
TO0T000 Ττττοτ TOOOTT ΟΟΤΙΤΟ Ττοττο 000TOT OTIOTT 0T0000 (απο τ 
1τουυςο ΤΟΟΤΟΙ TITOTT οτοττο τοτττο οτττοτ 0000TT οοτοθὺ “(0 τ τ 
TTTIO00 TOTOOT TIEIOTTITT οττοτο T000T0 ΟΤΟΟΟΙ ΟΟΤΙΤΙ ΟΟΟΤΟΟ (τους) 
| 
TTIOTO TOTTTT ΙΤΟΟΟΙ οτττου T00T00 OTOTIT οοτοοτ 000050 (09Τ0) 
ΙΤΤΟΟΙ To0TT00 Ἱτουτο ΟΙΙΤΤΙ ΤΟΟΙΙΙ 0TOT00 ΟΟΤΟΤΟ 00000T (00 τ) 


CT 


- 


1110υςυ TOTTOT ττουττ OITTTO ΤΟΟΤΙΤΟ οτοτοτ οοτοττ 000000 


现在 我 们 来 介绍 如 何 利用 按 上 面 排列 的 译 码 表 来 译 码 . 
设 发 方 发 送 一 个 码 字 e， 而 收 方 收 到 一 个 字 T。 先 计算 了 的 
校 验 子 互 rz， 然 后 到 译 码 表 中 校 验 子 的 那 一 列 里 去 查找 那 一 
个 校 验 子 等 于 五 r'， 找 着 以 后 , 就 在 校 验 子 等 于 五 r 的 那 一 
行 中 去 查找 τ 这 个 字 排 在 那个 码 字 的 下 面 ， 于 是 就 把 工 译 成 
这 个 码 字 . | 

我 们 来 看 这 个 译 码 方法 何 时 正确 译 码 ， 何 时 出 现 译 码 错 
误 ， 令 IT= 十 e。 我 们 把 e 叫做 传送 过 程 中 出 现 的 差错 模 
式 ， 那 么 | 

ΠΗτ'-- Η(ο--Θ)' -- He’'+ He'= He’ 

因此 如 果 e 是 T 所 属 的 陪 集 的 陪 集 头 ， 那 么 z= e+e 在 译 码 
表 中 就 排 在 c 的 下 面 ， 这 时 了 就 正确 译 成 e。 但 是 如 果 e 不 
是 z 所 属 的 陪 集 头 ， 那 么 z= e+e 在 译 码 表 中 就 不 排 在 e 的 
下 面 ， 这 时 就 不 能 译 成 c， 因 而 出 现 译 码 错误 。 我 们 证 明 
了 , 按 这 个 译 码 方法 译 码 , 可 以 正确 译 码 , 当 且 仅 当 差 错 模式 
是 陪 集 头 . 

这 个 译 码 方法 当然 比 $1 中 介绍 的 要 查 整个 译 码 表 的 方 
法 工作 量 要 小 、 但 当 m 和 大 适当 大 时 ， 这 个 译 码 方法 的 工作 
量 仍 是 可 观 的 。 譬如 对 于 二 元 (100, 80) 线性 码 ， 需 要 从 2” 
个 校 验 子 中 找 出 收 到 的 字 的 校 验 子 是 娜 一 个 ， 然 后 再 从 这 个 
校 验 子 的 行 中 28 个 字 中 找 出 收 到 的 字 在 哪 一 个 码 字 的 下 面 . 
这 个 工作 量 使 用 快速 电子 数字 计算 机 也 是 难于 完成 的 ， 因 此 
为 了 使 译 码 简单 ， 就 需要 在 线性 码 上 再 增加 另外 的 代数 结构 
或 组 合 结构 .然后 再 利用 这 些 结构 的 特性 来 设计 译 码 方法 . 

下 面 我 们 来 讨论 一 下 如 何 通过 9 元 线性 码 的 校 验 和 矩阵 来 
研究 它 的 纠 错 能 力 和 检 错 能 力 ， 根据 8 1 定理 2, 它 的 纠 错 能 
力 和 检 错 能 力 由 它 的 极 小 距离 所 确定 。 因 此 只 要 研究 它 的 极 
小 距离 就 行 了 。 我 们 先 证 明 
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定理 2 设 O 是 个 9 元 线性 码 ， 那 么 C 的 极 小 重量 等 于 
0 的 极 小 距离 . 

证 , 设 0O 是 码 长 %n 的 g 元 线性 码 ， 那 么 % 维 零 向 量 
0cC，、 设 a= (co αι, ἄν, ".., αν ι) 是 O 中 任 一 不 等 于 0 的 
; ΞΕ, 那么 

wa) τρία, 0). 
因此 
min {w(a) |a Eo, a+0} 
min{p (a, b) |8, bEO, a 大 b}. 
- ΠΠ, δα, b 是 0 中 任意 两 个 码 字 ， 而 8 关 b， 
那么 
Pla, b)= D1- D1-w(ab). 
因 9 是 线性 码 , a 一 DECQC， 所 以 
min {p(a, Ὁ), οσο, azxb} 

{ >>min{w(a) |8Ε Ο, αφ). 
因此 
min {w(a) |aEO, az0} 

~min {p(a, b)|a, bE€O, axby 

根据 定理 2, 要 确定 线性 码 的 纠 错 能 力 和 检 错 能 力 , 只 要 
确定 它 的 极 小 重量 就 行 了 . 

定理 8 设 0 是 个 g 元 线性 码 ， Η 是 它 的 一 个 校 验 秆 
ΚΕ, 如果 Η 的 任意 1 列 都 线性 无 关 , 而 Η 1 1-1 列 线 性 相 
关 , 那么 C 的 极 小 重 景 等 于 i++1， 这 时 OQ 是 可 以 检查 出 个 


差错 的 从 销 码 , 也 是 可 以 纠正 [ 豆 ] 个 差错 的 纠 错 码 , 这 里 


ο... 
加 ΙΤ; 


πμ ὁ λὲ 11 3, 
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证 ， 设 六 是 一 个 字 , 那么 区 是 CO 的 一 个 码 字 , 当 且 仅 当 
Ἠπ'--0' 因此 C 的 任 一 码 字 均 确定 五 的 某 些 列 之 间 的 一 
个 线性 关系 ; 反 过 来 互 的 某 些 列 之 间 的 一 个 线性 关系 也 确定 
0 的 一 个 码 字 : 具体 说 来 , ολο 的 一 个 码 字 , ΒΔ Πο'- 
0’ {πο {58 ἐς 2185, 35 ὑι 288, 第 各 分 量 ,… 和 第 名- 的- 
分 量 都 不 等 于 0 而 其 余 分 量 都 等 于 0， 那 么 互 e' 0' 就 是 五 
的 第 各 列 , 35 ἐν 2], 第 旬 列 ，… 和 第 名 -+ 列 之 间 的 一 个 线性 
关系 ， ΠΗ 3Ε, ἠππ Π {35 1ο 7), 35 δι δὴ, 38 ὃν δὴ, “3 
όν, 列 线 性 相关 ,那么 其 第 和 分 量 , 35 ἐν 48, 第 ὑα 分量， 
… 和 第 ἐμὰ 分 量 分 别 等 于 这 个 线性 关系 中 的 相应 系数 而 余 分 
量 都 等 于 0 的 向 量 e 就 适合 条 件 Πο’ --θ', ΠΗ͂, ο ἈΠῈ. 6 中 
的 码 字 ， 这 样 一 来 , 如 果 五 的 任意 七 列 都 线性 无 关 , 而 Η 有 
t 十 1 列 线 性 相关 ， 那么 0 就 不 能 有 重量 <t 的 码 字 ( 即 仅 «ί 
个 分 量 不 为 0 的 码 字 ), 而 C 有 重量 十 1 的 码 字 。， 因 此 C 的 
极 小 重量 等 于 t+1. 

至 于 本 定理 最 后 一 个 断言 则 是 $1 定理 2 和 本 节 定 理 2 
的 直接 推论 . : 

系 理 ” 设 CO 是 个 二 元 组 性 码 ， 互 是 它 的 一 个 校 验 和 矩阵 ， 
那么 ο 是 可 纠正 一 个 差错 的 纠 错 码 , 当 且 仅 当 互 没有 元 素 全 
等 于 0 的 列 而 且 Η 的 任意 两 列 都 不 相等 . 

在 上 面 举 的 例子 里 , 校 验 矩 隆 (5) 就 符合 系 理 的 条 件 , δὲ 
此 以 (5) 为 校 验 和 矩阵 的 线性 码 是 可 以 纠 一 个 差错 的 纠 错 码 ， 
这 一 点 从 译 码 表 当然 也 可 以 直接 看 出 来 . 


$3 循环 码 


设 CO Ες "θα 元 线性 码 ， 如 果 当 (co οι, δα, »'', δµ--1) 
是 OU 中 码 字 时 ， (Cn—1, (ο; C1, """α Cn—2) 也 一 定 是 C 中 的 码 字 ， 
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那么 C 就 叫 循 环 码 .循环 码 比 线性 码 有 更 多 的 代数 结构 ， 这 
ΠΝ 
定理 1 设 0 是 码 长 n 的 9 元 循环 码 ， 令 
1(Ο) -- {ορ--οια-]- ουσ] -----. Εν να 
| (co， C1 Ca, """, Cn—1) ΕΟ), 

那么 LO) 是 环 Ἐσ[σ]ο xi 中 的 一 个 理想 ， 设 g(z) ΞΕ: Τ(ΟῚ 
中 任意 一 个 次 数 最 低 的 不 等 于 0 的 多 项 式 ， 那 么 Ι(Ο) 是 由 
φ(ῳ) 生成 的 理想 而 σία) jw" 一 I， 更 设 0%g(z) 一 n 一 x， 那 么 
(60, οι, C3,，*…，Cn-1) EQO， 当 且 仅 当 有 一 个 下 co 上 的 次 数 小 于 
ῥ 的 多 项 式 6(w) 存 在 使 . 

δϱ|- σι -ἰ- ορ”. οι ιο ο (ο) ο(ᾳ). 


ϱ(2) --σο- σιο--αα” γι" δια, gogo 天 0， (Ὁ 
那么 & Χα ἈΠ μΕ 
Go δι 09”. ζην 
α-- yo σι 6 .... 1 ἰ 4. (9) 
0 ' 
σο i 032"'' σι 
就 是 O 的 一 个 生成 矩阵 , 因此 C 是 个 (n, 8) 18. 

”证 ， 定义 一 个 从 ,Fo 到 了 [zl :之 上 的 一 一 映射 
τ. (αο, αι, 9», "'', αν 1) 一 >C0 十 049 十 Go02 十 十 Ch 420 
对 任意 (ao， αι, ὤρ, 0, αι 1) ΕΣ (Fao). 
Fu[w]w_1 也 有 一 个 向 量 空间 的 结构 ， 即 Ἑα[α]»..ι 对 于 加 法 
运算 和 用 Fo 中 元 素 去 乘 fo [zjww-z 中 元 素 的 运算 来 说 是 0 


”上 的 一 个 % 维 向 量 空间 ， 显然 了 是 向 量 空间 Ρ, (Εν) 到 向 量 


空间 上 vc[o]。 的 一 个 同 构 , 而 

1(0)=7(0). 
利用 C 是 继 性 码 这 一 点 , 容易 证 明 1(0) 是 ol[wjswi 的 子 空 
ει. 将 7 看 作 从 C 到 I(0) 的 映射 ，z 是 从 子 空间 CO 到 子 容 
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间 了 (0) 的 一 个 同 构 . 

仍 设 0 十 OV 十 50 -ἵ-.' Για τεΙ(Ο), 
那么 (co，ci， C2, 5", σι) ΕΟ, 
因 ο 是 循环 码 , 所 以 


(Gn-1, Co, δι, ***, Cn-2) ΕΟ, 


AOIG Eb A 
=— (00+ οι” -ca08 十 -十 C ασ) on 1 
-οῃ-α-Εοφοή-σιαρ---..--ς, οα"-ἲξ Τ(Ο), 

对 wm 用 归纳 法 即 可 推出 

TD (cot e+ ea 十 十 co Ε Ι(Ο), 

ὁ--θ, 1, 9, »... n—1 | 
因 Ἐα[α],»»-ι 中 任 一 元 素 都 是 菜 几 个 ο’ 4--θ, 1, 3, ...ν--1) 
的 系数 属于 Ρα 的 线性 组 合 .。 再 利用 上 面 证 明 的 了 (O) 大 个 子 
空间 这 一 事实 即 可 推出 , 对 任意 4(c) EEe[c]w-u 都 有 
ἕ (ο) (9) (Co 十 GZ 十 co 好 十 十 oo ΕΤ(Ο), κ 

这 样 根据 第 一 章 $6 定理 4 就 可 知道 T(O) 是 Fa[w]w_1 的 理 
想 ， 青 根据 第 一 董 56 定理 7 就 知道 IT(O) 由 Τ(0) 中 次 数 最 ΙἮ 
低 的 首 项 系数 等 于 1 的 多 项 式 σοία) 生成 ， 而 go(%) |α'--1, 
显然 T(O) 中 任意 一 个 次 数 最 低 的 不 等 于 0 的 多 项 式 都 可 以 
将 σοία) 乘 以 6 中 的 一 个 元 素 得 到 ， 办 此 工 (CO) 由 其 中 任意 
一 个 次 数 最 低 的 不 等 于 0 的 多 项 式 g(w) 生 成 , 即 

1(0) -- {ἑίω)α(α) 10% (2) «---θ)φί(αλ), 
显然 也 有 φ(α) |σ"-- 1. 
ο Ἐκ δύσ() -η--[, δρ σίω), σφ(α), αἰφ(α),'', α"Ίσ(α) 
就 是 Τ(Ο) 的 一 组 基 ， 而 它们 在 同 构 7 之 下 的 原 象 就 是 CO 的 κ 
一 组 基 ， 于 是 G( 兄 (分 式 ) 就 是 C 的 一 个 生成 多 项 式 ,， 而 G 
的 信息 位 的 个 数 是 入 


因此 
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这 样 定 理 1 就 完全 证 明了 . 

显然 I(O) 的 生成 多 项 式 , 除 差 一 个 Ἐὶ 中 的 元 素 作为 因 
子 外 , 是 唯一 决定 的 . 我 们 把 Ι(Ο) 的 生成 多 项 式 叫 做 ο 的 
生成 多 项 式 , 也 说 C 是 由 它 的 生成 多 项 式 生 成 的 循环 码 . 

定理 1 有 下 面 这 个 道 定理 . 

定理 2 设 g(z) 是 dwj 中 的 一 个 多 项 式 ,而 σίω)|ω"--1. 
Β(σία)) 365. σία) Ε Ἑτ[α].»..ι 中 生成 的 理想 , 即 

(σ(ῳ)) = {6(%)g9(8) (0% (ο) <m 一 9 IO) 


| Ο-- { (6ο, σα, 5, ""', Cn 1) | (ου, Οι, C3; ον Ον 1) ΕΤ (Ἐν) 
而 co 十 ciz 十 cav2 十 … 十 co-ao τς (g(r))}， 
那么 C 是 一 个 码 长 % 的 9 元 循环 码 ， 它 的 信息 位 的 个 数 等 于 
n—0g(7). 
由 于 这 个 定理 的 证 明 非 党 容易, 因而 我 们 略 去 不 证 . 
现在 设 Ο 是 码 长 % 的 9 元 循环 码 ，g(w) 是 它 的 一 个 生成 
多 项 式 、 根 据 定理 可知 (c0, σι, σα, …, οι) ΕΟ, 34 Β 34 
ϱ(2) | co 十 ct 十 Ca 十， 十 Co 10" 
因 σ(ο) |αἳ--1, 故 可 令 


h(%) ο (3) 


有 (wm) 是 个 5 次 多 项 式 , 我 们 把 它 叫 做 O 的 校 验 多项式 , 显然 ， 
(ου, C1, (2; “""» 0-1) Ες, 当 且 仪 当 
(hw) 。 (co 士 caZ 十 Ca22 十 … 十 co )m 10ο. (4) 


δν (ο) --ᾖο-ἱ- Όλι --- ου” + +t hr,, ἦρὂχ 5-0. (6) 
ο he ho | 

Η-:} ὃν Άι ον. ho ο. ῃι-- Ὦ 14 (6) 
0 . 


hx | | hi fvo 
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堵 么 了 是 秩 为 n 一 的 (n 一 5) xn 和 矩阵 .把 (3) 式 写成 
θ(ο)λ(ῳ) --α"--1, 

那么 就 有 

σον 十 (ον ι 十 … 十 On_xhir op_n =0, 0 一 ?十 ᾗ «η, (7) 
在 上 式 中 我 们 约定 1=h-s==… = 二 0， 将 7) 式 写成 矩阵 形式 
驱 是 : | 

| GH'=0, (8) 
因此 已 是 C 的 校 验 矩阵 . | 

再 注意 , ΙΗ λ(α) |α"--1, π(α) 也 是 一 个 g 元 循环 码 的 生 
成 多 项 式 . 根据 上 面 的 讨论 ， 以 h(w) 为 生成 多 项 式 的 循环 码 
的 一 个 生成 矩阵 是 ο 


ho ὧν ha hr 0 
ho. ὧι δρ" hr | n 一 行 
。 。 
0 “. ". 
ho hh ha ἧι 


将 这 个 矩阵 与 (6) 相 比较 , 可 知 以 以 w) 为 生成 多 项 式 的 循环 码 
与 以 g(z) 为 生成 多 项 式 的 循环 码 的 对 偶 码 是 等 价 的 . 实际 上 
将 以 及 (z) 为 生成 多 项 式 的 循环 码 的 位 置 集合 {0, 1, 2, «.., 
% 一 二 改 排 成 tw 一 1，n% 一 2,，…，2，1，0}, - 即将 它 的 码 字 
(co,，C1，C2，"…，Cn-1) 改 排 成 (6-1，Cn-2,，…，C2, οι, 00) 就 是 以 
σ(α) 为 生成 多 项 式 的 循环 码 的 对 偶 码 中 的 码 字 ， 而 且 反 过 来 
也 对 .更 进一步 ,如 果 引 进 与 六 wo) 互 反 的 多 项 式 
λ(α) -- αμ (1/α) -- ht P15t stp 二 十 πρ, 

那么 以 (zw) 为 生成 多 项 式 的 循环 码 就 恰好 是 以 σ(ω) 为 生成 
多 项 式 的 循环 码 的 对 偶 码 ， 这 样 我 们 证 明了 

定理 3 设 gw) 是 Fz] 中 的 一 个 多 项 式 ,而 gC2)| 2 一 1. 
令 有 (wz) --(α"--1)/ᾳ(α), 那么 以 有 (wg) 为 生成 多 项 式 的 循环 码 
ΕΗ σία) 为 生成 多 项 式 的 循环 码 的 对 偶 码 等 价 ” 实际 上 ， 


ὁ 431 ο 


只 要 将 以 hh(w) 为 生成 多 项 式 的 循环 码 的 码 字 (co, οι, σα, ---, 
οι) 改 排 成 (Cn_1, μ--, --», Οι, 00) 就 是 以 σία) 为 生成 多 项 式 
的 循环 码 的 对 偶 码 的 码 字 , 而 且 反 过 来 . 更 进一步 , νι σία) 为 
生成 多 项 式 的 循环 码 的 对 偶 码 恰好 是 以 与 4(w) 互 反 的 多 项 
式 名 (w) 为 生成 多 项 式 的 人 循环 码 . 

有 时 我 们 把 由 &(z) 生成 的 循环 码 和 由 与 (wz) 互 反 的 多 
项 式 %(z) 生成 的 循环 码 视 为 同一 ， 这 样 我 们 也 可 以 说 ， 当 
vw 一 4 一 g(w)h(z) 时 , 以 g(z) 为 生成 多 项 式 的 循环 码 与 以 校 验 

多 项 式 h(w) 为 生成 多 项 式 的 循环 码 互 为 对 侦 码 . 
| 循环 码 的 编码 非常 简单 ， 可 以 用 很 简单 的 电子 设备 来 实 
现 . 下 面 我 们 来 曾 明 这 一 点 . 

设 C 是 9 元 rw, 有) 循环 码 ,g(w) 是 它 的 一 个 生成 多 项 式 ， 
那么 60"g(%) 一 n 一 $8， 将 g(x) 写作 (1), 那么 (2) 中 的 就 是 0 
的 一 个 生成 矩阵 ， 因 gs,_z 关 0， 所 以 G 行 等 价 于 以 下 形状 的 
ΠΕ 

(PY μα I) 
因此 可 以 把 CO 中 码 字 的 后 位 看 作 是 信息 位 ， 而 前 % 一 位 
看 作 是 校 验 位 ， 假定 给 了 信息 位 Cn—ky Cn—ktls “> ὕπ-1 的 值 ， 
它们 是 Fo 中 的 元 素 。 问题 是 如 何 从 它们 唯一 地 定 出 ος, οἱ, 
/ ο, ον cz- 使 
《0 
Αν ο(α) το, κοΐζη-ς, χι 11 μες, 十 0 ισα 
根据 带 余 除法 , 可 以 写 
ο(0) --οα(σ)σ(ω) 一 TO DO) < gs) =n—h, 
ΤΠ Β. τ(α) 由 c(z) 和 9(o) 唯 一 确定 ， 那 么 
σία) |e(z) +r(%). 
因此 οίῳ) "-τ(α) EI(O). 
设 τία) 一 co 十 cz 十 ca02 十 … 士 cx- ος Ἐπ, 


« 432» 


那么 c(z) 十 7(z) 在 7 之 下 的 原 象 

(6ο, C1, 64, στ. καν ο, ὃν να, ον δν 1) EO. 
所 以 校 验 位 σι, σι, σι, κε ο κι 可 以 由 带 余 除 法 唯一 地 定 
出 .在 工程 上 这 可 以 用 除法 电路 来 实现 . 


下 面 是 用 g(z) - Ὁ σα! 做 除 式 的 除法 电路 的 框图 


图 1 中 一 共有 n 一 个 寄存 器 , 而 n 一 一 20%g (x), 每 个 寄存 器 
可 以 取 g 种 状态 之 一 , 这 g 种 状态 分 别 用 Ἐν 里 的 9 个 元 素来 
代表 ，, 其余 符号 , 即 加 法 器 和 乘法 器 , 其 意义 和 第 三 章 §1 中 
所 说 的 一 样 ; 而 多 =gz1x9:(i==0, 1,2,…, n 一 4 一 1)， 设 这 
个 除法 电路 中 n 一 个 寄存 器 的 初始 状态 都 是 0。， 然 后 按 移 
位 脉冲 的 节拍 ， 从 这 个 除法 电路 左 方 的 输入 端 依 次 输入 % 个 
Fa 中 的 元 素 
Cn 一 1 εν 21 ο CC0， 


那么 当 αὐ 输送 进去 时 ， 这 个 除法 电路 的 n 一 个 寄存 器 的 内 
容 就 是 用 9(o) πο νο 
r(%) - Το" 


的 系数 ， 从 左 往 右 依 序 是 7-_x_1， καν ""“» Τα Το, 另 一 方 
面 , 从 第 mn 一 # 十 1 个 移 位 脉冲 开始 直到 第 个 移 位 脉冲 为 止 ， 
这 个 除法 电路 左 方 的 输出 准 的 输出 就 依 序 是 用 g(%) 去除 α(ῳ) 
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的 系数 

特别 , 当 给 定 以 σία) 为 生成 多 项 式 的 循环 码 C 的 上 个 信 
ΕΝ {ΒΒ σι ν, παρ "Ὁ Όη--α 以 后 ， 按 移 位 脉冲 的 节操 依次 
问 这 个 除法 电路 的 输入 站 输入 下 面 这 勾 个 元 隶 κ 

Cn -1，cn 3 "'“» θη- κει, Cn-k, 0, Ο, “''. 0, 
1 一 大 个 

当 最 后 一 个 0 输 进 去 时 , 设 这 个 除法 电路 的 mn 一 个 寄存 器 的 
内 容 从 左 往 右 依 序 是 


Cn—k—1, ~ Cn-k—2; ο 6-1» ο. 
那么 (ου, σὲ, ο Ὁν-ε-α; Cn-k; ὕπ- χε "" Cr-1) 
就 是 Ο 的 一 个 码 字 . 


举 一 个 例子 ， 考 察 以 
σ(0) --ω"-ο--1 
为 生成 多 项 式 的 码 长 15 的 二 元 循环 码 O， 因 为 在 上,[z] 中 
好 十 2 十 工 | xz 一 十， 
所 以 O 确实 是 存在 的 ， 它 是 个 (156, {1} ΗΡΙ. ο 的 编码 可 
”以 用 下 面 图 2 中 的 除法 电路 来 实现 。 当 给 定 信息 位 c4,c5,……， 
cu 后 ， 先 设 图 2 中 生 个 寄存 器 的 初始 状态 都 是 0， 再 按 移 位 
脉冲 的 节拍 依 序 输入 cw， C18, “““ Οἱ, 0, 0, 0, 0 后 , 寄存 器 中 
的 内 容 自 左 至 右 依 序 就 是 ces, Cs, 01，c6 而 (0ο, ει, ον, 614) 就 
是 C 的 一 个 码 字 . 
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图 9 
另 一 方面 , 因 σ(ο) |α"--1, 所 以 go 关 0, 于 是 G 也 行 等 价 
于 以 下 形状 的 一 个 矩阵 


ο {34 » 


τ. "ασ, Ρεν). 
因此 也 可 以 把 O 中 码 字 的 前 4 位 看 作 是 信息 位 , 而 后 m 一 外 位 
看 作 是 校 验 位 ， 假 定 给 了 ου, σι, 6, …，cxa 的 值 ， 问题 是 如 
何 从 它们 唯一 地 定 出 ον, νεα, …，c-i 使 

(C0, Οι, δα, “'', οι, Οἱ, Ch+is ον Cn-1) ΕΟ, 

”由 (ΣΑΙ, 当 πι ΒΒ 

hocm -ἰ- hicm_it "+ κο. ες. 
这 就 是 说 ,在 下 面 的 9 元 不 级 线性 移 位 前 存 器 中 ,如果 初 始 状 
态 是 (co，c，c，…，cz-)， 那 么 它 的 输出 的 前 色 个 元 系 就 是 


(δ σιν Coy τὸ ON CO CE Op 一 1 


再 举 上 面 的 例子 来 说 明 .， 我 们 有 


ο 一 芽 
μία) = 一 Xi 十 08 十 o 十 本 十 妇 十 0 十 % 十 圭 ， 


那么 当 给 定 以 十 x 十 1 为 生成 多 项 式 的 二 元 御 环 了 攀 性 的 一 
个 码 字 的 信息 位 co, οἰ, δα, …, 0 之 后 , 将 它们 存 入 下 面 的 移 
位 寄存 器 里 ,那么 这 个 移 位 寄 在 品 的 输出 的 头 15 个 元 素 就 是 
ο 的 以 Co, σι, σα, “'', Οιο 为 信息 位 的 码 字 (Co, δι, 62» “"', 010, 
αι 019, Ο18; 614). 注意 这 种 编码 方法 需要 11 个 寡人 存 器 , 而 上 
面 的 编码 方法 只 需要 4 个 寄存 器 。 但 当 9%(w) <80g(z) 时 ， 
第 二 种 编码 方法 所 需要 的 寄存 器 的 个 数 就 比 第 一 种 编码 方法 
少 . 
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第 二 种 编码 方法 启发 我 们 去 研究 循环 码 和 由 它 的 校 验 多 
项 式 所 产生 的 线性 移 位 寄存 器 序列 的 关系 . 
设 λ(α) ΒΞ Ἐα 上 的 一 个 零 次 项 不 等 于 0 的 上 次 多 项 式 ， 
Ἐ | 
hw) --λο--ιια--βφαβ--.:.-|- καν, Πολ 0. 
我 们 把 Ἐν 上 的 一 个 无 限 序列 
a= (αρ, αι, σας, **') 
叫做 由 h(z) 产 生 的 9g 元 下 级 线性 移 位 寄存 器 序列 , 如 果 
jpoan 十 如 ar_i 十 jaan 3 十 … 十 ja 一 0， πό, (9) 
根据 第 三 章 $1 定理 1， 我 们 知道 一 共有 αλ λ(α)γ᾽ 
生 的 g 元 大 级 线性 移 位 寄存 器 序列 ， 我 们 用 ΘΟ) 来 表示 由 
h(z) 所 产生 的 线性 移 位 寄存 器 序列 的 全 体 所 组 成 的 集合 .我 
们 也 知道 GW%) 是 下 o。 上 的 一 个 £ 维 向 量 空间 , 更 进一步 , 我 们 
有 : : | 
定理 和 设 h(w) 是 fc 上 的 一 个 零 次 项 不 等 于 0 的 上 次 
多 项 式 ,n 是 (zw) 的 周期 的 一 个 倍数 . απ αςα(Ά), ἈΕ 
a 的 前 % 项 构成 的 向 量 (αο, αι, α», .'', α,.ι) 仍 记 作 a， 用 
O(h) 来 代表 GW) 中 序列 的 前 % 项 构成 的 向 量 所 组 成 的 集 
8. 那么 1 (η, μα ΤΡ 


为 生成 多 项 式 , 因而 与 4(z) 为 生成 多 项 式 的 循环 码 的 对 侦 码 
等 价 . 
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证 ， 设 a= (do, αι, ὧι, «:) ΕΟ, 
那么 το: A—> (G0, ζι, Wa, “'', Wn1) | 
Ἀλλ)λλα( 2ο 5 Ε[8--Π 8131, 8 a 由 它 的 前 上 项 
唯一 确定 , ΠῚ ἔπ, 所 以 wo 是 从 GO 到 0) 的 一 个 一 一 对 
ΝΖ. ΒΗ GO 是 oc 上 的 向 量 空间 , 容易 证 明 Ο(2) = To (G(R)) 
也 是 ,上 的 向 量 空间 ， 而 实际 上 vw 是 从 oo 上 的 向 量 空间 
Gh) 到 co 上 的 向 量 空 间 Ci 的 同 构 ， [8 dimG(%) 一 6 根 
据 第 二 章 $1 定理 7dimO(h) --ᾱ, 因此 Ο(0) 是 nm ὁ) 线性 
Τη, 

根据 第 三 章 $ 2 定理 1 和 定理 4 的 系 理 8, (0) 中 的 序 
列 都 是 周期 序列 ， 而 且 它 们 的 周期 都 是 h(w) 的 周期 的 因数 ， 
因而 都 是 % 的 因数 .我 们 也 知道 ， 当 ἃ-- (σο, αι, ἄν, 1) E 
G (有 时 , (αι, 42, σα, …) 也 属于 G( 力 . 利用 这 些 性 质 束 立刻 
可 以 推出 0(4) 是 循环 码 . 

剩 下 来 还 需要 证 明 οὗ 以 yg(w) 为 生成 多 项 式 ， 由 (8) 
可 知 ο() 11 Π(Π.(6) πὸ) ΈΣ ΑΜ. ΠΗ͂ σ(α)λ(α) =27 一 
所 以 (8) 式 成 立 ， 于 是 CU 以 G 为 生成 矩阵 ， 因 此 CU) 
y(o) 为 生成 多 项 式 . 再 根据 定理 3 可 知 C(h) 与 以 h(w) 为 生 
成 多 项 式 的 循环 码 的 对 偶 码 等 价 . 

这 证 明了 定理 44. 

反 过 来 ,我 们 有 

定理 5 设 O 是 Fo。 上 的 一 个 已 循 环 码 , 以 (9) 8 
成 多 项 式 , 09 (2) ----, 8 


. ᾳ---1 
να πα)” 


那么 0 一 O04). 
这 是 定理 4 的 直接 推论 ， 它 是 上 面 介绍 的 循环 码 的 第 二 
各 编码 万 法 的 根据 ， 
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特别 , 34 (ο) δὲ Ἐς 上 的 > 次 本 原 多 项 式 时 , G(%) 中 非 零 
序列 的 周期 都 等 于 g' 一 1, 即 都 是 序列 . ; Ο() 3ε α(ν) ππ κ 
序列 的 前 9' 一 1 项 构成 的 向 量 所 组 成 的 9g 元 (9 一 14, τ) 循环 
码 , 即 OW%) 是 所 有 由 有 (zw) 产生 的 πι 序列 的 一 个 周期 所 构成 
的 9 一 1 个 向 量 再 如 上 gq' 一 1 维 零 向 量 所 组 成 的 (4' 一 1, τλῆ 
Σπ, 我 们 把 Οσ() 叫做 码 长 g' 一 1 的 8g 元 m 序 列 码 。 从 是 
理 生 立刻 推出 

定理 6 ὃς μία) 是 fo 上 的 7 次 本 原 多 项 式 ， 那 么 码 长 
φ---1 的 gq 元 m 序 列 码 OC) 以 人 9 一 一 1/h(w) 为 生成 多 项 式 ， 
并 与 以 及 (w%) 为 生成 多 项 式 的 循环 码 的 对 偶 码 等 价 , 因而 也 就 
是 以 与 hw) 为 互 反 多 项 式 的 h(w) 为 生成 多 项 式 的 循环 码 的 
对 偶 码 .- 

最 后 我 们 再 作 两 个 注 记 . 

(Ὁ 根据 定理 1 和 定理 2, ΚΠ Βα 元 循环 码 
的 问题 , 等 于 求 它 的 生成 多 项 式 Y(z) 的 问题 , 而 g(%) |α"--1. 
因此 要 求 出 所 有 码 长 m 的 循环 码 ， 只 要 求 出 人 一 1 的 所 有 因 
式 即 可 要 解决 后 面 这 个 纯 代 数 问题 ,就 需要 把 必 一 工 在 下 。 
上 分 解 成 不 可 约 多 项 式 的 乘积 就 行 了 .这 个 问题 将 在 第 五 章 
中 讨论 . | 

(2) 尽管 循环 码 的 编码 可 以 很 简单 地 实现 ， 但 是 循环 码 
的 译 码 器 往往 要 根据 选 定 的 循环 码 的 特殊 结构 来 设计 . 


S4 Hamming 码 


设 O 是 个 二 元 wm, mn 一 7?) 线性 码 ， 那 么 它 的 校 验 逢 阵 Η 
是 个 秩 为 了 的 了 人 X% 垂 阵 ， 根 据 82 和 定理 ὃ 的 系 理 我 们 知道 ， 
C 是 可 纠正 一 个 差错 的 纠 错 码 , 当 且 仅 当 Η 没有 元 素 全 等 于 
0 的 列 而 且 Η 的 任意 两 列 都 不 相等 . 因此 为 了 得 到 可 纠正 一 
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个 差错 的 二 元 (n, η--τ) ΗΕ ΘΗΗΤΗ, ΠΣΕ]. ἘΝ r 维 非 
零 列 向 量 中 选 出 % 个 来 ， 辟 如 是 πι, αι, δὲ, »'', Βλ, 25 
它们 按 任 意 次 序 排 成 一 个 xm 和 矩阵 , 璧 如 

(ho, ha， h。， «5; Π, 1). 
只 要 Η 的 秩 等 于 y， 那 么 以 互 为 校 验 矩 阵 的 二 元 (n, π--τ) 
线性 码 ο 就 是 一 个 可 以 纠正 一 个 差错 的 码 ， 因 FF。 上 一 共 
有 2-1 个 7 维 非 零 列 向 量 ， 所 以 一 定 有 n<2" 一 1， 二 元 
(ο, mn 一 7) 线性 码 C 的 信息 位 的 个 数 是 m 一 r， 它 的 信息 率 就 


等 于 一 一 一 1 一 一 ， 因 此 ， 当 7 给 定 后 , 码 愈 长 , 信息 这 就 
愈 高 而 当 mn 一 2" 一 1 时， 信息 率 达到 极 大 值 1 一 一 ， 这 


时 五 是 以 上 2 一 1 个 非 零 列 向 量 作 为 列 向 量 构 成 的 
τχῶώ-ῃὉ ΑΜ αμ λε.  Ἐ Ἢ ΒΕ ΠΒ Ε 
阵 的 二 元 (2-1, 2’ 一 1 一 7) 线性 码 就 叫做 二 元 (2-1 
2' 一 1 一 +)Hammin g 码 , 简称 Hamming 码 ， 又 因 Ἐν 上 2 一 1 
”个 7 维 非 零 列 问 量 都 在 Hamming 码 的 校 验 矩阵 中 出 现 ， 所 
以 校 验 矩 隆 的 任意 两 个 列 回 量 的 和 是 男 一 个 列 加 量 ， 因 此 
Hamming 人 码 的 校 验算 阵 有 3 个 列 线性 相关 ,根据 82 和 定理 3， 
Hammineg 人 码 的 极 小 重量 等 于 8. 

我 们 证 明了 

定理 1 二 元 (2-1, 2' 一 1 一 +)Hamming 码 是 能 纠正 
一 个 差 针 的 绥 人 性 人 码 ， 而 且 龙 能 纠正 一 个 差错 的 校 验 位 的 个 数 
等 于 的 一 元 线性 码 中 全 电 率 最 大 的 码 ; 它 的 极 小 重量 等 
Το. | 

”自然 上。 上 2 一 1 个 非 零 列 向 量 在 Hamming 码 的 校 验 

矩阵 中 排列 的 次 序 不 同 ,得 到 的 Hamming 码 可 以 不 同 , 但 是 
这 些 再 amming 个 是 等 价 的 ， 因 此 我 们 对 它们 不 加 区 别 . 通 
常 有 两 种 排列 Η 的 列 向 量 的 方法 最 为 常见 ,我 们 先 介绍 第 一 κ 
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种 方法 ， 这 种 方法 是 先 把 1 与 2 一 1 之 闻 的 整数 j(1<j< 
2' 一 1) 表 成 二 进位 数 . | 

πω”. (1) 
其 中 jo, ἦι, ήὰ, εντ, Jr-1 二 0 或 工 那么 由 7 的 二 进位 数 表 示 
(1) 8 53πΕ Ἐς 上 的 一 个 维 非 零 列 疝 量 


Ίνα 

通常 我 们 取 由 } 的 二 进位 数 表 示 所 确定 的 Ἐν 上 的 ” 维 列 加 
ἘΕ ΗΕ αὶ αμ ΠΒ 1-12 (151, 3, …, 2' 一 J)， 注 
意 , 我 们 把 Η 的 列 依 序 叫做 第 07], 3517], 第 2 列 ,…, 第 
多 一 2 列 ， 例 如 ， 当 7=4 时 , (15, 11)Hamming 码 的 校 验 矩 
阵 是 
101010101010101 
0110011001100111 
000111100001111 | 
000000011111111 

现在 介绍 排列 Hamming 码 的 校 验 和 矩阵 瓦 的 列 向 量 的 第 
二 种 方法 .这 邻 方法 是 非常 重要 的 ， 设 4 是 域 了 2 中 的 一 个 
本 原 元 , 即 Ἐν 的 乘法 群 fz; 的 一 个 生成 元 ， 我 们 知道 , 1, α, 
αὖ, ".., α 组 成 fy 在， 上 的 一 组 基 ， 这 时 任 一 a (0 所 j 专 
9-9) 可 以 唯一 地 表 成 1, α, o?,，…, er 的 线性 组 合 , 而 系 
数 属于 Ἐ. 


-- αμα, I (2) 
4 二 0 
这 样 α 就 确定 了 于。 上 的 一 个 了 维 非 零 列 向 量 ， 
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Pi 


人 ϱ.υ 


σι 


NE ΚΝ 


Gry Ν | 
我 们 通常 取 所 确定 的 了 上 的 7 2ΕΖΙΙΗ ΕΕΣ Η {358 12] 
(1-0, 1, 2 στ, 2 一 2). 于 是 


σου Col Woa 人 02r 一 2 
ιο Οιι σιο 612”. ο 
Η- 00 οι «ο "πο: ϱ 。 (8) 
αγ 1ο Ον: ἄν 1ο ”Cr 一 12r 一 2 
我 们 也 往往 把 Η 简 记 作 
Η-((α), (αὖ, (αὖ, την, (αὐ), (4) 
Co; | 
61] 
其 中 (α΄) = (a 
Cr 一 1 


这 样 一 来 , 如果 6 一 (Co, 61, 62,， C27-2) 是 (2 一 1 ,2 一 1 一) 
Hamming 码 的 一 个 码 字 , 那么 Ησ'--0', ΗΓ 

co(ao -[-οι (αἲ) ἠ-ος(α”) 十 十 cea(o 3) =0". 
上 式 实 际 上 是 7 个 线性 关系 式 , 把 它们 依 序 叫做 第 0 个 ,第 1 
个 ,第 2 个 ,…, 第 7 一 上 个 .将 第 0 个 线性 关系 式 滋 以 ac， 将 
第 工 个 乘 以 ec, 将 第 3 个 乘 以  ，…， 将 第 ?一 工 个 乘 以 ao， 
然后 再 将 它们 相 加 ; 注意 到 (2) , 就 有 

co 十 CQ 十 caa2 十 。… 十 car sa2 一 0 (6) 

反 过 来 , 如 果 (5) 式 成 立 , 那么 利用 (2) 式 就 有 

co ) -Γοι(α") 十 cka ) 十 … 十 cr aa 3)--θ', 
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Βῇ Π {ορ, οι, δα, »-», συ. 9) 5 0 
这 就 是 说 (60, σι, σα, ..:, 0-4) 是 (2 一 二 2' 一 1 一 +)Hamming 
码 的 一 个 码 字 . 我 们 证 明了 (60, G1，C2,，…，C2r_2) 是 二 元 
(2 一 1 ,2 一 1 一 ?7)Hamming 码 的 一 个 码 字 ， 当 且 仅 当 (6) 式 
成 立 。 因此 我 们 往往 把 校 验 矩阵 (4 就 简 记 作 

EH=(l,a, αὖ, -..,αὖ-Ὅ, (6) 
相应 于 五 的 上 述 表 示 法 , 我 们 往往 把 Hamming 码 中 码 字 的 
85 ἡ Λη α (0 ςὑς2--2). 

用 O 表示 二 元 (2 一 二 2 一 1 一 门 Hamming 码 , ΑΕΕ 

ΡΕ 6), ΤΠ (0ο, ἐι, θα, ον, 00.0) ΞΟ, ὮΒΑ 
Co 十 C14 十 co00 十。 十 Cor_ -α 一 一 0 
将 上 式 乘 以 a, 并 注意 到 α’----1, 就 有 
Cor_3 十 co 十 C102 十 十 Co so 一 一 0. 
这 就 是 说 (cr-2， C60, σι, ""., 6-9) EO， 因 此 Ο 是 循环 人 码 , 

我 们 有 

定理 2 设 a 是 下 yw 的 一 个 本 原 元 那么 以 (6) 为 校 验 甜 
降 的 二 元 (2 一 1, 2 一 1 一 ")Hamming 码 是 循环 码 , 而 且 它 的 
生成 多 项 式 是 a 在 是 ,上 的 极 小 多 项 式 . 

证 ， 用 OO 表 示 以 (6) 为 校 验 逢 阵 的 二 元 (2" 一 1,2' 一 1 一 7) 
Hamming 码 . 唯一 还 需要 证 明 的 是 CC 的 生成 多 项 式 是 4 的 
极 小 多 项 式 ， 用 σία) 表 0 的 生成 多 项 式 ， 用 f(%) 表 w 的 极 
小 多 项 式 ， 因 a 是 Ἐν 的 一 个 本 原 元 , 所 以 了 (ww) 是 7 次 不 可 
约 多 项 式 ( 实 际 上 还 是 本 原 多 项 式 ). 写 

Ῥί(α) =aoT G0 二 oat + 二 aw, ἂν -- 1 
因 }ία) --0, 所 以 
Qo 十 Qa 二 oo 十 … 十 Qo -- 0, 
因此 (ὦ, αι, ὦ», “'', αν, 0, 0, '', 0) EO, 
2r—2—? 
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因 σία) ΒΟ 的 生成 多 项 式 , 所 以 
9 (2) |}(ω). 
但 }(ω) ΠΕΝ, 所 以 f(w) -- σίῳ). 

系 理 Ἠ ας Ἐν 的 一 个 本 原 元 , 那么 以 (6) 为 校 验 和 矩阵 
的 二 元 (2-1, 2 一 1 一 +)Hamming 码 的 对 偶 码 就 是 人 码 长 
2' 一 1 的 mm 序列 码 . 

证 ， 设 g(w) 是 a 在 -上 的 极 小 多 项 式 ， 那 么 g(w) 是 
fs 上 的 本 原 多 项 式 ， 而 以 (6) 为 校 验 矩阵 的 二 元 Hamming 
码 以 g(w) 为 生成 多 项 式 .， 根据 $3 定理 6,， 它 的 对 偶 码 就 是 

αν --1 --1 
h(w) 一 Τα 
其 中 7=60'g(%w)， 生成 的 码 长 : 2 一 1 的 m 序列 码 . 

我 们 举 一 个 二 元 Hamming 码 的 例子 :考察 7=4 的 情 
形 ， 先 求 Fs 的 一 个 本 原 元 ， 首先, 考察 上 〖，。 上 的 4 次 多 项 式 
wt 二 ww 十 1 [ wt 十 % 十 1 不 被 了 ， 上 的 1 次 多 项 式 α, x 十 1 和 
唯一 的 2 次 不 可 约 多 项 式 必 十 x 十 1 所 整除 ,所 以 ww 十 % 十 1 是 
Fs ΡΗΤΟΡΑ. μα 

υ γατα. --ᾱ, 
于 是 x 十 x 十 1 在 fs 中 有 4 个 不 同 的 根 . 设 其 中 之 一 是 w 
ΒΗ 


α΄ |-α!-1--0, 
经 人 简单 计算 可 得 
α =1, | a= α, αὖ -- αλ, 
αὖ 一 α’, α΄ Ξ-]--α, α α-- αὖ, 
αὖ --΄ α᾿ἠ-αὖ, α 一 La -α], αὖ --- --α, 
α - a -Παῦ, αὖ--1η-αἼ-αζ, ad 一 α--α--αὖ, 
012 一 1 十 Q 十 o2 十 oo 一 --α---αῖ, α -Ξ-1 - γα, 
αἲὖ--1. 
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因此 a 是 下 的 一 个 本 原 元 那么 (15, 11) Hamming 码 的 
校 验 阵 Η 可 排 成 

100010011010111 
1001101011 1100 
001001101011110 
00010011 0101111 


Π-- 


也 可 简 记 作 
H (1, α, αὖ, α΄, α΄", αὖ, αὖ, αἶ, αὖ, α”, αν, α΄". α΄, as, αἱ) 
二 元 (2 一 4, 2 一 1 一 站 Hamming [ἰ Ομ} επ Εμ  β 
第 二 种 排列 法 (6) 显示 了 0 是 循环 码 ， 这 给 C 的 编码 和 译 码 
带 来 方便 . 关于 循环 码 的 编码 ,在 工程 上 可 以 用 除法 电路 或 
线性 移 位 寄存 器 来 实现 , 这 在 8$ 3 中 已 作 详细 说 明 , 并 举 了 以 
wt 十 v2 十 4 为 生成 多 项 式 的 (16, 11)Hamming 码 的 编码 作为 
例子 , 我 们 在 此 不 再 重复 ， 下 面 介 绍 Hamming 码 CO 的 译 码 
“方法 和 译 码 器 的 设计 . 
设 发 方 发 送 的 码 字 是 
C== (C0, C1, Ca, ***, Car_2), 
而 收 方 收 到 的 字 是 
Τ--(το, Τι, Τη, ***, Τα), 
那么 传输 过 程 中 出 现 的 差错 模式 就 是 
θ-κτ-ο 
18 扣 一 (6ο, C1, 63» ""'", 69 9). 
假定 传输 过 程 中 顶 多 有 一 位 出 现 差 销 ， 即 顶 多 有 一 个 码 元 被 
传 错 , 那么 e 的 分 量 中 顶 多 有 一 个 是 革 其余 都 等 于 0， 评 码 
的 第 一 步 是 计算 收 到 的 字 了 的 校 验 子 8 = 瑟 ， 然 后 根据 校 
1 Γ 8'-- ΗΤ' 来 决定 应 该 把 了 译 成 哪个 码 字 . 
”如果 s'= Ητ'--θο’, τ. ΤΕ, 那么 就 拱 了 译 成 . 
倘 寿 假定 码 字 在 信道 传输 过 程 中 产生 差生 的 个 数 --1, Δ ΠΗ 
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一 定 有 了 f=c, 因此 译 码 正确 . 

如 果 β'--Ητ'-.0’, κ ΗΒ 2" 一 1 个 列 是 两 两 不 
同 的 2 一 1 个 非 零 7 维 列 向 量 ， 所 以 8' 就 等 于 五 的 某 一 列 . 
如 果 将 五 写成 形状 (6)， 那 么 名 = (α)) 对 某 一 个 而 0<i< 
2 一 2。 显然 

ΗΘ'--Ηίτ--ο)'-- Ηχ'--Ηο'-- Ητ'--8. 

因此 ΗΘ'--(α)͵ 倘若 假定 码 字 在 信道 传输 过 程 中 产生 差错 
的 个 数 入 1， 那么 e 的 分 量 中 顶 多 有 一 个 是 工 而 其 余 的 是 0, 
于 是 从 ΗΘ' -- (α)) 就 可 判断 

αι-- 1, 

ε/--0, 对 130. 
这 就 是 说 , ο 在 信道 传输 过 程 中 , α' 位 出 了 差错 ， 因而 错 成 r. 
那么 在 译 码 时 将 了 的 a 位 改变 ( 即 如 果 %4 是 1 就 改 成 0， 如 
ΒΒ 是 0 就 改 成 1), 而 保持 其 他 各 位 不 动 ， 就 能 将 了 正确 地 
译 成 发 方 发送 的 码 学 ο, 

现在 来 介绍 译 码 器 的 设计 , 仍 举 以 x 十 x 十 1 为 生成 多 项 
式 的 二 元 (15, 11)Hamming 码 为 例 . 首先 ， 计算 收 到 的 学 
τ 的 校 验 子 8'= HY' 可 以 用 以 wt 十 十 1 做 除 式 的 除法 电路 来 
实现 . 图 1 是 以 “十 x 十 1 做 除 式 的 除法 电路 的 框图 . 


τον 


1 
先 将 这 个 除法 电路 的 4 个 寄存 器 的 初始 状态 都 置 以 0， 再 将 
“ια, Υπβ, ὃς Τὰ» Τι, TO 按 移 位 脉冲 的 节拍 依 序 输入 这 个 除法 
电路 的 输入 端 ， 最 后 当 το 输 进去 时 , 设 这 个 除法 电路 的 和 个 
寄存 器 的 状态 从 左 往 右 依 序 是 δο, δι, δα, 88, 那么 就 有 
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8'= ΗΥ'-- (80, δι, δο, 8ο)'. 

这 就 算出 了 校 验 子 s'= Hr Δ» 8 二 80 十 S10 十 So0? 十 δρα". 

为 了 纠 销 译 码 ， 还 需要 一 个 将 了 2 中 任 一 元 素 乘 以 a 的 
电路 . 图 2 是 这 样 一 个 电路 的 框图 . 设 s= so 十 si 十 gao 十 saa 
是 了 > 中 的 一 个 元 素 , 开始 时 将 这 个 电路 里 的 4 个 寄存 器 从 左 
往 右 依 序 置 以 δο, ει, 523，88， 这 相应 于 >. 中 的 元 素 so 十 Sia 十 
δρα" 十 Sa 一 8， 我 们 就 说 这 个 电路 的 状态 是 (80, 81,，s2, 53), 也 
说 是 8。 那么 加 一 个 移 位 脉冲 之 后 ， 这 个 电路 的 状态 就 是 
(85, 80-ἱ-δε, δι, δη), ΤΗΝ Τ Fs 中 的 元 素 gs 十 (80 十 88) a 十 
810 十 ?aa 一 8X， 因 而 这 个 电路 的 状态 也 可 以 说 是 sx。 再 加 一 κ 
个 移 位 脉冲 之 后 ,这 个 电路 的 状态 就 是 δα”. 一般 说 来 , 设 这 
个 电路 的 初始 状态 是 。 那么 加 7 个 移 位 脉冲 后 , 这 个 电路 的 
状态 就 是 sa 


| 2 | 
有 了 以 上 这 些 准备 , 可 以 如 下 地 设计 (15, 11) Hamming 
码 的 译 码 器 ， 它 由 三 个 移 位 寄存 器 组 成 ,最 顶 上 的 一 个 由 15 
个 寄存 器 组 成 ， 下 面 的 两 个 各 由 4 个 寄存 器 组 成 ， 图 4 中 
代表 非 门 , 即 输入 是 1 时 输出 是 0, 而 输入 是 0 时 输出 是 1; 而 
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图 ὃ | 
代表 4 个 输入 器 的 或 门 ， 即 任意 一 个 输入 是 工时 输出 都 
χὲ1 只 有 4 个 输入 都 是 0 时 输出 才 是 0， 开始 时 ， 将 项 上 
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图 44 (15, 11)Hamming 码 的 译 码 器 


的 和 中 间 的 这 两 个 移 位 寄存 器 的 各 级 都 置 以 0, 然后 将 收 到 
的 字 的 15 个 分 量 Τιι, 718;……, Το, Τι, Τὰ 按 移 位 脉冲 的 节拍 Ι 
答 入 头 两 个 移 位 寄存 器 .， 当 ro 输 进 去 时 , 顶 上 的 移 位 寄存 器 
的 状态 从 左 到 右 依 序 是 Το, 71,，72,，…, 713, 14, 中间 的 移 位 
寄存 帮 的 状态 从 左 到 右 依 序 是 了 的 校 验 子 8'= HY'= (50, δι, 
8), 50)’ 的 系数 5ο, δι, δο, δε. 这 时 将 中 间 的 移 位 寄存 器 的 状 
态 立刻 转移 给 下 面 的 移 位 寄存 器 (图 中 用 虚线 玫 示 ) 并 将 中 间 
的 移 位 寄存 器 的 状态 全 置 以 0 (图 中 也 用 虚线 表示 ) 好 准备 接 
收 站 到 的 下 一 个 字 , 当 再 加 一 个 移 位 脉冲 时 , 输 给 顶 上 一 排 的 
模 2 加 法 器 的 有 项 上 一 排 最 右 一 个 寄存 器 的 输出 ru, 还 有 由 
”最 下 面 的 移 位 寄存 器 来 的 输出 ， 它 是 0 或 1 根据 1 十 s 关 0 或 
0 而 定 。 一 般 地 ， 加 7 个 移 位 脉冲 时 , 输 给 顶 上 一 排 的 模 2 
加 法 怖 的 有 从 项 上 一 排 移 位 寄存 器 来 的 71s-; 和 由 最 下 面 移 
位 寄 和 三 融 来 的 输出 ,， 它 是 0 或 1 根据 1 十 sa! 关 0 或 =0 而 定 . 
设 s=w， 即 并 的 wx [τι ΕΗ, 那么 只 有 在 ;=15 一 i ΠΗ, 
11-8α/-0, 这 就 是 说 只 有 在 加 15 一 i 个 脉冲 时 ， 最 下 面 的 移 
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位 寄存 器 输 给 项 上 的 借 2 ΠΙΕΣΗ 191, Ἠ αν ΊΒ1Ρ 318 0, 
因此 , 只 有 在 顶 上 的 一 排 移 位 寄存 器 将 7; 输 给 模 2 加 法 瞬时 ， 
模 2 加 法 融 的 输出 是 7 十 1， 这 就 是 当 T44718; "'', Τὰ, Τι, Τα 
依 序 通过 模 2 加 法 器 时 ， 只 有 错 的 α' 位 的 分 量 x; 被 改正 , 其 
. 2Η ΤΙ) 保持 不 变 。 又 当 s=0 时 ， 显 然 当 74， 118; “"'", 
Τη, Τι, Το 依 序 通过 模 2 加 法 器 时 ， 痢 不 改 恋 、 因 此 最 顶 上 一 
排 模 宫 加 法 稚 的 输出 就 是 应 将 收 到 的 字 工 译 成 的 码 字 . 

二 元 (2'--1, 2' 一 141 一?) 再 amming 1} Ο 的 校 验 和 矩阵 的 第 
二 种 排列 法 (6) 除了 给 它 的 编码 和 译 码 带 来 方便 以 外 , 还 启示 
了 人 们 引进 纠正 ἐ 个 差错 的 ΒΟΗ 码 ， 关 于 这 后 一 点 , 将 在 下 
一 节 中 讨论 . 

现在 仍 设 ο ἘΞ (2-1, 2 一 1 一 +”)Hamming 码 ， 这 时 Ο 
的 校 验 矩 阵 (6) 没有 分 量 都 等 于 0 的 列 , 而 且 它 的 2 一 1 个 列 
也 两 两 不 同 。 设 

θι-- (0, 0, …,， ϱ, 1, 0, «.., 0) {γ--θ, 1, 2， 2r 一 2 
αἲ 

. 位 
是 a 位 等 于 1 而 其 余 各 位 都 等 于 0 的 % 维 行 向 量 ， 那么 
. ω(9ι) 5 1 ΤΠ ΗΘΙ--(α), [6 ο ι(Ἐ) 中 2 一 1 个 重量 1 
{9 [ή Ἐὰ θι(4--0, 1, 2, ..., 2 一 2) 的 校 验 子 两 两 不 同 ， 所 以 它 
们 属于 C 的 不 同 的 陪 集 。， 这 2 一 1 个 陪 集 再 加 上 OO 本身 就 
一 共 是 2 个 陪 集 ， 因为 |0|=2”"， 所 以 每 个 陪 集 都 含 
ο 一 "个 向 量 ， 这 样 这 2' 个 陪 集 就 总 共 含 

Or 。 OF —1—r ~ ο3΄-ᾱ 

个 向 量 , 它们 就 是 sr-1(F,) 的 全 部 向 量 . 

基于 上 面 的 分 析 , 我 们 给 出 下 面 这 个 定义 . 

定义 1 设 0 是 码 长 的 9 元 线性 码 ， 并 假定 0 是 可 以 

纠正 上 个 差错 的 码 ， 那 么 所 有 重量 <t 的 差错 模式 都 分 属于 

。 448. 
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O 的 不 同 的 陪 集 ， 如 果 所 有 重量 εί 的 差错 模式 所 属 的 ο 的 
陪 集 的 并 正好 是 六 (Emo ， 那么 O 就 昌 完 全 码 ， 换 名 话说 , 如 
果 0 的 每 个 陪 集中 都 含有 一 个 而 且 唯 一 的 一 个 重量 < 的 差 
错 模 式 , O 就 叫 完 全 码 . 

根据 定义 1 和 上 面 的 分 析 , 我 们 有 : 

定理 3 二 元 (2' 一 4, 2' 一 1 一 7?)Hamming 码 是 完全 码 ， 

二 元 Hamming 人 码 有 多 种 方法 推广 成 4g 元 码 ， 下 面 我 们 
介绍 一 种 推广 , 这 种 推广 可 以 得 到 一 个 9 元 完全 码 . 

设 9 是 一 个 素数 的 寡 , 而 7 是 个 大 于 1 的 整数 . 从。 上 
的 8 一 上 个 了 维 非 零 列 向 量 中 选 出 闫 一 个 分 量 等 于 工 的 来 . 
这 样 一 共有 (9g' 一 了 /lg 一 二 个 + 维 非 零 列 向 量 . 将 这 (8 一 


DD/(g 一 个 “ 维 非 堆 列 向 量 排 成 一 个 rx 了 = 矩阵 ， 以、 


这 个 和 矩阵 为 校 验 矩 阵 的 9 元 (了 地 -， = 一") 线性 码 训 
π{ 9 元 Hamming 码 . 完全 和 二 元 Hamming 码 一 样 ， 可 以 
证 明 g 元 Hamming 码 的 极 小 重量 等 于 8， 因而 是 可 以 纠正 
一 个 差错 的 纠 错 码 ， 也 可 以 证 明 g 元 Hamming 码 是 完全 
码 。 由 于 证 明 都 和 二 元 Hamming 码 的 情形 完全 一 样 ， 我 们 
就 不 重复 了 . 

对 于 一 般 的 g 元 码 , 即 不 一 定 是 线性 码 的 g 元 码 , 甚至 码 
元 取 目 任 一 含 9 个 学 母 的 字母 集 凡 的 9 元 码 ， 我 们 可 以 如 下 
地 来 定义 完全 码 . | 

定义 2 设 @ 是 一 个 含 9 个 字母 (或 元 素 ) 的 字母 集 ,9 是 
任意 一 个 正 整数 ， 令 


"= { (1, ἄχ» "'', Cr ) [σι, σα, “'', ας), 


那么 je | -σ'. 我 们 把 和 9 叫做 字 的 集合 , 而 把 的 子 集 叫 
做 码 长 4 的 9 元 码 ， 可 以 在 中 中 引进 Hamming 距离 ， 设 
| φ {409 » 


Α-- (αι, σα, »'', ἄν), b= (δι, ὅα, ''', δε". 3 
ρίϑ, b) 一 2311. 


我 们 把 P(a， 了 好 叫做 a 和 b 的 Hamming 距离 ， 现在 设 O 是 
一 个 码 长 等 于 郊 的 9 元 码 ， 并 假定 ο 是 可 以 纠正 二 个 差 销 的 
纠 销 码 . 设 eEO， 令 
δι(ο) -{χ|χ ΕΘ" 而 p(X, 0) {], 
即 ϑι(ο) 是 由 与 6 的 距离 -ί 的 所 有 的 字 所 组 成 的 集合 .我 
们 把 διίο) 叫做 以 6 为 中 心 ， 以 为 半 色 的 球 。 因 0 可 以 纠 
正 tt 个 差错 ,所 以 当 σι, C62E0O 而 61 天 Cs 时， on) 和 δι(οι) 
就 没有 公共 元 素 . κ“. 
= ωθεί), 


即 Ο" 分 成 两 两 没有 公共 元 素 的 球 δι(ο), ος ο 的 并 , ΠΕΠ 
说 O 是 完全 码 ， 换 句 话说 ， 如 果 任 意 一 个 字 都 属于 一 个 而 且 
唯一 的 一 个 球 διίο), σΕΟ, 我 们 就 说 6 是 完全 三 ， 

我 们 证 明 

定理 4 对 于 线性 码 来 说 ,定义 1 和 定义 2 是 等 价 的 . 

证 . 设 0O 是 可 以 纠正 1 个 差错 的 9 元 线性 码 ， 先 设 0O 是 
按 定义 1 来 说 的 完全 码 ， 即 C 的 每 个 陪 集中 都 有 一 个 而 且 唯 
一 的 一 个 重量 --ἱ 的 差错 模式 ,那么 对 任意 一 个 字 开 , 了 所属 
的 陪 集中 就 有 唯一 的 一 个 重量 <<t 的 差错 模式 ee。 于 是 
X 一 6.EOQ， 令 C=X 一 8;, 那么 CEO 而 p(X, ο) --ω(κ--ο)- 
υ(θι) κέ, 即 XESi(c)， 这 就 证 明了 OO 也 是 按 定义 2 的 意义 
的 完全 码 . - 

反 过 来 , 设 O 是 按 定义 2 的 意义 的 完全 码 , 即 任 何 一 个 字 
x 都 属于 一 个 而 且 唯 一 的 一 个 球 Si(c), CEO， 于 是 
υ(κ--ο) --ρίχ, ο) <t. 
这 就 是 说 x 一 6 是 一 个 重量 < 上 的 差 销 模式 ， 令 κ-ο-θ, 
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那么 e 就 是 一 个 重量 <t 的 差错 模式 , 而 κ--θ,--οςς,-Ο 
这 就 是 说 x 属于 重量 <t 的 差错 模式 ex 所属 的 陪 集 ， 因 此 
O 也 是 按 定义 1 的 意义 的 完全 码 . 

这 证 明了 定理 4. 

完全 码 的 意义 在 于 ， 收 方 无 论 收 到 娜 一 个 字 都 可 以 确定 
把 它 译 成 那个 码 字 , 而 不 会 发 生 译 码 不 能 确定 的 情形 ， 辟 如 ， 
设 CO 是 可 以 纠正 i 个 差错 的 g 元 完全 码 , 9 是 任 一 正 整 数 . 
当 收 方 收 到 x 这 个 字 时 , 因 驻 一 定 属于 一 个 而 且 唯 一 的 一 个 
球 δι(ο), CE0， 那 么 和 6 的 距离 < 而 和 和 其 余 码 字 的 
距离 一 定 大 于 t。 因 此 根据 极 大 似 然 译 码 方法 ,就 应 把 工 译 成 
ο 从 前 面 介绍 的 译 码 表 来 说 , 完全 码 的 译 码 表 中 没有 虚线 ， 
或 者 说 虚线 下 面 没 有 字 ， 但 这 并 不 排斥 可 能 发 生 译 码 错 误 的 
情况 ， 特 别 , 如 果 一 个 码 字 在 传送 过 程 中 有 211-51 个 码 元 被 
传 错 , 那 就 肯定 发 生 译 码 错误 . 

从 另 一 方面 来 看 , 设 0 是 码 长 的 可 以 纠正 t 个 差错 的 
9 元 码 , 9 是 任 一 正 整数 , 并 假定 C  |οἱ 个 码 字 ， 将 19| 3 
作 οὗ, 'Ο|--Φ", 即 一 logc|9|， 注 意 碟 不 一 定 是 整数 ， 定 义 
ο 的 信息 率 Ἐ Ἢ 


ΓΝ ΚΝ 
Έτ logalC|, | 

那么 Ισ|-α" 显然 8 (ec)，eEO,， 这 些 球 两 两 没有 公共 元 
率 , 而 .. 

Usoceo 0 
又 显然 Si(e) 这 些 球 都 合同 样 个 数 的 元 素 , 实际 上 

κο} Ί]α-9’ 

因此 由 (0) 式 推出 
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σφ"! δ/(ο) | «σ’, 
即 [δι(ο) | «ᾳ"“-5᾽ οςο. 
这 就 是 著名 的 容积 界 ， 因 此 , 当 郊 和 + 给 定时 , 完全 码 是 容积 
界 中 不 等 式 取 等 号 的 码 , 即 信息 率 最 高 的 码 . 

显然 仅 由 一 个 码 字 组 成 的 码 长 % 的 9 元 码 可 以 纠正 t=n 
个 差错 , 而且 是 一 个 完全 码 ; 码 长 %w=2t 十 1 的 可 以 纠正 个 
差错 的 二 元 码 由 (0, 0, …, 0) 和 (α, 1,…, Ὁ 这 两 个 码 字 组 
成 , 它 也 是 一 个 完全 码 , 这 两 个 完全 码 都 是 不 足 道 的 完全 码 . 

此 外 ， 人 们 还 发 现 可 以 纠正 三 个 差错 的 二 元 (38, 19) 
Giolay 码 和 可 以 纠正 两 个 差错 的 三 元 (11, 6)Glolay 码 也 是 完 
全 码 . ! 

最 近 A. Ποίᾶνάϊιονι” 证 明 ， 如 果 限 定 字母 表 是 y 个 元 
素 的 有 限 域 fo， 那么 除了 上 述 Hamming 码 ， 两 个 不 足 道 的 
完全 码 和 两 个 Golay 码 之 外 ,不 再 有 其 他 的 完全 码 . 

我 们 知道 二 元 Hamming 码 的 极 小 重量 等 于 38, 因此 二 元 
Hamming 码 可 以 检查 出 两 个 差错 ， 即 码 字 在 信道 中 传输 时 ， 
如 果 有 «ο 个 位 置 的 码 元 被 传 错 ， 那 么 收 方 可 以 从 收 到 的 字 
判断 出 传输 过 程 中 发 生 差错 , 但 是 否 能 判断 究竟 错 了 几 位 呢 ? 
如 果 一 个 码 , 它 的 码 字 在 传输 过 程 错 了 <t 位 时 , 收 方 从 收 到 
的 字 不 但 可 以 判断 出 传输 过 程 中 发 生 差 错 ， 而 且 可 以 判断 出 
究 竞 错 了 几 位 ， 我 们 就 说 这 个 码 是 可 以 确 检 个 差错 的 检 错 
码 ， 我 们 有 

定理 9 二 元 (2 一 1, 2' 一 1 一 +)Hamming 码 是 可 以 检查 
出 两 个 差错 的 检 错 码 , 但 不 能 确 检 两 个 差错 . 

证 . 因 二 元 Hamming 码 是 完全 码 ， 所 以 任意 一 个 重量 
等 于 2 的 差错 模式 的 校 验 子 必 与 某 一 个 重量 等 于 1 的 差错 模 


κ Tietiviinen, Α., On the Nonexistence of Perfect Codes over Hinite 
Fields, SIAM Journal on Applied Mathematics, 24 (1973), 88-—96. 
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式 的 校 验 子 完全 一 样 ， 因 此 当 收 方 从 收 到 的 字 文 的 校 验 子 
Ησ! 0’ 判断 出 传输 过 程 中 发 生 差 错时 ， 却 不 能 判断 究竟 错 
了 一 位 还 是 两 位 ， 

一 般 地 ， 我 们 有 可 以 纠正 t 个 差错 的 完全 码 不 能 确 检 
ἑ1-1 个 差错 . | 

我 们 可 以 用 扩充 码 的 方法 把 二 元 Hamming 码 扩充 成 一 
个 可 以 确 检 两 个 差错 的 线性 码 。 这 是 

定理 6 设 O 是 二 元 (2' 一 1, 2' 一 1 一 r)Hamming 码 , 它 
的 校 验 矩阵 是 Η,. 48 / 


0n={(e., Co, Οι» ""'"; 00”. ο) | (ου, C1, τη 0-3) EO | 
δν 
而 c= λα] 
4 二 0 


那么 Og 契 可 以 确 检 两 个 差 销 的 二 元 (2，2 一 1 一 7?) 线性 码 ， 
并 以 


ο) 


为 校 验 矩 阵 ， 

证 ， 因 Ον 中 码 字 的 重量 都 是 偶数 , 而 C 的 极 小 重量 等 于 
3， 所 以 0s 的 极 小 重量 等 于 4， 因此 2 位 差错 的 差错 模式 的 
校 验 子 不 可 能 等 于 1 位 差错 的 差错 模式 的 校 验 子 . 

当然 也 可 以 先 直接 验证 Os 以 (8) 为 校 验 矩阵 ， 然后 就 
可 以 看 出 2 位 差错 的 差错 模式 的 校 验 子 的 第 一 分 量 等 于 
0， 而 1 位 差错 的 差错 模式 的 校 验 子 的 第 一 个 分 量 等 于 
1. 


e&53。 
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我 们 先 回忆 一 下 二 元 Hamming 码 的 定义 ， 设 是 个 大 
于 1 的 整数 ， 再 设 a 是 Ἐν 的 一 个 本 原 元 , 364 α’, 1-0, 1, 
2, …, 3-9, [Εν 中 全 部 不 等 于 0 的 元 素 。 将 它们 表 成 
αὖ--1, αἲ, αἲ, …, or 的 线性 组 合 
d= 5 owe, j=0, 1, 9, .…, 2 一 2， 


其 中 my EF，。 这 样 每 个 w(0 委 j 和 2 一 2) 都 唯一 地 确定 了 上 
一 个 7 维 列 向 量 


ΕΙ 


7 


ἂν --} 
这 字 一 芋 个 列 回 量 两 两 相 异 . 将 这 2' 一 1 个 列 向 量 按 j=0,， 
1, 2，…， 2" 一 2 为 序 排 成 上。 上 的 一 个 +x (2" 一 1) 矩阵 


O00 CO0l O03 *** Coors 


απο σι αιο 19r— 9 
Η -- ἆοο Col  ἄ99 Co23r -2 Ρ 
Wir 一 10 Ωγ..11 Cr-12 "Or 一 197 一 了 


那么 Tank 且 =7, 市 以 吾 为 校 验 矩阵 的 二 元 (2 一 1, 2 一 于 一 站) 
线性 码 就 叫 二 元 (2-1, 2' 一 1 一 +)Hamming 15. 我 们 总 是 
把 五 简 记 作 

Η--(1, α, αὖ, «'', αἲ δ, 
其 中 of 代表 Ἐν 中 元 素 α’ 所 确定 的 7 维 列 向 量 (Q0;, αμ, "τη, 
ᾱ,-1)', 1-0, 1, 2, .'', 2-2 这 样 一 来 ， 容 易 看 出 二 元 
Hamming 码 是 循环 码 , 以 a 的 极 小 多 项 式 为 生成 多 项 式 ， 
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”全 元 Hamming 码 可 以 很 自然 地 作 如 下 的 推广 ， 
” 设 d 是 个 整数 ， 而 1<4<n， 我 们 构造 Fa 上 的 一 个 
7 (4 一 1) x (2 一 1) 矩阵 
1 Ω, αἲ, κ αὖ 


1 αἲ, (oD), στ, (α.) η ἲ 


(1) 


[ 554 5 8 ἃ ἡ « να ἡ ἡ « 8 α 5 8 ἡ 4 


1 αἲ ， (α΄-1γ2. εκ (oz 二 2.9 


其 中 a! 仍 和 上 面 一 样 代表 中 元 素 αἱ 所 确定 的 7 维 列 向 量 
(αω, σι], ἅν, --», ἄν), 0ς1ς2:-52, 我 们 把 这 个 矩阵 记 作 
互 ， 一 般 说 来 , 瑟 的 秩 小 于 r+(4 一 1). x-x(s) 中 所 有 适合 
条 件 
He'=0 
的 向 量 6= (C0, σι, δο, ““"', 9-9) 组 成 一 个 子 空间 . 我 们 把 这 
个 子 空间 叫做 设计 距离 ὦ 的 二 元 本 原 BOH 码 . 象 Hamming 
码 一 样 ， 可 以 证 明 它 是 个 循环 码 ， 以 & 的 极 小 多 项 式 ma(%)， 
2 的 极 小 多 项 式 mp2(%),… 和 a 的 极 小 多 项 式 me-1(%) 的 
最 低 公 售 式 
[ποι (ὦ), ma (2), -'', Ma-1 (2)] 

为 生成 多 项 式 , 它 的 码 长 是 4 一 圭 ， 

自然 可 以 把 二 元 本 原 BCH 码 推 广 成 9 元 本 元 BC 互 码 ， 
这 里 g 是 一 个 素数 的 医 ， 更 进一步 , 它 还 可 以 作 如 下 的 推广 。 

设 Y 是 一 个 素数 的 故 ，n 是 与 9 互 素 的 一 个 大 于 荆 的 束 
数 ， 假定 0 在 群 2 中 的 阶 是 >。 ΥΣ Ἐς 是 g' 个 元 素 的 有 限 
πὲ, 它 包 有 Fa 作为 子 域 .再 设 a 是 Εν 中 的 一 个 1 阶 元 、 实 
际 上 ， 如果 是 Ἐν 的 一 个 本 原 元 , 那么 a=E% Yr 就 是 ἘΝ 
中 的 一 个 % 阶 元 ， 因 9g 在 群 62 中 的 阶 是 7, 所 以 根据 第 一 章 
$5 定理 7?, a 在 上 zs 上 的 极 小 多 项 式 是 ?次 的 ， 这 样 1, α, 
αἲ, "'., α 就 是 Fo 在 ao 上 的 一 组 基 ， 于 是 a 的 任意 一 个 
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Ἐξ α(ὁς /κη--τ) 都 可 以 唯一 地 表 成 它们 的 线性 组 合 , 而 系 
数 属于 Έι, 


αἱ -S$ ανα! σα ὙῚ 
这 样 每 个 αἱ 都 唯一 确定 Ἐα 上 的 一 个 7 维 列 向 量 


(ο) 
Wj 
oi—> ση, 
or 
δν ὁ 是 一 个 整数 , 而 1<d<n， 我 们 构造 一 个 7(4 一 1) Χα 
με | 
1 α αἱ :'' α-᾽ 
MT (2) 
1 α-! (αἲ 1)... (ad 并 
其 中 of (0<j<n 一 1 表示 Fw 中 元 素 α’ 所 唯一 确定 的 列 向 量 
(αο,, αμ, ''', ἄν). 一 般 说 来 总 的 秩 小 于 7 一 已 。 但 
Ρε(Ἕα) 中 所 有 适合 条 件 
Πο’ --0’ 
的 向 量 6= (ο, δι, δι, ---, 1) 仍 组 成 一 个 子 空间 。 我 们 把 
这 个 子 空间 叫做 码 长 % 的 设计 距离 4 的 gg 元 ( 非 本 原 ) ΒΟῊ 
码 ， 当 n=g' 一 1 时, Βα 是 Fo 中 的 本 原 元 时 ,我 们 就 得 到 设 
ΥΕ 9 的 码 长 9' 一 1 的 9 元 本 原 BOH 码 . 
我 们 先 证 明 
定理 1 设计 距离 @ ΚΠ πι αι ΒΟΗ 码 是 循环 码 ， 
它 的 生成 多 项 式 是 
: [πω (9), πιοία); ,Ma-1(2)], 
Ἠηιπι(ϱ) λα ας /κσά-1) 的 极 小 多 项 式 ， 实际 上 ， 它 的 
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生成 多 项 式 就 是 从 οι (ο), ποία), 111, πια ia) ΝΙΝΟ 8 κ 
的 以 后 剩 下 的 多 项 式 的 乘积 ， 也 是 α, α), -.., as-1 都 适合 的 
次 数 最 低 的 首 项 系数 等 于 1 的 多 项 式 、 
证 ， 设 ce 一 (co co C2,…, 01-1) 是 一 个 码 字 ,那么 He'=0,， 
即 ΜΠ | | 
Co 十 C10! 十 C1 (α)) ?十 ,… 十 Cw_1 (a "1 ==0， 
j=1, 3, .…, ἆ-1. 
这 就 是 说 α, α", ''',α’-’ 都 是 多 项 式 
ο(ῳ) Ξ-ορ-οια-{- οαᾶ-- Te ιαπ” 
的 根 ， 因 此 πο) |ο(ο), 11, 2,…, ἀ--1, Δ 
πο (ο) = [ma (2) πια(φ), ο, τος (2) 1, 
那么 m(w) |c(w). 


反 过 来 ,如 果 m(w) |ο(α), ΠῚ ο(α) -- Σα’, οιΕ Ἔτι, 那么 


α, αἲ, ''', α΄ 都 是 ο(9) 的 根 、 于 是 五 0' 一， 而 6= (ou 
01，…, 6n)， 这 就 是 说 6 是 一 个 码 字 ， 

这 样 定 理工 就 完全 证 明了 . 

我 们 再 证 明 

定理 4 设计 距离 4 ΚΗ ΠΚ τι μα φ πι ΒΟΉ 码 的 极 小 距 . 
离 226, 因而 是 可 以 纠正 [4 一 1)/2] 个 差错 的 纠 错 码 . 

证 ， 用 bo, hi, hs,…, h,_1, ἸΚΡΡΠΟ3Ε Η 的 第 0 21, 第 
1 列 , 第 2 列 ,…, 第 nw 一 1 列 ， 如 果 互 的 % 个 列 有 一 个 线性 
关系 ΠΠ | / 

Coho+-cihitcahst+ +e,_ih 1 = 0, ος Ές, 

Α C= (6µ, σι, C2, 1 
那么 Ηο’ 一 0 
这 就 是 说 6 是 一 个 码 字 ， 因 此 要 证 明 设计 距离 a 的 码 长 %% 的 
ΡΟΗ 码 的 极 小 距离 这 d， 只 要 证 明 Η 的 任意 Q 一 1 个 列 都 在 
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ας ΓΞΕΗΕΞΟΞΣΕΒΗΗΙ, 
αν ΗΠ ἀ-- 1 2]. 18 ὃν ΧΙ, 58 ὃν ], …， 第 如 -1 列 ， 
θ--ϕι--ὐρ-ς.. «τα αἜ-ὐι-- 1. 令 61 一 -αἳ Ρ βα-- a λα. 
α'-', 那么 Η 15 ει 21, 8 ἐν 2], τες, 第 iui Μη 
ΝΞ. τ(ά--Ὁ κ(ά- ὉΠ | 
| δι β. .. αι 
Hi- A ! FB .. βῖ- :| 
αι. Ba *. Ba-i 
可 将 ιν, ἘΊΕ Ἐν 上 的 一 个 (4 一 1 x (4 一 1) 11. ἱπ8 
号 ,oa 看 作 Ἐσ 上 的 (4 一 4) x (gd 一 攻 矩阵 ， 它 的 列 在 Ἐν 上 
”线性 无 关 , 那么 将 它 看 作 了 oo 上 的 τ(ά--1) xq 一 4 矩阵, 它 的 
列 自 然 在 fo 上 线性 无 关 。 要 证 将 于 ww 看 作 Ἐν 上 的 
(6-1) x (qd 一 1) 矩阵 时 它 的 列 在 Ἐν 上 线性 无 关 ， 只 要 证 明 
它 的 秩 等 于 a 一 1 就 行 了 , 而 这 只 要 证 明 它 的 行列 式 不 等 于 0 
就 行 了 .我 们 有 


六 ba ὯΝ βα--- 


ϱ ντ υ ς “5 ῃ 8 Ὁ υ Βα 8 δ ἡ ΒΚ η 


上 上 式 右 方 的 行列 式 是 范 德 蒙 德行 列 式 ， 因 a 是 % 阶 元 ， 所 以 
Bi=o, β1--αἲ, ..'', Bai=o "(0h hn 1) 
是 4 一 1 个 两 两 不 等 的 非 零 元 ， 因 此 上 式 右 方 不 等 于 0. 于 是 
| Εις | «0, 

这 证 明了 Η 的 任意 4 一 1 列 都 线性 无 关 ， 因 此 设计 距离 a 的 
但 长 有 的 9 元 BO 码 的 极 小 距离 «χα, 

我 们 举 一 个 例子 。 考 察 设计 距离 9 的 码 长 3 的 二 元 本 
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原 BOH 码 . Έα δὲ Ἐν 的 一 个 本 原 元 , 那么 
Ma (0) ος (0) = τομ () = ms (ο) 
-(α-α)(α--α”)(α--αἳ) (α-- αἲ) (α--α), 
πια (ϱ) = me (%) 
-(α--αἲ)(α--α.) (0--α.”) (α--α) (α--α"τ), 
πος(ϱ) = (α--ᾱ) (α-α) (α--ᾱῦ) (ϱ-- αἲ) (ᾳ--αἲ) 
--ηιο(Ώ) = πιο (ϐ), | 
因此 它 的 极 小 多 项 式 
σ(ω) = ma (0) ma (ο) ms (2) mr (α) 
以 a, αἳ, -.., om 为 根 ， 于 是 g(z) 就 生成 一 个 极 小 距离 211 
的 循环 码 , 而 定理 2 只 保证 g(%) 的 极 小 距离 30, 3ξ ΒΟΗ 18 
的 极 小 距离 的 确切 值 , 是 一 个 有 意义 的 问题 
另 一 个 问题 是 计算 BOH 码 的 信息 位 的 个 数 , 在 本 书 所 隐 
人 参考 书目 里 [人 的 第 十 二 章 有 解决 这 个 问题 的 一 个 算法 ， 重 
要 的 是 ΒΟῊ 码 的 信息 率 比 较 高 ， 以 二 元 本 原 ΒΟΗ 183181. 
即 取 φ--2 而 wn 二 gq 一 4， 这 时 设计 距离 2 十 的 二 元 本 原 
ΡΟΗ 码 的 校 验 窍 阵 可 从 矩阵 
1 α αἲ oe α"τὶ 
1 αἳ (αλ ο. (αδ)ν” 


Ίων Ὁ), ο... τ ΠΠ ΠΠ Ψυ ροές 


1 αἴ (a2 -1)2 ... (αχί-Ίγπ-ι 
ωον9".ωηυ..μἨα 
ΒΚ 2:ι-- ον 1 


正 是 因为 BO 五 码 的 信息 率 比 较 高 , 它 就 受到 人 们 很 大 的 
注意 . 特别 是 对 它 的 译 码 方法 进行 了 很 多 研究 ， 从 而 发 展 了 κ 
代数 译 码 方法 ， 下面 我 们 将 介绍 这 个 方法 . 

我 们 先 作 一 些 说 明 、 设 0 是 个 设计 距离 等 于 由 十 1 的 码 
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长 等 于 % ή ᾳ 74 ΒΟΗ 码 , 以 
i a αἲ oi 


Ἡ. 1 αἳ (α”) 3 es (02) "+ | (8) 


1 αἲ (αγ... ον. 

为 校 验 矩阵 , 其 中 a 是 Fo 中 的 一 个 呈 阶 元 ,而 7 是 9 在 群 2 
中 的 阶 ， 和 Hamming 码 一 样 ,我 们 把 六 ,(Fo) 中 的 向 量 的 诸 
分 量 从 左 往 右 依 序 叫做 αἲ 位 ，ew 位 ，o ΛΙ, .'', 位 的 分 
ΒΒ. 设 发 方 发 出 O 的 一 个 码 字 ec， 而 收 方 收 到 的 是 z， 那 么 
e=T 一 0 就 是 码 字 在 信道 中 传送 时 产生 的 差错 模式 设 
υ(θ)-εςκίέ, 那么 e 顶 多 有 个 分 量 不 等 于 0、 假 定 e 的 
Χι ΑΙ, Χα, ος, Χ, 82} Ε12}π4 46 Ἐν 中 的 非 零 元 素 了 1 
了 ο. σε, 这 里 Χι, Χι, …， 广 是 wx 的 e 个 两 两 不 同 的 称 
0 αἲ, ''', α (θα, δα, -.', 2 和 9 一 蕊 ， 而 e 的 其 余 各 位 都 
”等 于 0, 那么 下 +， 下 2， ''', Χ,.ΕΈὲ, ΠΙ Υι, Τα, ''', YE ἕν, 
我 们 把 Απ; κ 3, 11, Ἆο 叫做 错位 ， 而 了 1， Τα, ς΄“ χο 叫做 
相应 这 些 错 位 的 错 值 ， 译 码 的 任务 就 是 要 从 收 到 的 字 工 求 出 
错位 Χι, Χα, .'', -ᾱ ο 和 相应 的 错 从 了 4, Υα, “'', σον 这样 联 
求 出 了 e, ἀἈΤΙΘ ΥΕΝ τ 6-6 

为 了 便于 了 解 BOH 码 的 代数 译 码 万 法 , 我 们 先 举 谱 计 距 
离 等 于 5 的 二 元 BOH 码 为 例 , 来 说 明 这 个 方法 的 主要 步 又. 

设 交 是 个 奇数 , 2 在 群 2 中 的 阶 是 7, a 是 上 > 中 的 一 个 
νι. 8 
α αἲ «ει απ 
αἲ (αλγδ... (a2) "1 
αἲ 


(3)2 -.. (a3) "1 7 


1 
1 
万 一 | 
1 
| | 1 αἵ (α”ὴ3 ... (α΄)η-1; 

那么 六,(Fs) 中 所 有 适合 条 件 五 e'= 0' 的 向 量 6 就 组 成 设计 
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有 距离 5 的 码 长 n 的 二 元 BOH 码 ， 将 这 个 码 记 作 O， 根据 定 
理 2, O 是 可 以 纠正 两 个 差错 的 纠 错 码 . 设 在 数字 通信 中 采 
用 C 作为 纠 错 码 ， 设 发 方 发 出 一 个 码 字 6, 而 收 方 收 到 一 个 
学 rf, 那么 6e=r 一 6 碗 是 差 销 模式， 假定 ww(e) 2.， 设 e 的 
Χα 位 入 ,位 的 分 景 可 能 等 于 4， 而 其 余 的 分 量 都 等 于 0. 

译 码 的 第 一 步 是 计算 校 验 子 

5,-- Ητ'-- Πί(ο!-Θ)'-- He 
记 8 一 (εν 82, 58, Ν “ο 我 们 有 
一 天 1 十 全 2， ἠ-!, 2, 8, 4 
因 s*=s1，8g4 一 8 一 8， 所 以 只 要 知道 g 和 88 就 行 了 . 设 
I 二 (70, Τι, Τη, “'', Τη-1), 那么 
8] Για-- ρα” Γι. Γρ ια 一， 
sg 一 Mo 十 fi03 十 fa(a3)3 十 … 十 9 η(αδ)'- | 

因此 s 和 ss 可 以 利用 两 个 分 别 以 α 的 极 小 多 项 式 和 以 wa 的 
极 小 多 项 式 为 除 式 的 除法 电路 算出 . 

译 码 的 第 二 步 是 计算 找 错 位 多 项 式 

σ(0) Ξ (1 -- ιδ) (1-- Χα 
-.]--(Χι- Χο Χιλ ο 

(注意 ee) 的 根 正好 是 ο 的 错位 的 道 . ) 分 以 了 了 个 情形 讨 
论 . 

1) st 二 88 一 0。 册 

δι ΧιΧι-θ, ss 一 了 十 全 3 二 0 
推出 Χιπ ἆιλοθ (ΜΙ 
| σ(2) --1. 
2) sz 关 0 而 88 一 $i， 这 时 由 
αἳ--(Χι- Χοδ- ΧΙ ΓΧιΧι(Χι-Χ)--Χὰ 
--- ος {κ 1Χ οι (4) 

及 30-- si 推出 Αα Χοδιθ, 因此 δι 和 六 中 一 定 有 一 个 而 
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且 只 有 一 个 等 于 0. 不 妨 设 Χ,-0Ο 364 
σία) σι -- πα 
9) 85390, 85 8 ἘΠΛΑ() ΑΕΗ XX 一生 因 
”此 找 错 位 多 项 式 是 


σ(ᾳ) 一 1+siz 十 (中 十 τε) 2 
1 


译 码 的 第 三 步 是 求 找 错 位 多 项 式 σ(2) 的 根 ， 然 后 改正 ο 
在 传送 过 程 中 出 现 的 差错 ， 仍 分 上 面 三 个 情形 讨论 . 
ος 4) = 一 0， 这 时 0(2) 一 1， 这 说 明 6 在 传送 过 程 中 没 
有 出 现 差错 因此 了 =6. 

2) 81390 ΠΠ 8α--εἴ, ΧΗ σ(ϱ) 1 一 对 1z， 这 说 明 6 在 传 
送 过 程 中 出 现 了 一 个 差错 ， 设 了 1=a7'(0<i<n 一 1，、 这 表 
ΒΗ ο 在 传送 过 程 中 仅 w 位 发 生 差错 这 时 将 r 的 a 位 的 值 
加 以 改变 \ 即 如 果 了 工 的 w 位 的 值 是 0, 就 改 成 I， 而 如 果 是 1, 
就 改 成 0), 就 得 到 ο. 

3) 8 天 0 而 83 关 81。 这 时 o(2) 是 个 二 次 多 项 式 ， 用 试探 
法 求 这 个 多 项 式 的 根 ， 即 将 αὖ, α', αἵ, -.., αἲ 逐个 地 代入 
σ(2) 看 是 否 得 0。 设 ol(z) 的 两 个 根 是 αγ’, a-'(0<i<ij< 
% 一 蕊 ， 这 表明 6 在 传送 过 程 中 αἱ 位 和 o 位 的 码 元 被 传 错 . 
这 时 将 的 位 和 a 位 的 值 加 以 改变 ,就 得 到 6. 

现在 我 们 来 介绍 设计 距离 等 于 οἱ--1 而 码 长 等 于 % 的 gq 
元 BOH 码 的 代数 译 码 方法 . 用 O 代表 这 个 码 , ΜΜΑ. 
是 (3) 中 的 五。 我 们 知道 0 是 可 以 纠正 t 个 差错 的 纠 错 码 . 
僻 在 数字 通信 中 选用 了 0O 作为 纠 错 码 ， 设 码 字 6= (6,, ο, 
063，，…， Cn-1) 被 传 送 , 即 发 方 发 出 码 字 6, 再 设 收 方 收 到 的 字 是 
Ἐ--(το, 11, Τα, “'', Γκι). 那么 差错 模式 是 

©=I—C— (60, 61, 6, **, Cn-1), 

收 方 译 码 此 的 任务 就 是 如 何 从 工 求 出 @。， 从 而 正确 译 出 ο- 
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τ-θ, 评 码 分 四 步 进行 ; 
” 译 码 的 第 一 步 是 计算 校 验 子 , 即 计 算 
Β'-- ΗΥ', 
Ἡηα Β--(δι, 80, ”:, δα), ΠΠ 
δι 0] Για 十 ?3(0 Ἰ-- ο. Τι (αγ”-1, 
ὑπ 1, 2, ».., οἱ 
我 们 知道 ，% 的 计算 可 以 利用 以 w 7 
法 电路 来 实现 . 

设 wle) -εςί, 并 变 e 的 和 1 位 ,和 全 3 ΙΙ, ο, ἄν 位 的 分 
量 分 别 是 Fa 中 的 非 零 元 素 了 1, 了 ，, …, 了 。, ΤΙ ο 的 其 余 位 置 
的 分 量 都 等 于 0， 我们 有 X;E Fy ΠΠ ΡΕ Ἑαίἠ--1, 2,.…, 6), 
译 码 器 的 任务 就 是 要 从 第 一 步 算 出 的 校 验 子 8 二 里 r?， 算 出 
铺位 Κι, Χα, “.', Χε ΤΗ Ρ {8 ΗΒ γι, Υ», 4“. Y,, 这 样 就 
求 出 了 9, 然后 就 可 以 把 了 正确 译 成 + 一 e 一 6. 

译 码 的 第 二 步 是 从 第 一 步 算出 的 校 验 子 8'= 匡 Yr' 算出 找 
错位 多 项 入 | 

σ(α) --(1--Χα)(|-- Χι)-'.(1-- Χα). 
Δ» σ(2) -1--σιᾷ--σο--... Ἱ-σῳ”, 
而 8= (st δι, …， a1)， 那么 这 就 是 说 要 从 ει, εὐ, ''-, sa 算出 
0t，02，…，0e。 因为 一 般 说 来 e>>2, 这 时 间 题 就 比 前 面 举 的 
例子 复 杀 了 . 
今 ο(ᾳ) 一 0o 十 Ca 十 C203 十 ,十 0 11. 
η (ο) ο ο φα"-ᾱ) 
δ(ᾳ) 一 6 十 640 十 ea02 十 十 6 ια, 
那么 c(%) 一 "(2) 一 elw)， 显 然 有 cla') =0, 因此 
β.--γ(α)) --ε(α), 1, 2, «'., οἱ, (6) 
可 以 将 (6) 写成 / 
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$= YX, 6=1, 2, »''ἃ 2t. (6) 
| πε | 
4 - Χρ)” 3Η 


1 -- --- Xf 2t 
二 χα Χαλ i Αλ 1 1}. -一 一 一- Ep 
将 上 式 双 方 乘 以 也 和 Xi， 然后 再 对 了 求 和 , 利用 (6) 式 可 得 
6 Υ,Χ - YX {πλω 2 
2 ΓΞ πο OR τ-, (1) 
其 中 置 8(2) 二 $1 十 822 十 832 十 … 十 82122 
再 令 ω9-σγιχιήςα- χι), 
那么 Ν Μη 
Ὁ (32 ὦ 
| σία) 有 有 iz- (8) 
ΒΗ (7), (8) 两 式 推出 
ω(α). - Ys XP 
| σῷ) τῷ) νὰ Χο Ν 
于 是 
(2) -8(2}σ(2) Γφ); (9) 
其 中 -.- 
0 -BE 0 


-ΣΥ, Υ, Χρ: Π (1--Χχ2), | 


注意 φῶ) 是 一 个 多 项 式 , 它 的 % νο 1) 的 系数 都 

等 于 0, 那么 由 (9) 式 推 由 。 
w(2)=s(2)o2) (παοᾶοθ), Ἢ (10) 

注意 有 c(0) --1, 

δύσ(2)--ο, δω(52) 一 8， 

而 且 容 易 证 明 

(σ(2), ω(ϐ)) 一 工 。 


φ4θάο 


Ἐ 
σ(2) --1--σιζ!-σεοῦἠ-:'"|-σα’, σισᾳθ, σιςξν, 
ω(α) --ωρ-!}-ωιἠ-ωφδ---..Ἴ-ωρ ιά, ω.Ε Ἐν, 
那么 比较 (10) 式 双方 零 次 项 , 一 次 项 ,…, 直到 2t 一 1 次 项 的 
系数 , 得 出 下 面 的 关系 式 


《00 1 | 5 
CU σι 1 0 δο 
oz  Ἱσο σι 1 δα | 
ὐρ-- 1! ) σε-ι σας Οζ: 1 190 


以 及 
Sp 十 O18x-_1 十 O028k- ο Ἔσοδι = 二 0， 
/ bet+l1, et+2, ».., 91, (11) 
这 就 是 说 σι, 02,…, σο 必需 适合 (1) 式 ， 换 名 话说 , «σ(α), ὁ) 
”就 是 产生 长 为 2 的 9 元 序列 
| 5, δα, “"“, δρ Ἢ (12) 
的 一 个 线性 移 位 寄存 器 . 
我 们 先 证 明 
引 理 1 假定 e<t. 各 果 (6 的 分 是 产生 (i) 的 一 个 昌 : 
短线 性 移 位 寄生 器, 那么 一 定 有 : 
6(2)=0(2), ὅτε, 
证 ， 设 «θῶ, ὃ) 是 产生 (12) 的 一 个 最 短线 性 移 位 寄存 
器 ,那么 es<e. 4 


δία) --1:-6ι2--δυρ.-.-...--θμή, 
那么 


ο μυ ο ϱ--0, 
四 一 上 十 6153, «.., 94 
G(2 = (53) 63) εν, (18) 
即 ὥ(α) 是 用 z* 去 除 ε(ο)ϑ(α) 所 得 的 余 式 ,那么 200(z) «9. 
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把 (13) 式 写作 

| (2) Ξεε(2)δ(2) (πιοᾶ 233) (14) 
ΕΟΟ) ΠΉΕΕ δία), ΠΠ1π(14) ΒΕ}; σία), Βτ18 
到 的 两 个 同 余 式 的 右 方 相同 ,因此 它们 的 左 方 必 同 余 mod2 ， 
即 | 


. 6()ω(α)τεεσί(α)ῶ(ε) (παο3 25), (16) 
因 δ0σ(2) --ε, Φθω(α) «ο, OF (8) «κε, OO - «6, 
而 ος, ee, 
所 以 (15) 式 实际 上 是 恒等式 , 即 


ο δ(θω() --σ()ῶ(), 
Β (σώ, οί) -:, 所 以 一 定 有 
| σ(ω)|σθ(}, 
可 是 το =e 之 e 之 0%6 (3), 所 以 
σ(2) --δ (2), 
0-6, 
这 证 明了 引 理 1. 
根据 引 理 1, 在 e<t 的 前 提 下 ，《o (2), e》 就 是 产生 (13) 
的 最 短线 性 移 位 寄存 器 . 自然 可 以 用 第 三 章 8 8 中 所 介绍 的 
线性 移 位 寄存 器 的 综合 算法 去 求 产 生 (12) 的 最 短线 性 移 位 寄 
存 器 ， 我 们 把 这 个 算法 重新 写 在 下 面 : 
求 找 错位 多 项 式 的 迭代 算法 ” 设 收 到 的 字 的 校 验 于 
δι, δη, "°°*, 82t 
已 算出 ,对 ΜΗΝ ΛΙΕΧ ΛΙΝ 
(σι(α), ἴδ), n=1, 2, --», 24, 
(1) 设 m% 是 个 正 整 数 使 


4 一 8a 一 … 一 sn- 一 0， 830, 
那么 约定 ἆο”- ιτ ἄν" "τν α”-θ, πι 1 一 Sn 
3589 令 .. σι() -σο(2) 一 On 14(Y) -- 1 
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== l= 0., 
σιι(2) 一 工 一 0 1， b= "no. 
(2) 设 «σι(), ἴὺ, ὁ--1, 2，…，m(nosm<21) 
已 求 得 , 而 
[ι--ῃ---..--ἷ, =0< Rb 
令 On(2) 一 工 十 and2 十 Ons22 十 … 十 Gop 2 
计算 Qn= Sn+1t+ 0 sn 十 σηλϑη-1--’'''[-σηϊ,ϑη--[---1, 
区 别 下 面 两 个 情形 
2.1) d, 一 0， 这 时 令 
Ont1(%) =On(2), [ωει--ία, Ἢ 
2.2) ἆ,πεο 1ΧΠ7 πι( {κ πι«) 使 
«οι «ο 1 
那么 令 Ont+1(2) --σι(2) --ἀμάν 2 om 人 2， 
ld 一 IaX {ἶῃ, 多 十 工 一 各， 
最 后 我 们 得 到 《oz (2), a>， 如 果 工 的 错位 个 数 e<t 那 
ἆσοι(2) 就 是 找 错位 多 项 式 σία), ΒΙ | / 
σ(2) --σοι(ϱ). | 
当然 也 可 以 采用 修饰 的 综合 算法 ， 这 样 可 以 使 求 道 元 素 
的 运算 减 成 一 次 . 
译 码 的 第 三 步 是 去 求 错位 , 即 求 c(2) 的 根 的 道 . 我 们 知 ， 
道 , ui(0<i<n 一 TD) 是 一 个 错位 , 当 且 仅 当 σία) ~0， 这 一 
步 可 以 采用 试探 法 . 
公公 学 6= (ω, δι δα, "Ὁ Cn-1) 是 从 足 码 最 大 的 位 发 送 
起 的 ， 即 先 发 送 6,_1, 再 发 送 0,_2,，…, 最 后 发 送 co。。 采 用 $3 
中 所 介绍 的 人 循环 码 的 第 一 种 编码 方法 就 是 这 样 的 ， 这 时 顶 好 
先 检查 o 看 它 是 不 是 错位 ， 这 只 要 检查 a 是 不 是 o(%) 的 
根 , 即 
1--σια--σαα]--''' Ἔσνμα" 
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是 不 是 等 于 0， 因此 要 试探 w+ 是 不 是 错位 ， 译 码 器 只 要 先 
算出 σια, σχα", "'', cea， 然后 将 它们 相 加 ;如果 相 加 的 结 采 
等 于 一 1, ae” 就 是 一 个 错位 ,否则 就 不 是 . 
下 一 步 是 检查 a”? 是 不 是 错位 , 和 上 面 的 道理 一 样 , o 
是 一 个 错位 , 4 Η1{1 σία") 一 0， 因 而 当 且 仅 当 
1--σια”--σοα” 十 ,十 aea2 一 0. 
因此 这 时 译 码 器 要 先 算出 σια", σια" 2，…， aea2， 然后 将 它们 
相 加 ; 如 果 结 果 等 于 一 1, αἲ ”就 是 一 个 错位 ; 否则 就 不 是 , 
一 般 地 ，o (1-1, 2, …, η) 是 一 个 错位 ， 当 昌 仅 当 
co) 一 0， 因 而 当 且 仅 当 κ 
T 十 aa 十 oo01 2 十 十 oo 一 0 
因此 这 时 译 码 器 要 先 算出 σια’, σια’ 3, -.., σκα’'", ΧΕ 
们 相 加 ; 如 果 缚 果 等 于 --ἶ, a” 就 是 一 个 错位 ; 否则 就 不 是 . 
译 码 的 第 四 步 是 计算 错 值 ， 对 于 二 元 码 ,， 错 值 都 等 于 1， 
因此 这 一 步 是 不 需要 的 .但 是 对 于 9 元 码 , 错 值 是 Fo 中 的 非 
零 元 , 因此 这 一 步 是 需要 的 .我 们 回忆 , 在 第 二 步 中 已 经 引进 
Τ ， 
ο() = YT) I (1— χι). 


ΕΦ συ -Πα- ΧΑ), ὁ-τ Σο 
中 


ασ ΧΙ 代入 w(%) 就 得 到 
wR ) -ΥΙΧΟΦ( ΧΕ, 

因此 ω(χρο 

.. ὦ Γ᾽ 
Ye Yom “ο 
Β (ο) 56.5 ω(ϐ) Ἐ Ρας, 35}} σώ( 36.Ξ σος) 互 反 
的 多 项 式 。 那么 将 (16) 式 右 方 分 子 和 分 母 都 乘 以 αι, 就 有 
Ὁ--... στ) 

Κισο(Χὶ) 
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在 第 二 步 中 已 经 证 明了 
ω(ϱ) Ξε(ᾳ)σ() (παοὰ 233) 
δίνω (5) κο-τἶ 
因此 ω(ϱ) 可 以 按 下 式 算出 
ω(ϱ) -- (8(α)σ(α)}»», 
而 oo 可 以 按 下 式 算 出 
| 2 
oo 的 -的 ， 

所 以 错 信 Υ̓́Ἱ μὴ 

主 码 的 最 后 一 步 就 是 按照 所 求 出 的 错位 利 错 信 去 改正 收 
到 的 字 里 的 差错 。， 一 旦 差错 改正 ， 这 个 字 的 译 人 码 工 作 就 完成 
Τ. 

应 该 指出 , 这 个 译 码 算 法 是 可 以 用 硬件 来 实现 的 . | 

对 于 二 元 BOH 码 , 上 述 译 码 算 法 中 ， 除了 第 四 步 不 需要 
之 外 ,第 二 步 也 可 以 化 简 .。 我 们 先 证 明 | 

引 理 2 ἩΓΕ 21-11 ΠΠ τ απ, BOH 
18, 当 按 照 上 述 译 码 算法 3. ΡΕΛΣΗΑΧ σ( η, 8 

ωι(2) = (SOon FG) ) en, πο, 1, 2, «.., αἱ, 

那么 当 被 传送 的 码 字 在 信道 中 出 现 的 差 ατα. Ct 时 ， 一 
18 Ἡ 

1) δύω,(2) «ἶ, 

2) δ(2)σι(ϱ) Ξων(2) -- dn (mod yt) 


证 . 号 
σι(5) = 二 十 Ow 十 Omg 十 "十 Omni2” 
因为 六 和 
ἱρπ-ίοι--ε«-ὐ, n=0, 1, 2, ο». 24, 


所 以 
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δίο)σ.(α) ΞΞ81-|- (5 σαιδι)2-1- (8: σιιδι --σιοδι)σ]---.- 
Ἔ (4, Ἔσμδι, 十 Org 2 十 "十 Om δι) 


πα 
十 ὦ (Sx σηιϑχ.1-σρόδι..α--»»' 
ΚΩ, 


Ἔσνιδν αι 2 (πιο ο) 
Η (σι(α), ἵ 是 产生 
δ» ὃν “""» δῃ 
的 一 个 最 短线 性 移 位 寄存 器 , 所 以 
| ὃν ο η ο» πἰ,ϑχ--1. = 0, 
b=b+1, b+2, -»., ᾱ 
因此 
ωκ(Ἅ) -- (5(3}σ.(2}}.»-- 81+ (9 Oni81 )% 
“- (88 σηιδο1-σμοδι)25 1-5. | 
| 十 (3 十 C π1δι, 1 十 On38 ο ο Γσπι-1δι) μμ 
于 是 2 on(2) <b. 
更 进一步 , 我 们 有 
ϑ(2}σ.(2) 二 Cn(2 十 (Si 十 Go 十 Goass 十 
十 Oo Ss,+1) 7 (πηρα 231). 
”可 是 On = S444 OniSn + OngSni 二 "十 Onl Sn +1, 
| 所 以  εία)σι(α) Ξωμ(2) + dn (πιοᾶ 25 ΤΊ. 
从 现在 起 假定 9=2,， 即 局 限于 讨论 二 元 BCH 码 . 我 们 
要 证 阴 ， 在 求 找 错 位 多 项 式 σ(α) 的 迭代 算法 (以 下 简称 迭代 
算法 ) 中 , 当 w Τε ΚΠ (0-“--21), 总 有 加 一 0 为 了 证 明 这 
一 事实 , 我们 先 引 进 一 些 记号 . 
设 f(z) 是 Ἐν 上 的 一 个 多 项 式 ， 如 果 F(s) τμ 5 的 奇 次 
方 项 的 系数 都 等 于 0, f(z) 就 叫 偶 多 项 式 ; 如 果 f(z) 中 ο 的 偶 
- δ ΠΠ} 34 ἁΚΉΡ 5 0, f(z) 就 叫 奇 多 项 式 ， 设 
(2) 一 Go 十 aa2 十 aa23 十 αφαθ-}--.:-|- αρ", 
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二 一 


8 Ημ 
f(z) = ao 十 ca22 十 G4 和 只 十 

那么 ιοί προ 
而 了 (z) 和 了 (2) 分 别 是 奇 多 项 式 和 侦 多 项 式 ， 分 别人 Ha 
奇 次 部 分 和 侦 次 部 分 . 

假定 在 数字 通信 中 采用 的 是 一 个 设计 距离 2t+1 的 码 长 
2 的 二 元 BOH 码 , 它 的 校 验 矩阵 是 (4) 中 的 吾 , 而 其 中 a 是 
Ἐν, 中 的 一 个 % 阶 元 ,2 在 2 中 的 阶 是 7， 设 发 方 发 出 一 个 
码 字 6, 而 收 方 收 到 的 字 是 了 。， 那么 @ 一 了 一 6 就 是 差错 模式 ， 
和 前面 一 样 仍 设 υ(θ)--εςί, 而 Χι, Χρ, .'', Χο ΠΛ, 即 
e 的 非 零 分 量 所 在 的 位 置 .我 们 有 -- 


ΣΧ, 一 圭 ， 2, ο. 


而 SC2) 一 3 二 822 十 Sa 和 «στον δαν. 
ο 一 加 (人 一 5 十 302 二 5 四 十 十 3 
那么 我 们 有 


引 理 3 οι(ο)᾽--δο(α) (mod 213). 
证 . 对 任意 正 整数 ?， 我 们 有 


| 5 一 XX 分 -Σ Χ}- So. (18) 
因此 : 
so(z2) = S222 十 8224 二 8225 二 十 9324 
Ξ-Ξ 8J22 十 δα -- se2 十 。… 十 So αν (mod 23 11) 
但 - δο(2) εδ -Ἱ- δι --δρδ 十 … -ἰ-δοιρ η, 
所 以 和 (2) =8(z)mod2 1 ). 
现在 我 们 去 证 明 


定理 8 对 于 设计 距离 等 于 2 十 1 的 码 长 等 于 的 二 元 
BOHE 码 来 说 , 如 果 被 传送 的 码 字 在 传送 过 程 中 产生 的 差生 个 
数 εἰ, 那么 按照 求 找 错 位 多 项 式 ol2) 的 达 代 算法 去 求 c(2) 


ΠΥ 


时 , 一 定 有 | 
1) σω,(ᾳ)--δι(α), n=0, 1, 2, «.., 24 
2) d= 二 0 对 于 奇数 nn， 即 对 于 n=1, 8, Β. ..., 2t 一 1 
证 ， 我 们 对 n 用 数学 归纳 法 来 证 明 这 个 定理 。 
设 πρ 是 个 正 整 数 使 


831 一 83 一 … μμ. -”-- 
| 那么 从 (18) 式 推出 no 一 定 是 奇数 . 
Γρ 一 2 
根据 迭代 算法 ! 
. ἄο-- ἅιτ- απο Ξ- ότι 0, 
特别 d= ds=*…… = dow-_1= 0. 
这 证 明了 2) 对 于 n<2%o μὲν. 
仍 根 据 迭 代 算 法 
σα(α)--σα(α)--'''--σρμ(α)--1, 
因此 对 于 πς 2ο, 
ὠμ(2) -- (5(2}ση(α)},».-- (8(2)}6»ει--0, 
于 是 Zwn(2) --0, | 
显然 对 于 m 委 2po 有 
ὃ,() --0͵ 
因此 对 于 ης 2}ο, 


20n(z) 一 全 (2 

这 证 明了 1) π--2ξο 也 成 立 。 因此 定理 83 对 于 ?mm 委 210 成 
YY. | | 

现在 假定 定理 38 对于” 成立， 而 28o<w%<2! 我们 去 
证 明 它 对 于 % 十 工 也 成 立 , 分 别 考察 见 是 偶数 和 奇数 这 两 个 情 
形 . 
(1) α-- οἱ 是 偶数 ， 先 去 证 明 ΙΧ 2 十 上 成立 ， 青 区 
别 Qox 二 0 和 dzw 关 0 这 两 个 情形 ， 
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1.1) dsr 一 0， 这 时 根据 综合 算法 ， 
Oap+1(2) σοκ), οι Vox. 
根据 引 理 2, 
SC2)aoxz(2) Ἕἑωοκί 2) + dor2s* (mod ολ 1) 
Ἐβωσι (2) (mod 2 ηλ), 
因此 
Caps1(2) -- (8(2) Oop+1C2)) τς (SZ) Gay (2) )ann = or (2), 
根据 归纳 法 假设 
Zar (2) --δοι(ᾳ), 
所 以 2ωοκει(ᾶ) -- δηκιι(ᾶ). 
1.2) cox 关 0， 先 考察 8 一 po ΕΠ π--ηρ--1 的 情形 , 这 时 根 
据 选 代 算 法 ， 
αι, = δοιν1 0, 
Ogpot1(%) =1+ do , osd 一 26o 十 圭 
于 是 apot+1(2) -- ((2)σαι,ν1 (0) ) non — Sapor12 
Ζώημη1(2) 一 Sap 12 Oop +1(%2). 
再 考察 4> ἕο, ΒΙ τ το 的 情形 ， 根 据 πο 的 选取 , 归纳 法 
假设 和 迭代 算法 
do=d = d= dp-1—0, ds 0, 
doxeti— dapo+a = ο υπ dr-1= 0, 
b= == ly,= 0, Va,+1= 2k0 十 1>0, 
ο παρ ον ο «ο πα 
362. Ἡ πι(θ. «πι «) [8 
Lam < Lam+1 = Lama ο. ἴον, 
这 时 Oap+1(2) 一 Gok(2) 十 Gak0an2 σαι), 
| Wax+1(2) 一 《8 (2) σαν ι(2) )aaxt 
一 (8(z)aax(2) ) aa 十 (Gakx0an2 SCZ)OIam(2) ) amv 
根据 引 理 3, 
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δ(2)σαι(2) Ξωνι(2) + drs (mod zr+1), 
s(2)0am(2) = Wom(2) + {αμα (πιος αὐ 1 ᾿ 
因此 Oop+1(2) --ὠηι(α) + ordany "wom 2). 
根据 归纳 法 假设 
Ζωρι(2) --δοι (5), 


ZU om (2) 一 Oo (2) κ 


所 以 Φὐϑχ-4 (2) = Oy (2) + dorden2 ς΄ "δ 9η (2) 一 不 911 (2). 


这 证 明了 也 对 于 2ἑἠ-1 μάν. 
再 去 证 明 2) 对 于 2% 十 1 也 成 立 ， 根 据 引 理 2, 
38(2)02p+1 (2) ost1(2) + ap (mod 2 ). 
于 是 ο(2)σαι(ϱ) Ἐξλωοςμι(8) 十 dopi12 + ?mod ο +13). 
刚才 已 经 证 明 


Zap4+1(2) = Pop+1 (2), 


又 根据 定义 28(2) = 8ο(2), 
所 以 S0(%)Oap+1(2) Ξεόοιι (2) "ην. Ἵ(τηοα ο.) ， 
比较 上 式 双 方 奇 次 部 分 和 偶 次 部 分 得 


δο (2) Fon+1C%) + (δο(3) -Γ1)}δαννι (2) 三 0 (mod 2™+?), 


δο(α)ὂ 2k+1(%) 十 80(2) 6 ak+1(2)= or12 + (mod ἈΝΑ, 。 


(19) 
(20) 


将 (19) 式 乘 以 so(z), 将 (20) 式 乘 以 (2z) 十 1, 然后 相 加 ,得 


(5ο(2)3-ἠ-δο(α)31-δο(α)}δον.,(3) 
Ξζομνιο (ο) -- 1) mod +) 
但 So(2)2 十 外 (2)2 一 (So 十 页 (2) )2 一 (8(2) )2， 
而 根据 引 理 3 
(8(2})᾽Ξεδο(α) (παοὰ ο” στ). 
因 中 十 1 二 24 所 以 3% 十 8 过 91 十 1 因此 
δο(2)71-δο(α)2-Ξο(α) (mod ο”). 
将 (22) 式 代入 (21) 式 得 
0 三 Qi+d22x+3(8o(2) + 1)(mod 2118). 
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(21) 


(22) 


因此 立刻 推出 dzv+1 一 0， 这 证 明了 2) 对 于 28 十 1 也 成 立 ， 
(2) n=28 十 1 是 奇数 .根据 归纳 法 假设 
Zap+1(2) 一 人 okfICZ)， 
cak+i 一 0. 
ΙΙ, σοι) --σονει(ᾶ), 
ax+3(2) 一 (8S(2)Goz+a(2) a — (SC%) Oart1(2) jos。 
根据 引 理 2 
8(%)0opt1(2) Ξωσνει(2) Γάιο ο (παοᾶ ση”), 
因 dor+1= 0, 所 以 
apt+1(2) — (8(2) Op+1(2) emn. 
因此 Wapt2a(2) = wapt1(2). 
于 是 Zan+2 (2) — Zop+1(2) = Gap+1(2) -- δοκεα(θ). 
这 证 明了 定理 3 对 于 2k 十 2 也 成 立 ， 
根据 数学 归纳 法 , 定理 3 成 并 . 
基于 定理 3, 二 元 BOH 码 的 译 码 算法 的 第 二 步 中 求 找 销 
位 多 项 式 的 迭代 算法 可 以 化 简 如 下 : 
求 找 错位 多 项 式 的 迭代 算法 (9=2) 设 收 到 的 学 了 的 校 
验 子 
δᾳ $2; “"*, $92t 
已 算出 ,而 #18 一 … 二 Sm-1 一 0， δν Ἕθ, 
那么 mw 一 定 是 奇数 . 令 mwo 二 2ho 二 1。 对 用 数学 归纳 法 来 
定义 一 系列 的 线性 移 位 寄存 器 
«σαι(2), ει), ᾱ--1, 2, ''', 志 
(Ὁ) 令 σι(α)-σι(α)--'''-σμ(α) -1, 
加 一 到 一 … 一 jx 一 
σου (0) 1ο Ja 一 2po 十 十 
其 中 dor 一 S21+1, 
(2) 设 《om(z), ἰοὺ 对 2=1, 2, ,kh(ko+l<h<t) 5 
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ο ας ο ο άρα lay. 
27 σαι(2) --1-|-σηι τᾶ Ἴ- σης ος 十， 十 Gatpa2 
计算 ειδα σαι 18ος 十 Oan,282p-1 十 "十 Ook,InSakp-i+1 
区 别 下 面 两 个 情形 : 
2.1) αγιπο 4 
6 ο 1) (2) — Oar (%) ,Vacr+1) = Usk. 
2.2) caxz 尖 0， 则 有 πι(θ πι «) 使 
Um < οκ) αρ = **" = ται, 
那么 令 σκκεη(α)--σαι(α) — doxdan2 oom(2)， 
lwty) = max {ζοι, 26 二 1 — lo}. 
最 后 我 们 得 到 《ozi(%), νο. λατ Ην 158 ε--ί, 那 


Ασαια) 就 是 找 错位 多 项 式 σία). 

我 们 再 指出 , 采用 第 三 章 $ 8 中 修饰 的 综合 算式 ,可 以 如 
免 上 面 这 个 算法 中 求 逆 元 素 的 运算 . 

修饰 的 求 找 错位 多 项 式 的 迭代 算法 (9=2) 设 站 到 的 学 
的 校 验 于 


81, 82, "**, 82t 
已 算出 ,而 δι-δο-'''--δω-1"-0Ὁ, διὰ 0, 
那么 mo 一 定 是 奇数 ， 令 m=26o 十 1， 对 8 用 数学 归纳 法 来 
定义 一 系列 的 多 项 式 Ya(2) 和 一 系列 的 非 负 整数 t=1， 
2, ,+), 而 
δίτοι(2) ςἷοι, $=1, 2, ---, ἑ 
(Ὁ 8 τι(ο)-τι(α)--'-'--Τοκ(2) --1, 


]ο--ἷε----.--ἰοκ,--0, 
οκ 1) (2) 一 十 Dy +t, (να) 一 2ξο1-}, 
其 中 {οι δολ 1. 


(2) 设 τρία), ἴα 对 “一 1，2，…， k(kot+li<k<t) 已 求 
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得 , 而 


δότοι (2) --ὖοι, 
1 一 一 bs 一 1o 一 一 ορ «πο Φυ < 
令 τοι(2) — Toy,0 二 Toy,12 + Ton, 32 1--»'--τος, ΗΝ μα 


计算 
Day = της, 0S24 1 二 Ton, 182k 十 Της, 2S2k-1 十 “， -十 1 Dax538 一 Mix 十 二， 
区 别 下 面 两 个 情形 : 
2.1) Ὀωμ-ο 48 
Τοχεα(Ώ) τοι), (οκιο-”-ἶπα, 
9.2) Ὀοο ΠΔ γί 1 κ πο) 使 
Lom < Uacm+1) = Uacm+ 4) 一 “二 boy. 
那么 令 τοι) (2) = ηταν (2) 一 Τιρ-"ογρμ(α), 
οι = max {ἷοι, 2 1 --ἴαι). 
最 后 我 们 得 到 τοι(ϱ). 根据 第 三 章 $ 8 定理 4 可 知 ， 
| τοι) 一 = του, οσι(1) 1ος Ἐ», 
既然 τοι(2) 和 σει(α) Η2Ε ΕΣ 中 的 一 个 因子 ,所 以 它们 有 
相同 的 根 。 因 此 我 们 不 必 去 求 cx(s) 的 根 , 而 去 求 ra(2) 的 根 
就 行 了 , 这 样 就 可 以 得 到 错位 . 
最 后 我 们 再 指出 g 元 BCH 码 可 作 如 下 的 推广 ， 仍 设 α 
是 了 上 的 一 个 % 阶 元 , (mw, α)--1, Ππα1ΕΖ, ΗΡΙ τ, Ὁξ 
mo 是 个 正 整数 , a 是 个 整数 而 Ας ἆκη--1, 那么 
ασ, otl, Qt Ord 
这 do 一 1 个 元 素 两 两 相 异 . 我们 构造 一 个 "(4 一 1) xm 怎 阵 
1 om (απ (0) 


1 απο (α”.» 12 ... (α”.»1)1”1 


关机 


1 αν ο--ή--ᾱ (an ΠΩΣ , (anefe 2 
我 们 把 以 这 个 矩阵 为 校 验 逢 阵 的 码 长 % 的 9 元 线 性 码 叫 做 设 
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计 距 离 4 的 码 长 % 的 9g 元 广义 BCH 码 ， 完 全 和 定理 1 一样 ， 
可 以 证 明 设 计 距 离 4 的 码 长 % 的 g 元 广义 BCOH 码 是 逢 环 群 ， 
它 的 生成 多 项 式 是 Eo 上 以 α"", αἲ ον, gt， of Ἢ 
根 的 次 数 最 低 的 多 项 式 . 完全 和 定理 2 一 样 , 可 以 证 明 它 的 
极 小 距离 这 4、 更 进一步 , 本 节 介 绍 的 9 元 ΒΟΗ 码 的 代数 译 
码 方法 完全 可 以 推广 到 9 元 广义 BCH 码 上 来 . 由 于 推导 完 
全 一 样 ,我 们 就 稳 不 重复 了 . 
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前 面 几 节 讨 论 的 纠 销 码 都 是 纠正 独立 差 策 的 但 .但 有 时 
码 字 在 信道 中 传送 时 ,特别 在 短波 信道 中 传送 时 , 差错 往往 是 
成 区 间 出 现 的 , 即 连 续 几 个 位 的 码 元 都 发 生 差错 , 或 连续 几 个 
位 的 码 元 除 其 中 少数 几 个 以 外 都 发 生 差错 。 因 此 讨论 纠正 成 
区 间 的 差错 的 码 是 有 意义 的 ， 下 面 将 介绍 的 Reed-Solomon 
码 就 是 一 个 比较 好 的 纠正 成 区 间 的 差错 的 码 ， 

所 谓 9 元 Reed-Solomon 码 就 是 码 长 n=y 一 1 的 g 元 
BOH 码 ， 而 9>3， 为 了 说 明 怎 梓 利 用 它 去 纠正 成 区 间 的 状 
[8, 我 们 先 给 出 成 区 闻 的 差 第 模式 的 定义 ， 

定义 1 设 e 是 码 长 n 的 某 个 9g 元 码 的 一 个 差错 模式 ， 
令 

θ-- (60, 61, 63, ***, 1), 6 Εξα 
如 果 ϱ 中 有 连续 2 个 位 , ΤΗ 3 mo 十 位， 第 mo 十 2 位 ,… 
第 mo 十 5 位 ,使 得 
6 一 0， 当 1 一 7pzo 十 二 或 人 Po 十 时， 
| σι τὰ 
en 5 天 昌 ， 
我 们 就 说 8 是 一 个 长 为 5 的 成 区 间 的 差错 模式 ， 设 发 方 发 出 
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的 码 字 是 e, 收 方 收 到 的 字 是 了 。 如 果 了 -是 一 个 长 为 2 的 
成 区 闻 的 差错 模式 ， 我 们 就 说 ο 在 信道 中 传输 时 出 现 了 一 个 
长 为 5 的 成 区 间 的 差错 . 
自 先 , 容易 证 明 下 面 这 个 定理 . 
定理 1 《元 (n, 1) 短 环 码 可 以 检查 出 任 一 长 3<m 一 站 
的 成 区 间 差 错 . 
证 ， 设 e 是 发 方 发 送 的 一 个 码 字 , 而 6 在 传送 过 得 中 册 τ 
现 了 一 个 长 6<n 一 6 的 成 区 间 差 错 e， 令 
C= (6ο, C1, σα, ““', 0-1), 
ο-- (€0, 6ι, 64, ***, 6 1), 
那么 e 中 有 连续 ?个 位 ， 第 mo 十 位, 第 mo 十 2 位 ，…， 第 
mo 十 b 位 , 使 得 
ε/--0, 如 果 1 πιρ-1. Ἑ 1 πιρ]-1, 
em 天 0， en 天 0 
于 是 εί) 一 6 十 2 十 ea22 十 … 二 640 一 Oorlg(O)， 
而 α(Ὁ) 一 CH 十 ent30 十 … 十 em +ot 1, 
那么 δια(α) ---- 1«-γ-----1. 
设 9o) 是 这 个 (mn， 信 循环 码 的 生成 多 项 式 , 那 么 
(ο) --η--ᾱ, 
因此 σ(ω)}Τα(α). 
又 因 g(%) 的 零 次 项 不 等 于 0, 所 以 
| ϱ(α)ε(α). 
因 e 是 码 字 ,所 以 
φ(ῳ) |ο(ῳ) 一 oo 十 00 十 0202 十 … 十 coop 1 
那么 9g(w)+e(w2)+e(w). 
这 就 是 说 , 收 方 收 到 的 字 e 二 e 不 是 码 字 。 因 而 收 方 可 以 检查 
出 码 字 6 在 传送 过 程 中 发 生 差错 . 
设 4 1-3, 并 假定 92， 今 考察 设计 距离 a 
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的 码 长 gq 一 1 的 g 元 Reed-Solomon 码 , 将 它 记 作 O。 设 a 是 
Fa 的 一 个 本 原 元 , 那么 O 的 生成 多 项 式 就 是 


φ(α) = i (α--αἱ), 


根据 $5 定理 2，C 的 极 小 距离 这 C。 更 进一步 ,我 们 证 明 
定理 2 设计 距离 4 的 码 长 9 一 1 的 9g 元 Reed-Solomon 
码 的 极 小 距离 等 于 d. 
”证 . 9 
1 α αλ ... αἴ 


π. 1 a (a2)3 «.. (a2) 2 


1 αἲ-1 (α!-1)5 ... (αἰ) --ᾱ 
那么 e= (0ο, σι, 64, ---, Ca-2) ΞΟ, 当 且 仅 当 
Hoe'=0 
因 五 的 任意 a 一 个 列 线性 无 关 , 所 以 Ἡ 的 秩 是 d 一 1. 那么 
Η 的 任意 4 列 线性 相关 ， 这 就 是 说 CO 有 重量 等 于 & 的 码 字 ， 
因此 ο 的 极 小 距离 等 于 d. 
ο ΜΕ ”设计 距离 4 的 码 长 %n=9 一 1 的 9 元 Reed-Solomon 
码 的 码 长 n, 信息 位 的 个 数 X 和 极 小 距离 4 三 者 之 间 适 合 关 
系 式 
d=n—k+l 
证 .， 因 6g(z)=d 一 1 所 以 
-ἕ-η-(ἑ-1)-η-ά!1, 
注意 , 一 般 说 来 , 我 们 有 
定理 3 (1, 大 线性 码 的 极 小 距离 4<n 一 5 十 14. 
证 ， 设 (n, 1) 线性 码 ο 的 校 验 矩 阵 五 是 秩 为 nn 一 的 
(3-1) x% 矩阵， 因此 五 的 任意 mw 一 F 十 1 列 必 线 性 相关 . 
这 就 是 说 C 中 一 定 有 重量 % 一 6 十 1 的 码 字 ， 因 此 
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ἆκςη-- ὦ--1. 

基于 定理 3, 我 们 可 以 给 出 下 面 的 定义 

定义 % 设 有 一 (n, ) 线 性 码 , 它 的 极 小 距离 4 达到 极 大 
值 % 一 4 十 1,， 即 4= n—b+1 我 们 就 说 这 个 (n， 外) 线性 码 是 极 
大 忠 离 可 分 码 , 或 最 优 码 . | 

有 了 定义 32, 那么 定理 2 的 系 理 实际 上 是 说 Reed-Solomon 
码 是 极 大 距离 可 分 码 . 

注意 ,当即 和 8 给 定时 , 码 长 ?而 信息 位 个 数 等 于 6 的 线 
性 码 中 极 大 距离 可 分 码 是 纠 错 能 力 最 大 的 码 . 
下 面 我 们 介绍 怎样 利用 Reed-Solomon 码 来 纠正 成 区 间 
的 差错 . / 

设 9=2"， 而 7>1， 仍 设 a 是 fo 的 一 个 本 原 元 ,那么 
1,α, α”, "'', α 就 组 成 fo 在 了 ，。 上 的 一 组 基 ， 于 是 中 
任 一 元 素 &@ 都 可 以 唯一 地 表 成 1, α, a,…, α΄’ 的 线性 组 
合 ,而 系数 属于 Σο, 


α-- S αιαὶ, αιΕἘ. (1) 
这 样 Fo 中 每 一 元 素 & 都 唯一 地 确定 了 下 ,上 的 一 个 7 维 行 向 


量 

(αο, αι, ας, ''-, ἄνα), (2) 
仍 设 C 是 设计 距离 4 的 码 长 9 一 工 的 & 元 Reed-Solomon 码 ， 
并 假定 4=2t 十 1，。 根据 定理 2, OC 的 信息 位 的 个 数 

b=n—2t 

ἘΠῚ C= (6ο, 61, 4, "''", θᾳ 4) 
是 O 的 任意 一 个 码 字 ，¢ 的 每 个 码 元 (0<i<g 一 2) 都 是 
,中 的 元 素 ， 每 个 6 都 按 上 述 1), (2) 式 唯一 确定 了 ,上 
的 一 个 7 维 行 向 量 , 将 每 个 ο 所 唯一 确定 的 上: 上 的 7 维 行 向 
量 代 入 c， 就 得 到 下 上 的 一 个 (g 一 Dr “ΠΒ. 这 些 行 
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向 量 的 全 体 组 成 一 个 码 长 (9 一 1)r 的 二 元 线性 码 ， 记 作 

CO 在 数字 通信 中 采用 C 作为 纠 错 码 ， 就 可 以 纠正 一 个 长 

δ--(ἱ--1}τ--1 的 成 区 间 差 错 ， 实 际 上 , 长 6< (i 一 1)7+1 的 

成 区 间 差 错 模 式 顶 多 影响 原来 码 C 中 连续 t 个 码 元 , 而 是 

可 以 纠正 t 个 差错 的 纠 错 码 . 

| 当然 在 上 面 的 讨论 中 , 如 果 取 σ--σῦ, 就 得 到 可 以 纠正 一 
个 长 b(t 一 D7 十 1 的 成 区 间 差 错 的 go 元 码 . : 


第 五 有 限 域 上 的 多 项 式 


在 这 一 章 里 , 我 们 要 讨论 编码 理论 里 出 现 的 ， 有 关 有 限 域 
上 多 项 式 的 几 个 重要 问题 ， 这 就 是 , 确定 有 限 域 上 多 项 式 的 
周期 的 问题 , 有限 域 上 多 项 式 的 因 式 分 解 问题 , 特别 是 α'--1 
的 因 式 分 解 问题 ， 以 及 确定 有 限 域 上 次 数 三 某 一 个 正 整 数 τ 
的 所 有 不 可 约 多 项 式 和 本 原 多 项 式 的 问题 ， 这 些 问题 都 是 当 
前 值得 研究 的 问题 .我 们 介绍 的 确定 有 限 域 上 多 项 式 的 周期 
的 方法 和 有 限 域 上 多 项 式 的 因 式 分 解 的 方法 ， 当 域 的 元 素 个 
数 较 小 时 , 特别 当 有 限 域 是 了 时 ， 而 且 当 多 项 式 的 次 数 不 太 
大 时 ,譬如 «1000 或 更 大 一 点 时 ， 都 可 以 编 成 程序 在 电子 数 
字 计算 机 上 计算 . 


Sl1 ὑΕΊΕΊΗ Εμ 


ΕΟ 是 9 个 元 素 的 有 限 域 ,而 9 1-13. 在 编码 
中 时 常 要 遇 到 求 了 上 两 个 不 等 于 0 的 多 项 式 a(w) 和 0(o) 
的 最 高 公 因 式 (a(w), 5(%)) 的 问题 , 以 及 将 (a (w), 5(w)) 表 成 
α(α) 和 25(w) 的 以 [wj 中 的 元 素 为 系数 的 线性 组 合 的 问题 . 
在 第 一 章 $ 2 中 我 们 曾经 说 过 ， 这 两 个 问题 可 以 用 轧 转 相 除 
法 来 解决 ， 我 们 回忆 , 驾 转 相 除法 是 一 串 带 余 除 法 算式 , 见 第 
一 章 8 2(3) 式 , 其 中 每 一 个 带 余 除法 算式 

Fi;_2 0) = (8) α(α) ἠ-γιίω), Θύγιίῳ) «θη. α(α), 
的 除 式 ri-1(z) 是 前 一 个 带 余 除法 算式 的 余 式 ,而 被 除 式 
ra(w) 是 更 前 一 个 带 余 除法 算式 的 余 式 ， 一 旦 某 一 个 带 余 除 
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法 算式 , 璧 如 第 n 十 1 个 的 余 式 等 于 0 时 ， 
CO TNCLAC 
这 个 带 余 除法 算式 的 除 式 7,(w)， 除 可 能 差 Ἐν 中 一 个 非 零 元 
素 之 外 ， 就 是 gc(z) ἯΙ δίῳ) 的 最 高 公 因 式 (a(w), 5(w))。 因 
此 利用 轧 转 相 除 法 去 求 α(ῳ) 和 8(z) 的 最 高 公 因 式 ， 在 进行 
每 一 次 带 余 除法 时 , 只 需要 记 住 前 两 次 带 余 除法 算式 的 余 式 . 
用 电子 数字 计算 机 来 进行 运算 时 ， 这 需要 的 存储 量 是 不 大 
的 ， 可 是 如 果 要 将 alz) ΤΙ δίῳ) 的 最 高 公 因 式 (α(ῳ), ὃ(9)) 
表 成 它们 的 以 Fu[w] 中 元 素 为 系数 的 线性 组 合 ， 那 就 需要 κ 
先 将 前 % 个 带 余 除法 算式 的 余 式 表 成 被 除 式 和 除 式 的 线性 组 
合 : 
γμίο) 一 和 -2(2) — gp(w) rr-1(m), k=1, 2, »'', η, 
”然后 将 如 此 所 得 的 7,1(%) 的 表达 式 代 入 7。(%) 的 表达 式 就 把 
rn(%) 表 成 mm-s(z) 和 rn-a(o) 的 线性 组 合 
nw) = (— gn (2)) rsa lt) 十 代 十 go-1go)9o ac)i 
再 将 rw_s(o) 的 表达 式 代 入 上 式 就 将 7,《2) 表 成 7s-4《w) 和 
”wn_a(2) 的 线性 组 合 ; 如 此 继续 下 去 , 就 可 以 将 rn《%) 表 成 a(%) 
Ἡ δίῳ) 的 线性 组 合 。 这 样 每 一 个 带 余 除 式 算式 就 都 需要 记 
住 .因此 需要 的 存储 量 就 比较 大 . 实际 上 , 只 要 将 轧 转 相 除 
法 稍 加 修饰 ， 每 进行 一 步 计算 只 需要 记 住 4 个 多 项 式 ， 这 样 
也 可 以 求 出 ec(o) 和 δία) 的 最 高 公 因 式 (α(ω), δίο)), 3536 
(α(ο), δ(ω)) 36 μὰ α(α) ΙΙ δίῳ) 的 以 上 olLz] 中 元 素 为 系数 的 
线性 组 合 , 下 面 我 们 就 来 介绍 这 个 算法 *. 
修饰 的 轰 转 相 除 法 θὲ α(ο) ἯΙ δίῳ) 是 了 oo[z] 中 的 两 个 
不 等 于 0 的 多 项 式 . 记 Ἢ 
r-i(o) --α(φ), τοίῳ) -- δ(α). 

* 这 个 算法 实际 上 就 是 秦 九 韶 在 大 衍 求 一 术 中 对 于 整数 的 情形 所 采用 的 算 

法 , 见 秦 九 韶 , 数 书 九 章 (1274) 。 
ο {84 ου 


Ἐν ο-ι(ϱ) =1, col%) 一 0， 

d_1(%) —0, οί) 一 于 
然后 按 下 面前 规则 递归 地 计算 τκία), οι(α), ἀχία), ἔ-- 1, 
2, 9, .... 

γι-αίΏ) 一 OZ) Έα), Θγκ(ο) LO ι(), | 
ον (0) -- Gn (W)Ck-1 (Wm) + Ck—2 (%) ; (1) 
Gx (ο) -- φχ(ο)αχ..ι(ᾳ) + dy-2(%). | 
直到 η ι(ϱ) =0 时 停止 。 那么 除了 可 能 差 Ἐν 中 一 个 元 素 以 
外 ,rn(z) 就 是 a(w) 和 2(w) 的 最 高 公 因 式 (a(%), 5(w))， 而 
τν (0) = (—1)"c (var) + (—1)" dw) (ο). (2) 
定理 1 设 a(w) 和 6(w) 是 了 [wj] 中 的 两 个 不 等 于 0 的 
多 项 式 ， 那 么 按 修饰 的 驾 转 相 除 法 计算 ， 当 rw41(%) =0 时 ， 
rn(w) 确 实 除 了 可 能 差 一 个 Ἐξ 的 元 素 之 外 , 就 是 co) 和 0) 
ΗΡΑ, 而 且 
γ(ῷ) --(--1)"οι(α)α(α)Ἴ-(--1)"ἀ,(α)ὂία) (2) 
ΠΕ, 设 7,《w) 的 首 项 系数 是 o 那么 和 附录 二 中 关于 整数 
的 情形 完全 一 样 , 可 以 证 其 
(α(ῳ), δ(ῳ)) --ο σα). 
我 们 就 不 重复 了 ， 主 要 的 问题 是 去 证 明 (2). 
首先 , 容易 验证 
Οχ() Γκι (0) + ons1 8) "χί) 
οι (ϱ) (τν (0) — qur1 Cm) rr (wm)) 
+ (qxr1(2) Cr (0) + Or-1(%)) Th(%) 
一 CO) ACL EC | (9) 
αι (0) 11 () Π-άν.ι(ω)τκ(α) 
--ᾱν(α) (σκι (ϱ) --ακνι (ο) τκ(ϱ)) 
+ (gpr1(T) ἀν () + dr-1 2) ) Tr (ο) 
αντ (0) τικ) "-άχ(ο) κ-α(Ώ), (4) 


人 (w) Ok+1 (ο) — Ck+1 (α) ἅι(ῶ) 
οι (ὦ) (οι νι (0) ἅκ (2) + ἀκ. ι(ο)) 
— (qx+1(%) οι (2) Ἴ-οι-α(Ώ)) dr (7) 
| = — (Cp-1(%) ἄν(α) --οι(α)άµ.-ε(α)). (5) | 
其 次 ,对 上 用 数学 归纳 法 ,并 利用 (3), (4), (5) 式 , 可 以 证 明 
(8) Trp-1 (2) + p18) Tp C2) --τ.ι(ῳ), | 
Ομ(Ὁ) Γμ-α(ᾳ) + Ομ.ι(α)ητχ(ω) --τοίο), | Ἡ ἔΞε0, (6) 
ο. α(Φ)ἀχ(α) -- οχ(ο)άν.ι(ῳ) = (—1) "+, 
因 τηιία) --0, 在 (6) 式 中 令 天 一 m 十 1， 就 有 
-. Ειει(ῳ)ηι(α) --τ-:(ῳ) --α(α), (7) 
6ῃµι(Φ)Τη(α) --γοί(ῳ) -- δία), (8) 
Cn (WV) nt1 (8) ---ομμι (2) daw) = (-- 1)" (9) 
将 (9) 式 双方 乘 以 7,(w), 再 利用 (7), (8) 两 式 , 就 得 到 
τυ α.(αγα(α)--ἆ,(α)δ(α) --(--1)"τ.(α), 
即 σιία)-(-1)"οι(α)α(α) Π-(-- 1" ἀ,(α) δ (α), 
ο 3388, 在 定理 1 的 假设 下 更 假定 Θα(α)750, δῦ() 20 
而 α(α) x*c6(w) 对 任 一 cEF,, 那么 
Οὐ εὐ(ῳ) ««δὐ) (2) --θ)(αί(α), bw)), 
Οὐ ἀ.ίω) ««δὗα(ᾳ) — (ww), bw)). 
证 显然 有 
O° οι (2) 0, F=1, 2, «'., n+1, 
那么 由 (1) 中 第 二 式 得 
Οὐ οἱ η(α) <O οι(2), ε--1, 3, «'», --1, 


| 特 别 ac)<D0ci(Co) 
由 (8) 式 得 ὂ ονι() = 0 (2) — Or, (v2). 
因此 aa oO) <D mV) 一 or), δ(α)λ, 


ΙΒ] 38 Odn (9) ««ὃ'α(ϱ) --θ)(α(ῳ), ὑ(α)). 
τν ΤΠ ΤΙ ΤΡ ΓΡ. 设 | 
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α(ᾳ) -- οὗ |- α΄ }- οὖ }-ο- ὢ 1-1. 

δία) τω" 十 十 2 十 
是 下 。 上 的 多 项 式 . 现在 用 修饰 的 雏 转 相 除法 去 求 它们 的 最 
高 公 因 式 (a(w)，6 (wm))， 并 将 它 表 成 alw) 和 5(w) 的 线性 组 


合 


首先, 令 
| γ.α(ῷ) --α(α) 一 全 十 wt 十 3 十 W023 十 wj 十 1 二， 
ro(O) = (2) --ω"ἠ-α3-----1. 
ο. α(ῳ) --1, ο) --0, 
α..ι(ῳ) --0, do(w) --1. 
第 一 步 ,用 το(α) Ες σ..ι(ω), 18 
Γ-α() --φι(ῳ) το(ῳ) ἠ-γι(αὺ, 
| φι(ῳ)---1-1, τι(α) --αρ--α 
楼 着 计算 σι(ῳ)--ᾳφι(α)οο(α) --ο (ο) --1, 
| ἀι(ῳ) -- φι(ῳ) ἄο(α) ἠ-ἆ.α(ῳ) 一 2 十 工 
第 二 步 ,再 用 τι(ῳ) 去 除 τοία), 得 
ro(®) --φα(ω)ει(ο) + 7 (8), 
φα(α) --ωἼ-α, γι(ῳ) =w+1 : 
接 者 计算 οι(ῳ) --φα(α)οι(α) --οο(α) -- οἳ }-α, 
da(%) -- φα(ῳ)άι(ῳ) -Ἴ-ἆοίῳ) 一 co 二 LT . 
第 三 步 ,再 用 το(α) 去 除 τι(ω), 得 
71(%) --φο(ω)τα(ο), qal®) τα, π(ϱ) --0, 
因 73(%) = 0, 计算 就 停止 我们 有 
(α(ῳ), ὃ(0))--γι(ϱ) --ῳἠ-1. 
”又 有 
(α(α), δ(α)) cal) elo) 1-ἀν(ο)δ (ο) 
πω) (αἲ}- αὖ ἠ-ωο-- οᾱ-}-ϱ-- 1). 
ἡ- (αὖ 十 十 (α΄ -- οἳ-ση-1). 
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65 确定 多 项 式 的 周期 的 一 个 方法 


设 ,是 9g 个 元 素 的 有 限 域 ,而 9g 是 一 个 素数 2 938, ΒΒ 
设 f(w) 是 Fo[w] 中 的 一 个 次 数 之 1 的 多 项 式 , 而 了 (0) 0, 
在 第 三 章 $2 定义 3 里 , 我 们 曾经 定义 了 了 (%) 的 周期 为 最 小 
焉 整数 ! 使 Je) jz 一 二 并 用 p( 放 来 代表 了 (w) 的 周期 我 
们 也 曾 指出 Fe) 的 周期 p(f) 也 等 于 zw 在 乘法 交换 群 
Ἑ [ο] πω 中 的 阶 ， 同 时 我 们 在 第 三 章 $8 2 定理 4 里 还 证 明了 ， 
以 jw) 为 极 小 多 项 式 的 线性 移 位 寄存 器 序列 的 周期 就 等 于 
7 四 的 周期 特别, 当 f(w) 是 零 次 项 不 等 于 0 的 不 可 约 多 项 
式 时 , f(w) 所 产生 的 非 零 线 性 移 位 寄存 器 序列 的 周期 都 等 于 
Ῥία) 的 周期 ， 另 一 方面 ,根据 第 四 章 83 定 理工 我 们 知道 , 以 
下 ,上 的 一 个 次 数 之 1 的 零 次 项 不 等 于 0 的 f(%) 为 生成 多 项 
式 的 g 元 循环 码 的 码 长 的 极 小 值 也 是 f(w) 的 周期 .因此 确 
定 上 fo] 中 次 数 之 1 的 零 次 项 不 等 于 0 的 多 项 式 f(%) 的 周 
期 是 有 意义 的 . 

下 面 我 们 要 介绍 一 个 求 [wz] 中 次 数 之 1 的 零 次 项 不 等 
于 0 的 多 项 式 f(w) 的 周期 的 方法 . 我 们 先 回 忆 , 在 第 三 章 $2 
中 我 们 曾经 证 明 过 的 一 个 引 理 . 

51.81 设 f(w) 是 [zw] 中 次 数 之 1 的 零 次 项 不 等 于 0 
的 一 个 多 项 式 。 用 p(f) 表 示 f(w) 的 周期 . 11 (2) [α1--1, 
那么 2(f) ΙΙ. 

这 是 第 三 章 $2 的 引 理 3. 

我 们 再 证 明 几 条 引 理 . | 

ΒΕ ἩἨ (ο) δὲ Ένα] 中 零 次 项 不 等 于 0 的 多 项 式 ， 
并 假定 
f (2) --[ι(ω)]αία), θ'Ρι(ω), O°f a (2) >1 
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而 | (fi(w), Γαίω)) --1, 
那么 Jo) 的 周期 rf) 就 等 于 户 (z) 的 周期 Pa 号 f(D) 的 
周期 (11) ἠΒΊΝ ΑΗ ἀκ [ο( {1}, (111, Ββ 
»(!) 一 [以 六 7 »(ῃ}]. 

证 .我 们 有 | 

| 六 (2Z) [ον —1, Το (ο) [or | 
| να [-- [»έ ή); ρ(11)1, 那么 

α50υ...1]αἱ--1, ον) α---1, 
因此 Τι) ]9'-1, (2) | —1. 
但 是 (f(x), Τα(α))-1, 所 以 
Γι(α) [α(α) |α--1, 


即 Jo) 12 一 二 
因此 根据 引 理 工 有 
ρίὉ |1. 
另 一 方面 , 从 
六 (2) | cz 人 一 1 | 
推出 [ι(α)]ω”θ--1, ja) ο --, 


仍 根据 引 理 二 有 | 
pF) (12), (11) (2. | 
于 是 p(fi) 和 ρί[ι) 的 最 小 公 倍 数 1 也 是 以 Ff) 的 因数 , 即 
ἰ|ρ(1). 
那么 从 οἴῃ)!1 η τρ) 推出 
ρ()) -ἷ- [»(7ῳ, pC Fs )]. 

引 理 3 设 (j,p) 一 1， 那么 了 [wo] 中 的 多 项 式 w' 一 1 没 
有 重 因 式 . 

证 ， 令 f(r) --σ'--, 
那么 f'(%) = je. 
(1, ϱ) =1 而 wp 为 的 特征 ,所 以 了 (ww) 头 0. Ρ(α) 的 不 可 


和 Be 


约 因 式 只 有 α, 而 
| αλα -- 1. | 

所 以 (f (2), 6) --1, ΠΠ 
那么 根据 第 一 章 82 定理 3 可 知 f(w) 一 2” 一 1 没有 重 因 式 ， 

引 理 和 人 设 f(w) 是 上 [wj] 中 的 不 可 约 多 项 式 而 (0) -Ε0. 
再 设 e 是 250 的 整数 ， 用 p(f) 表 f(w) 的 周期 ,用 p(f*) 表示 
f(w)* 的 周期 .那么 

ρ(7) --φ(1): min{p'|p>e}. 

min{p'|p' 之 6} 表示 526 的 2 的 最 小 的 医 . 


证 ， 设 min{p |p >e} Πρ, 
即 py” 之 e 而 p” 7 <6. 
从 Τα) |α”Ῥ--1 
ΝΤ /ὠω- 1)’. 
但 是 (wr 1) 2) wr) — 122”. 
所 以 Jo Co 一 1 
因 Ες 的 特征 为 2, 
(α”) -- 1) ρα ο)”. 1. 
于 是 
pf°) 2) ο”, (1) 
另 一 方面 , 设 
pf°)=h. 
.-- ἔ-ρ'} 而 (4, ϱ) =1. 
那么 fw)° ια ο --1-- (οἱ -- 1)”. 


根据 引 理 8, w 一 1 没有 重 因 式 .又 因 了 (x) 是 不 可 约 多 项 式 ， 
所 以 根据 唯一 因 式 分 解 定理 (第 一 童 $2 定理 3) 推 出 
Ῥω) |α’--1, ΠΠ e<p', 
再 根据 引 理 1, Μι Γ(α) |α’--1 推出 
ρ(ῃ) 14. 
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因此 : 
| b=pj>p"p(f). (2) 
从 (中), 2) 两 式 可 推出 | ΜΙ 
ρ(/3) (0) πρ): πτι{ ῃ pe 
引 理 5 设 f(z) 是 下 [fw] 中 的 不 可 约 多 项 式 而 f(0) 关 0. 
用 Ῥω) 表示 了 (w) 的 周期 ,那么 | 
(Pp(f), 9) =1. 
ΠΝ 设 yw) 是 ”次 不 可 约 多 项 式 ,那么 Π.Σ 1, αν. 
556538 2, 知 
ff) em —o. 
ΝΒ 70) -0, ΒΡ ία) 天 zw 所 以 
fo) | 到 一 一 二 
那么 根据 引 理 芋 有 
2 人 10 一 十 
因 (g" 一 1, ϱ) --ᾱ, 所 以 
(28), Ὁ) --ᾱ. 
从 上 面 这 些 引 理 立 刻 可 以 推出 
定理 1 ὅξ γί) 是 了 [由 中 零 次 顶 不 等 于 0 的 一 个 多 项 
式 ,并 假定 / 
Τ(α) δια fa (ο) λεν τν (ο) ”, 
其 中 για), Γο(ϱ), «.', Γι(ῳ) 是 了 Lo] 中 7 了 个 两 两 不 同 的 不 
可 约 多 项 式 ,而 ει, θο, …，er 是 了 个 正 整 数 ， 那么 | 
pf) = [pCf), 49), τν ο(}ε}} 
«ταἰπ{ρ!|φ΄26ι, 6, “'', er}. 
证 . 根据 引 理 2， 用 归纳 法 向 7 可 得 
pf) τος, pf fr)] 
--[ρ(γῶ, [pC(f2), ο, »(5}11 
Γρ), 8) ση DC 
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再 根据 引 理 4 有  . 

(0) πρ "min{p |7 >0}, $=1, 2，…，Y。 
叉 根 据 引 理 B，(p(f2), Pp) 一 1， 所 以 / 

pCf) Ιλ), ρα), στὴ, pf) 

| "min{p'|p' >e, ea, ''', er}. 
这 证 明了 定理 1. 
”根据 定理 1， 要 确定 ofwj] 中 一 个 次 数 551 的 零 次 项 不 
等 于 0 的 多 项 式 f(w) 的 周期 , 可 以 分 两 步 走 ， 第 一 步 是 把 
f(z) 分 解 成 Fo[z] 中 不 可 约 多 项 式 的 乘积 , 或 把 f(w) 76 [ὰ 
fw] 中 有 限 个 两 两 不 同 的 不 可 约 多 项 式 的 医 的 乘积 ， 关于 
这 个 问题 , 下 一 节 将 要 介绍 一 个 一 般 的 因 式 分 解 的 方法 , 第 二 
步 是 要 确定 (ο) 的 不 可 约 因 式 的 周期 ， 下 面 我 们 介绍 一 个 
确定 了 ou[z] 中 零 次 项 不 等 于 0 的 不 可 约 多 项 式 的 周期 的 方 
法 . 

现在 设 f(w) 是 [ασ] 中 的 一 个 %w 次 不 可 约 多 项 式 , 并 假 
定 fo) 关 %， 即 Το) 的 零 次 项 夫 0。 那 么 确定 (2) 的 周期 可 
以 按 以 下 步骤 进行 : 

1) 将 g" 一 1 分 解 成 素数 的 乘积 , 设 

0 —1=pr 8. ή, 

其 中 pt, pp,，…, py 是 了 7 个 两 两 不 同 的 素数 ， 丽 61，e2，，…, ον 
是 了 个 正 整 数 . 

2) 对 每 个 4 一 1，2，…，7， 计 算 

(wr) Καν (ία) Να}; (ας, ... 
直到 求 得 一 个 非 负 整数 Ρις ει 
(CT ) Κα) 二 1, (wr D/P ) Καὶ Ἔ 1 
(注意 ,我 们 仍 沿用 第 一 章 $ 2 中 的 记号 ,将 用 f(w) 去 除 &4(w) 
所 得 的 余 式 记 作 (@ (9) ) Κα), 我 们 还 约定 (ω(α"--1)/ρ8νη) (2391, ) 
那么 
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ρί 1) | (一 二 7]0 ρ(!(ο"--1) {ρα 
因此 p(f) = 0 pg pr 
在 计算 
(ία ος 8—=1, 9, νε b=1, 2, «.., τ 
时 ,可 以 按 以 下 步骤 进行 
2.1) 计算 


(αὐ) γα), (αἿ) cw), (κο, ελ. (ο πλω, 


六 一 1 
ΜΙ αὶ δ Ἴ -- Ἆ ἰ - 四 四 
ΝΣ (αἵ) fo 一 αὶ “ερ ᾿ 了 一品， 1, 2, “os η 1. 
σου VOT ρα “'’ Qon—1 
{ιο (211 win (Li1n—1 
令 Α-- 90 (Vol 650 Won—1 


ὤπκ-απο ἅπ αι Ωμ-πα Cn—ln-1 
4 是 对 .上 的 一 个 nxn ΙΡ. 
2.2) 计算 
(ο), (Ωΐ)ῃω, (αὐ}χα; ''', (αἱ } κα. 
注意 , σκ(η--1)4Η1, αἱ (αἱ) λα κπ--ἶ. [Η 
[0 (αὔ) κο) 在 第 2.1) 步 中 已 算出 
又 ,如果 (oa )ra 已 算出 , 设 


μι 
(αὐ) 1(2) 一 2 Do 
堵 么 
(αἲ') μα = (me. τη «οὔ ) μα) 


9 个 


= (0 ) ps) (αἱ) pen (αἱ) γα) κα 


a 个 
(αλ p02)) κο” (( Σ ὃ κ ) ) 
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(τν ο.) 


(2 


κ--1 
- 2) ὂ; (9) 32) 
} 230 


1 ῃ--1 
一 之 ὂ; 2) αρα 
1=0 {50 
πα /η-1 
_ 呈 (号 wo)s 
έ--Ώ --Ό 
这 就 是 说 ,如 令 
η --Ἱ 
Cp ον μα, 
bo bo 
δι bs 
游人 么 ὃν |- 4) δι 
bi bs_1 
令 οι(2) = (οὔ) [αν 4 一 (， 1, 2, τ Ὁ 多 一 二 | 


2.8) 将 (g" 一 1)/m 表 成 9 进位 数 ， 设 
(g"~1)/pi—=a0t+a19+ og 二 "二 Qn-19" ο, 
Oa<g—1. | 
2,4) 计算 
(σα ο γαρ = ((φο(α)') κα” (Φι(ᾳ)') κα 
* (G2 (ϱ) κα (Gn-1 (0) ο). 

我 们 着 重 指出 , 上 面 的 算法 , 除了 第 一 步 中 将 φ’--1 ΔΗ 
成 素数 的 乘积 以 外 , 其 余 各 步 都 不 复杂 , 而 且 都 可 以 编 成 程序 
在 电子 数字 计算 机 上 进行 计算 . 但 是 将 9" 一 1 分 解 成 素数 的 
乘积 这 一 问题 , 当 9 和 % 适 当 大 时 , 却 是 相当 困难 的 问题 . 既 
使 当 g=2 时， 2" 一 I 的 素 因 数 分 解 问题 , 当 % 适 当 大 时 , 也 相 
当 困 难 . 书后 附 有 "100 πῇ, 2" 一 1 的 过 因数 分 解 表 . 

我 们 再 指出 , 第 2.1 步 和 2.2 步 的 计算 可 以 用 将 域 
[zjyxw) 中 的 元 素 习 以 % 的 电路 来 实现 ， 为 简单 起 见 ， 考 察 
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οΞ- 2 的 情形 . 设 
Τί) -1--σιΏ--ορα-»''|-ση ια 十 0" 


并 假定 
Ομ ο πω κορν on nl 
而 其 余 的 610, jh δε, “'', ὅπ, 
0 小 和 
位 位 I 位 
τ. ΓΦ | ΄ ΒΝ 


图 1 
ΠΟ ΓΗ͂ {1 η ΤΡ ΛΕΡ) αο, αι, 
ο, “'-, ἄμ-ι, ὨΚΗ ο 11} 1κ “ΗΒ, ΒΕΠ 1 “δν ΒΕ (άοαια»'-ᾱ...ι). 
那么 加 上 一 个 移 位 脉冲 后 , 这 个 移 位 寄存 器 的 状态 成 为 
(ανα, 0+ dn 1C4, Gi Oy1C3, 7 Ona tn-1Cn-1). (9) 
如 果 令 状态 (Qo0142…an-1) 相 应 多 项 式 
Go 十 Ga40C 十 Ca02 十 十 Cn ια”, 
那么 加 上 一 个 移 位 脉冲 后 ， 这 个 寄存 器 的 状态 (3) 就 相应 多 
项 式 
Cr-_1 十 (ao 十 Go-ip1) 2 (G1 二 Gn-102) αἱ... 
十 (Qn2 二 Wn-iCn_1) 0 
一 (CO(ao 十 ad 十 Ca 十 … 十 Go ια”) κο. 
因此 对 上 述 移 位 寄存 器 来 说 ， 加 一 个 移 位 脉冲 的 作用 就 相当 
于 “ 乘 以 z, 再 除 以 f(%) 取 余 式 的 作用 . 这 样 一 来 ， 如果 令 
这 个 移 位 寄存 器 的 初始 状态 是 (100,…0)， 那 么 加 一 个 移 位 脉 
冲 后 就 得 到 相应 于 zz 的 状态 ， 加 2 个 移 位 脉 神 后 使 得 到 相应 
Ἑ (αἳ) κο 的 状态 ,加 4 个 移 位 脉冲 后 就 得 到 相应 于 (co”) κα 的 
状态 ,…; 一 般 地 , 加 24 个 移 位 脉冲 后 就 得 到 相应 于 (αὔ}καο 
的 状态 ，7 一 0， 1，2，…，% 一 而 如 3 个 移 位 胀 冲 后 不 得 到 
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ΗΝ) Ἑ (ολο 的 状态 , ὁ--0, 1, 9, -.., n 一 1. 

下 面 我们 举 几 个 例子 来 阐明 本 节 介 绍 的 确定 次 数 »-1 的 
零 次 项 不 等 于 0 的 多 项 式 的 周期 的 方法 ， 

例 1 求 F。 上 不 可 约 多 项 式 

γα) --ᾱ-|-ο--1 

的 周期 . 

关于 多 项 式 2 十 sm 十 1 1 Ἐν 上 的 不 可 约 性 将 在 下 一 节 里 
证 明 . 现在 我 们 先 把 它 看 作 不 可 约 多 项 式 来 求 它 的 周期 ， 

首先 , 我 们 有 


2—1=bll=7.73. 
其 次 , 我 们 求 出 定 阵 4. 
100000000 
000001000 
010001000 
000000100 
A=|00i000100 
O00000010 
000100010 
00000000L1t 
0000100001 
利用 矩阵 4 我 们 可 以 号 出 
(97) κο ---, 
(9) κα 一 2 ， 
(απ α΄, 
(ο) κο-- ο, 
(7) 19 = αἳ ἠ-αδ, 
并 算出 (wv) κω αὖ -- ας }- αἲ 十 a9， 
(ο) κεν ---ᾱ-ἠ-αἳ ἠ- οὖ }-α΄}- αὖ -- οὖ {- αἵ }- αὖ, 


«4096. 


a 一 ω τ... Ια 


等 等 . 
然后 我 们 计算 
TD) fo) = (2} κα 
— (αφ) es) = ((οὔλκο; 5 ) κάν) Κα 
-((α-ἠ-1)ί(αἠ-αὔἠ-αἠ-ωοὐ}- οὗ 
ER 
一 (2 十 和 ) rs) =1, 
(0) ks) = 1. 
因此 可 知 (1) |18 而 wp( 有 ) 竹 ， 所 以 p(f) =73. 
μι» 求 了 ,上 多 项 式 | 
Ρίω) -- (α--1)}(ω5}- ο 1) (αὖ-{-α--1) 
的 周期 . 
容易 证 明 
广 (o) =2+1, [α(ῳ) --αἲ--α--1, βᾳία) --αὖ--σΔ-1 
都 是 于 ,上 的 不 可 约 多 项 式 . 显然 Pp(f1) 二 1， 因 2 一 1=3 
Ἡ 2 --1--7 都 是 素数 ， 所 以 有 2 十 zw 十 1 和 十 sw 十 1 都 是 本 原 
多 项 式 ， 于 是 p(f2) --8, p(fs) =7， 那 么 根据 定理 1 就 有 
ρ( Ὁ Τρ), ή), (419) 1 1215-85. 2”-- 84 
最 后 我 们 再 证 明 一 个 定理 ， 它 指出 Fa 上 不 可 约 多 项 式 
ΜΜΑ ΕΡΡΟΕΤ ΥΩ 的 不 可 约 因 式 的 周期 ， 这 里 
是 一 个 与 9 互 素 的 素数 . 
定理 2 ὑὲ [(ῳ) 是 Fo 上 的 一 个 % 次 不 可 约 多 项 式 ， 
f (wm) πα, 而 了 (wm) 的 周期 是 p(f)， 再 设 是 一 个 与 9 互 素 的 
素数 . ερ), ΒΒΔ Ρίο) 的 每 一 个 不 可 约 因 式 的 周期 
都 等 于 tp(f)， 如 果 夺 p(f), 那 么 了 (w') 有 一 个 不 可 约 因 式 的 
周期 等 于 p( 用 ,而 它 其 余 的 不 可 约 因 式 的 周期 都 等 于 场 (有 ). 
证 ， 令 g(%) = 一 f(w)， 那 么 
ϱ (2) =f (2) ασ, 
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因 f(z2) 不 可 约 ， 于 是 (0) ΞΡ (ο) 互 素 , 因此 σ(α) --;(αῦ 
ἘΡ(9) ΒΞ. ἈΪΒΩ, 4) 一 4, 所 以 g(w) 也 与 vw Ἂς, 8 
此 (g(wm), g'(z))=1。 所 以 glw) 没有 重 因 式 . Ἠλεν(ο) 分 
解 成 se 上 不 可 约 多 项 式 Για), Γα(0), ο, fr(%) 之 积 


go) -ΤΛι(ο. 


那么 Γι(ω), ;ε(ω), ον, fr《%) 两 两 相 蜡 。 设 δισ) =w 并 
假定 Γιο) 的 周期 是 ρ(19. 

令 m= [ny m,nz,，…, rr]， 根 据 第 一 章 $5 定理 6, Ἐς» 
ἩΤΒὲ, Ἐν, Ἐφι, Έσω -'', Ἐν, 8) (0) 的 根 都 属于 Ἐς», 
Λία) 的 根 都 属于 Eon(l<i<r), ΕΝ ΓΕ (0), (2), Τα), 
…， Λεία) 的 根 都 属于 Εν». | 

设 上 是 .Ac) 在 Eo 中 的 一 个 根 ， 即 Τις) 一 0 那么 
σ(6-ο, 816’ -- 0, Ἔδ Εξ) 1 ο) 阶 元 ， 即 全 227 
= 工 .因此 Er 一 .那么 根据 第 一 章 84 188 4,Ρ(1 ΙΡ). 
首先 注意 κ 

i) 118 ὑ]ρί/ο, ΒΒΔ ξ' 1 (19/1 阶 元 ,但 已 证 
是 个 p(f) 阶 元 ， 所 以 (10) /1 (0). ΒΝ. (19 πρ). 

ἡ) {πε (1ο, 因 # 是 素数 , 就 有 (t, φσο) 1. 3 
么 如 和 8 有 相同 的 阶 ， 即 如 也 是 个 p(f0) 阶 元 、 因 此 2p(f0 
=-p(f). . 

先 设 寺 p《f)。 这 时 不 可 能 出 现 110 的 情形 ; 否则 由 
让) 从 计 p( 有 0 推出 p(f0) ο), 这 与 tip( 有 ) 的 假设 相 违 ,于 
Ἐξ ἢ 1) 从 训 p( 有 推出 p(f0 = 二 tp(f), 对 5=1, 2, »'», 0, 

再 设计 p(f). 于 是 (, ρ(ϑ}-1, 那么 有 正 整 数 8 在 
在 使 #8 三 1(modp( 有 ). Σ η Ἐξ Ρίῳ) 的 一 个 根 ， 那么 η, η, 
γί, οτε, η ”就 是 f(zw) 的 全 部 根 ， 我 们 有 

| φ(η) Γη) =0., 
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41Η 18 Ἠ δὲ Ριία) 的 一 个 根 、 因 ”与 ”有 相同 的 阶 ,所 以 
2 一 2( 力 。 如果 寺 DC， 那么 由 边 11 (1) --ρ(0. 
于 是 有 灾 是 fi(w) 的 根 , ΠΠ (δι, ϱ()) --1, Λι Ρι(η)-0Ε 
σώ) --“ 9) -0, Ην η -- ,0<j<n 一 414， 于 是 
一 2 ， 但 28 与 沪 同 时 是 所 (w) 的 根 , ΠῚ σία) 没有 重 因 
式 , 所 以 Γιο) = 所 (2)， 因 此 对 于 多 >1, 一 定 有 tp(f1)， 那 
么 根据 上 就 有 Pp(f0) -ἰρ(Ὁ 对 4>1， 

这 样 定理 2 就 完全 证 明了. 

我 们 举 一 个 例子 来 说 明 怎样 运用 定理 2 来 计算 一 些 多 项 
式 的 周期 。 

例 3 假定 已 知 f(2) 一 于 十 全 十 二 3 一 022 十 co 十 十 
jw ) στον ρα Ἐ, 上 的 不 可 约 多 项 式 、 并 假定 已 
απ (ο) 的 周期 / 

nD(f)=3.7 :13.29.43.1138.127.837.,1429.5419.14449 
试 求 了 (vw) 和 Jo ) 的 周期 . 
我 们 知道 (8, 2) 一 1 而 3831p(7)。， 因 此 根据 定理 2 可知 ， 
Fw ) 的 周期 
DCFr(oa)) --85:Τ3.18»29»48»118»127»890 
1429.5419.14449 
仍 根据 定理 2 可 知 ， 
Pf (αἱ) =87,18.290.43.118.127.337 
.1429.0419.14449 


3 因 式 分 解 的 一 个 方法 


”在 $2 中 我 们 介绍 了 计算 有 限 域 Bs 上 一 个 零 次 项 不 等 
于 0 的 多 项 式 f(%) 的 周期 的 一 个 方法 ; 根据 这 个 方法 , 需要 
先 将 了 Cw) 分 解 成 a 上 不 可 约 多 项 式 的 乘积 ， 在 第 四 章 83 
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中 我 们 指出 , 确定 一 切 码 长 % 的 9 元 循环 码 的 问题 ,化 为 了。 
上 多 项 式 w" 一 1 的 因 式 分 解 问题 。 因 此 讨论 上。 上 多 项 式 的 
关 式 分 解 问题 是 有 意义 的 . / 

设 了 ve 是 9 个 元 素 的 有 跟 域 , 9 是 一 个 素数 的 容 ,， δὲ 
;ία) Ξε: Ἐα 上 的 一 个 多 项 式 ， 如 果 Γ(0) =0, 那么 2|f(w); 设 
αν] Ρίο) ΤΠ ον χγ(ο), 那么 可 以 写 f(2) = ozfo(c)， 而 .0) 
头 0， 因 此 不 妨 设 }(0) 50, ΕΝ δία) --., 我 们 知道 ， 如 
果 f 了 (wm) 可 约 , fo) 一 定 有 一 个 次 数 二 mn/2 的 不 可 约 因 式 
glwm)， 如 果 69°g(w) --πν, 那么 根据 第 一 章 $5 引 理 2 一 定 有 
σ(α) |22" 一 wg， 又 因 了 (0) 关 0, 所 以 g(0) 王 0, 因此 

φ(α) |αἲ"----1͵ 

这 样 一 来 , 为 了 将 了 (2) 分 解 成 不 可 幼 多 项 式 的 钱 积 , τ 可 先 计 

算 下 面 这 些 最 高 公 因 式 

(}ί(α), αἲ 1-1), ὁ--1, 2,.., [n/2], 

其 中 [mn/21] 表 示 不 大 于 n/2 的 最 大 的 整数 ， 如 果 这 些 最 高 公 
因 式 都 等 于 1 那么 f(z) 在 Fo 上 就 一 定 不 可 约 . 否则 , 求 上 
面 这 些 最 高 公 因 式 的 过 程 就 有 可 能 得 到 f(z) 的 一 个 真 因 式 
fi(w)， 于 是 可 以 写 f(w) 一 及 (wm)fo(w). 再 将 上 述 方 法 施行 到 
;ιία), fa(%) ΕΞ, 如 此 继续 下 去 ， 就 有 可 能 将 f(z) 分 解 成 不 
可 约 多 项 式 的 乘积 。 当 然 如 果 Γ(α), ， 或 中 间 过 程 中 得 到 的 某 
一 个 因 式 , 是 一 些 两 两 相 异 的 同 次 数 的 不 可 约 多 项 式 的 乘积 ， 
这 个 方法 就 失效 ， 为 此 我 们 下 面 再 介绍 Berlekamp 的 一 个 
方法 *， 利 用 它 总 可 以 将 了 (w) 分 解 成 两 两 不 同 的 不 可 约 多 项 ， 
ΑΠΕ ΚΗ ΕΛΛ. 
首先 , 我 们 注意 , 当 f(lz) 是 Eee 上 的 不 可 约 多 项 式 时 ， 

Ἐείω};ω 是 域 . 那么 这 时 Ko[X] 中 的 多 项 式 | 
| Χα- χ (1) 

* 见 [17], 第 六 章 , $1,。 | 
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在 Ἑσ[α γω 中 只 有 2 个 根 , 即 a 中 的 g 个 元 素 . 其 次 ,再 考 
察 jz) 是 一 个 不 可 约 多 项 式 p(wo) 的 宕 的 情形 , 即 
Ῥ( = 天 (Oo 01>0. 
如 果 g(w) Ε Ἐε[α] κα 是 (1) 的 一 个 根 , 那么 
σίο)--φ(α)--50 (mod f (0)). 
但 
χ--χ-ΠΧ-9, (2) 


上 式 右 方 是 个 连 乘积 , 它 的 意思 是 : 如 果 把 Fo 中 的 9 个 元 素 
记 作 δα, θὰ» "''', Sg, 那么 
1 (Δ. 一 一 8) 一 (4-- --- δι) (及 一 .. (Χ-- 一 8z) 


1 


将 σία) 代入 (2) 式 就 有 

κ! (g(x) --)Ξ0(πιοά Ρ(α)), 
印 Γ() a (σ(ῳ) —s). 
我 们 先 证 明 


引 理 1 τς σ(ο) Ἐν 上 的 任 一 多 项 式 ,而 s 和 35 是 上 
中 两 个 不 同 的 元 素 , 那么 ο. 
(9(α) --5ι, φ(ῳ) --81) =1, 

证 . Ἐπ 


τς 1 σῷ - —81) Ἓπτπ ας (0) 一 8) 一 十 . 


因此 σ(ῳ) 一 2 -5 σ(ῳ) 一 8 ΠΚ. 

再 回 到 上 面 的 讨论 ， 因 f(z) 是 一 个 不 可 约 多 项 式 ρι(ῳ) 
118, 所 以 根据 引 理 1, 我 们 有 

f (wm) |σ(0) 一 s， 对 某 一 个 s€E Ἐν 
ΙΗ σ(ο) ςἘε[σ]κο, 即 Θύη(ω) «θ'γ(0). 所 以 
σία) --ᾱΕ Έα, 
περ Τ, 3 f (0) 是 一 个 不 可 约 多 项 式 的 窜 时 ，X“ 一 芭 在 
ο δ01.» 


Ε-[α]κο) 中 仍 只 有 9 个 根 , 即 是 Fo 中 的 g 个 元 素 . 
再 考察 一 般 情 形 . δὲ 
f (0) =p (2) Ἄρο (ο) νερο)”, (9) 
其 中 ρι(α), Ρε (α), .'', Jr 人 zc) 是 Ἑν[α] 里 的 "个 两 两 不 同 的 
:不 可 约 多 项 式 , ΠΠ ει, e2,…, er 是 了 个 正 整 数 . 根据 第 一 章 
$ 8 定理 4, 我们 有 直 和 分 解 
Ἑ[ο]κω-- Ἐε[α]ριωνι(ΘΕα[α]»ιον».05-.-ςΘΕα[α].ω», (8) 
其 中 Flw]ncwn (t=1, 2, *…, γ) 都 是 Ἑο[ο]ρ(α; μὴ 38 18, ΠΠ 
a [w]eys 3 Ἐσ[α] ρω. 同 构 . 
如 果 g(w) (Ε Ἐο[α] κεν) Ξε 35 ΠῚ πὴ (1) 的 一 个 解 ， 即 在 
Ε[ο]ιο 中 
9 一 go) =0. 


θίω)'--φ(α)Ο)σ(ο) Θ'''Θφ(ω) 
4 个 
一 (ο) (0) σ(ῳ)ληκα. 


9 个 
根据 环 Fo[w]yw) 的 直 和 分 解 式 ,可 以 将 (9) 唯一 地 表 成 
σία) = φι(α) Dg: (9) 6): 0, (ο), gi (wm) EF afew pw 
于 是 9 0) = gi (2%) Dg (2) DDgr (αλ, 
那么 


我 们 回忆 


0=g(%)—g(%) --(φι(α)ῖ--φι(ω)) 
中 (ao) — φα(ο)) DB:…O (gr (0) — gr (0)). 
而 Wo) 一 ID) E Ἐσ[ο]Ρκονε 4 一 工 2, «'., 1, 
因 (4) 是 直 和 分 解 ,因此 0 只 有 一 种 表示 法 
0= 0Φ0Φ.-..Φ0. 
一 

所 以 σι(ω)ῖ--οσι(α) =0, ὃ--1, 2, «αν. 
Ββ. σιίω), σαίῳ), ο. φ-(ῳ) 都 是 (1) 的 解 . 


ο 02s: 


反之 ,如 果 φιίω), φαία), κ... gr(%) 分 别 属于 Έα ο 
”而 且 都 是 (1) 的 解 ,那么 显然 / 
g(%) = g1(%) Dg3(%) DDgr (2) 
也 是 (4D 的 解 ， 
这 证 明了 ，KEe[z]yro 中 (1) 的 解 的 个 数 等 于 名 个 
Ἐ [ο] οι (ὑ--1, 2, »'', τ) 
中 δ 的 解 的 个 数 之 积 ， 但 是 Ff v1 与 Fl 01 
(6 二 1 2,…, τ) 同 构 ， 而 刚才 已 经 证 明了 每 个 Ἑσ[ο] ων 
(ὁ--1, 2, …, τ) 中 (1) 的 解 的 个 数 都 等 于 gg。 因此 Ἑσ[ο] κα 
中 (DD 的 解 的 个 数 等 于 9 ， 我 们 证 明了 
定理 1 ὑξ Ρ(α) 是 了 [wj] 中 的 一 个 次 数 宕 1 的 多 项 式 ， 
δρα Χα-- Χ χΕ Ἐι[α]κο, 中 解 的 个 数 一 定 是 9 的 一 个 
短 ， 更 进一步 , f(%) 分 解 成 uo[w] 中 7? 个 两 两 不 同 的 不 可 约 
多 项 式 的 宕 的 乘积 ， 当 且 仅 当 多 项 式 Χ:-- ΧΕ Εα[σ]κο 中 
解 的 个 数 是 9 
系 理 Ἑο[α] 中 的 一 个 次 数 251 的 多 项 式 是 Ει[ο] 中 一 
个 不 可 约 多 项 式 的 医 ， 当 且 仅 当 多 项 式 Χ1--Χ7Ε Fa[w] ne 
中 解 的 个 数 是 gq。 κ | 
仍 设 A(%) ΕἘι[α]. 并 设 8°f(w) =n, 我 们 知道 , Ἐε[α] κα 
可 以 看 作 是 fo 上 的 % 维 向 量 空间 . ΦΥΕ ΕΠΑ 4) 1 
Ἑ [ο] κο 中 的 解 的 全 体 所 组 成 的 集合 , 即 
V={9(%) 10 φ(ῳ) «δ'Τ(2) 
而 gm)"—g(%)=0(mod f (2))}. 
如 果 οι (ο), 92(z) EV, 即 
φι(α)ῆ--φι(ο)Ξ:Ὁ (modf(%)), 
σα(ω)ῆ--φα(ο)Ξἑ0 (mod f (%)), 
那么 (σι() 一 9a(O 7 一 gao 一 ga 
=g1(%) 一 9a(O) (mod f(%)), 
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ο Φσφι))'--εἴφιζω)εξεσι(ο) (mod f(%)), 
第 二 式 中 的 sSEFo， 因 此 σι(α) 一 ga(w), ὁρι(ο) ΕΥ. ΧΕ 
了 TV 了  Ἑι[σ] κο 的 一 个 子 空间 . 这样 一 来 , 定理 1 可 改 述 成 

定理 2 设 f(w) ΕἘα[α] ΠΠ Θ᾽ (01. 8 
六 = {0(ω) |Φὺφ (ο) <0°f (0) 
而 φ(ω)Ί--φ(α) 二 0 (mod f (2))}, 
那么 jc) 分 解 成 7 个 两 两 不 同 的 不 可 约 多 项 式 的 大 的 乘积 ， 
当 且 仅 当 及 是 了 上 的 7 维 向 量 空间 . 
系 理 .fo 是 了 co[zj 中 一 个 不 可 约 多 项 式 的 寡 ， 当 且 仅 
当 ΙΤ «Ξ 1 
“不 仅 可 用 来 计算 f(w) 分 解 成 多 少 个 两 两 不 同 的 不 可 
约 多 项 式 的 朝 的 乘积 ， 还 可 以 用 来 得 到 .jw 的 分 解 式 (3). 
我 们 先 证 明 | 
定理 8 设 f(w) 是 Fu[w] 中 首 项 系数 是 1 的 多 项 式 , 而 
σία) EV ,那么 | 
/(α) = αἱ CF (2), gw) -9. (6) 
更 进一步 , 如 果 1(x) 有 ΑΒ 
/(α) --ρι(ο)“ρεία)'''Ῥ, (9), 
其 中 φι(α), ρα(α), -'', ρε(ῳ) ἘΞ Ἐν ΕΠΗΜΤΤΙΝ πὶ δ 9 
项 式 ， 而 ϐι, 69, …，er 者 是正 整 数 ， 那么 对 每 个 2 一 1, 2, 
τ, 都 有 唯一 的 一 个 Ες 使 
ρι(ϱ)“]σία)--σι, ὁ--1, 3, ''', τ 
而 ο φι(σ)'φ(α) --ε, 8 8-Ε8,, 
证 .显然 有 
(/{ (2), σ(5) --δ)|1(5), 
”根据 引 理 4， 如 stzzs>, 则 
(σ(α) --δι, 9(%) —82) =1. 
于 是 (6), σ(0) --:ι), (0), σία) --83)) -- 1, 


.Ρ04. 


因此 

IL σώ), φ(α) —s) |}(α). (6) 

男 一 方面 , 因 g(w) ΕΥ, ΒΗ σία) 适合 (1)。 我 们 知道 (2) 
式 总 成 立 . 将 9(2) 代入 (2) 式 中 的 之 , 就 有 : 
1 (σ(ω) —s)=0(mod f(%)) 

1 | σῷ) -. 
τα ρώ"Πσώ)-9, ὅτι, 3, η. 
根据 引 理 1， 连 乘积 中 的 σία) 一 *(8E Fo) 两 两 互 素 ， 因 此 有 κ 
唯一 确定 的 一 个 δς Ἐν 使 
| ριία)"|φ(α) 一 8 ὁ--1, 2, ''', τ 

而 ρι(α)'1θ(α) --ᾱ, 若 4545, 
于 是 AC (f(%), g(%) —8)， 4 一 十 ， 2, ολ. Τ. 
仍 根 据 引 理 1, 81» 82» τν Sr 这 7 个 元 素 一 定 两 两 相 异 . 因此 


7 了 Cg 人 一 时 ὤ 


那么 从 (6)，(7) 两 式 就 推出 (可 式 成 立 ， 定 理 3 就 证 完了 ， 
我 们 给 出 下 面 这 个 注 记 。 如 果 9(z) 是 Fo 中 的 元 素 ( 注 
Εξ Fe 中 的 元 素 一 定 属于 了 ) ,那么 分 解 式 (5) 退 化 
τῳ) - Π σῶν, σῷ) -ὃ 


-σώ, OTL σῶ), 9 -/(ῷ HL. 


但 是 如 果 3 9g(o) 5-1, 分 解 式 ( 呈 就 是 一 个 真 分 解 式 ， 即 f(x) 
不 可 能 作为 一 个 因 式 出 现在 (5) 式 右 方 。 … 

仍 设 f(w) 是 fa[w] 中 首 项 系数 是 1 的 多 项 式 , 并 设 了 (4%) 
有 分 解 式 (3)。 再 设 / 


ὁ δ06 ο 


οι(α) --1, θείῳ), θεία), “ gr (2) 
1<&0 gv) «δ01(0), ᾖ--θ, 8, «.., τ. 


| 那么 对 每 对 (2 乃 ， 4， 3--1, 2; “9 根据 定理 3 有 唯一 确 


定 的 一 个 元 素 sy EF 使 
Ρι(ϱ) σι) —sy, ὃ, j=1, 2, ,7. (8) 
| δι)" φ!(ῳ) --ᾱ, 1 83.8μ, (9) 
我 们 得 到 Ἐν 上 的 一 个 ”xy 矩阵 


δ' = (δω) 1«4,1«ν. 


”我 们 证 明 


ΗΕ ὃ 是 个 非 异 矩阵 . 
”证 . 假定 8 的 7 个 列 有 一 线性 关系 


Τ 
全 cd 一 0， 4 一 荆 ， 2， “Ὁ 7, 


其 中 οἱ, ca,，…, cr EFo， 于 是 


po, i 
那么 {ο Σοφιίο). 
但 | 
2 (eg(o) ) <max (orgs (0), δν (0), μα. Θ᾽ -(Φ)) 
<0°f (0), 
所 以 Σ οφι(ο) -0 
但 gi(%)， ga(%), ΧΕ, gr (2) 是 V 的 一 组 基 ， ΒΗ 2 --:ΕΒ σι--Θα 
二 … 二 Cr 一 0， 这 证 明 S 的 7 个 列 一 定 线 性 无 关 ， 因 此 5S 是 


非 开 定 阵 . 
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从 引 理 2 可 以 推出 
定理 4 设 f(wm) 是 了 Folw] 中 一 个 首 项 系数 是 1 的 多 项 
式 , 并 假定 (wz) 有 分 解 式 (3)， 再 设 gi(%) --1, ga(%),，gs(%)， 
…, gr(%) 是 六 的 一 组 基 , 而 1<0g(w) «9"}(ω), Ἃλ ἡ --2, 8, 
…, 人 ， 假 定 δρ, 7 一 1,，2,…, σ) 是 由 以, 1) 唯一 确定 的 和 远 
合 条 件 (8) 和 (9) 的 Fo 中 的 元 素 , 那么 对 任意 一 对 Gis, 加)， 
村 天 和 9 而 二， 和 7 至少 有 一 个 3 存在 使 5 天 Sw， 因此 
pi (2) | φι(α) — ss, ϱ (2) Ίσι(0) --δω, | (10) 
Pin (2) Τι C2) 一 867，2p (2) [οι(ϱ) 一 say， 
证 . 根据 引 理 2, 5 ΕΠΕ: ΗΕ, 因此 S 的 任意 两 行 都 不 
同 ， 那么 对 于 的 第 入 行 和 第 纪行 来 说 , 至少 有 一 个 了 丰 
在 使 εω-εω. ΤΗ1(8), (9) 两 式 就 推出 (10) 式 成 立 . 
下 面 我 们 介绍 一 个 将 of[w] 中 的 多 项 式 分 解 成 不 可 约 
多 项 式 的 窒 的 乘积 的 方法 ， 上 面 证 明 的 定理 2, 定理 3 λε 
理 4 是 这 个 方法 的 理论 根据 . 
设 f(z) 是 卫 o[z] 中 的 一 个 首 项 系数 为 1 的 次 多 项 式 ， 
而 wn 之 1， 要 将 jw) 分 解 成 不 可 约 多 项 式 的 医 的 乘积 ， 可 以 
按 以 下 步骤 进行 . 


1) 5 | 
V={g(%) | σ(ῳ) < {(α) 
而 g (2)'=g(%) (mod f (2))}, 
并 设 六 是 7 维 的 . 选 出 的 一 组 基 来 ; 
σιίῳ) 一 二 σε(ῳ), σεία), “'', φεία), 
其 中 |--09 gm) «θ᾽ }ία), t=2, 8, ---, τ 
2) 用 驾 转 相 除 法 计算 
(f (2), σα(ῳ) --9), sE Ἐπ, 
对 每 一 个 8 都 算 完 之 后 , 根据 定理 3, 我 们 有 
Ῥω) 一 ,县 (f (2), (0) --8), | 


ο 5Ο » 


将 f(z) 的 上 述 分 解 式 中 等 于 1 的 那些 因 式 略 去 , 并 改 记 
f (2) = πι(ο)}εο(α)'''Γονι(ῶ). (10 
| 9) 如 果 ”a =， 那么 根据 定理 2， Γαία), [εαία), ον, 
Pr,(z) 就 都 是 不 可 约 多 项 式 的 宕 . νυν. 不 
必 再 计算 下 去 了 ， 如 果 ra<m, 那么 对 每 个 9= 二 2， 


和 每 个 ἐΕ Ἐπ, ΠΒ θΕΕΗΒΗΚΗΓΈΙ 

(9), gs lw) --8). | 
因 ο θε(ο)!--φε(ῳ)ΞΞὉ (mod f (2)), 
所 以 θα(ο)ῆ-- φε(ω) ΞΟ (mod [ο(α)). 
9 | 69) (0) = (ga (2))ω» 
那么 gao) "一 go 三 0 (mod fo;(%)). 


根据 定理 3, 我 们 有 | 
η (α) 11 (fa (2), gas (7) --8), 1-1, 2, πλ. ΤΩ . 


但 显然 
(}ω(κ), φε(α) --8) = (5), qa) --8), 
因此 

的 ga(o) 一 9)， j=1, 3, .-., τα 


将 fay(®) (1-1, 2，…， 5) 的 上 述 分解 式 中 等 于 1 的 那些 因 
式 略 去 , 再 将 它 人 代入 GD) 趟 并 改 记 成 | 
f (%) --}οι(α)}οα(ῳ)”“}ων.(ο), (12) 

4) 如 果 7s==7, 我 们 的 目的 已 经 达到 , 不 必 再 算 下 去 了 . 
如 果 ws 过 7,. 那么 对 每 个 j=1，2,…, το Άν Ί- ες Έα, 38 
转 相 除法 计算 ᾽ 
| (fas(2), θι(ῳ) --8). 
同 理 可 得 
το (4), φαί) -8); 1-1, 2, , ον, Τα 


Φ ΒΌΟ8 ο 


再 将 Γω(α) (1 --τ, 3, …, 7) 的 上 述 分 解 式 中 等 于 1 的 那些 
因 式 略 去 , 然后 将 它们 代入 (12) 式 , 并 改 记 成 
f (9) τα (ο) fut) fa (2). 
δ) 如 此 继续 下 去 . 根据 定理 由 对 任意 一 对 (ὃν, 入)， 
ὃν περ, 开 安全， 加 委 7 总 有 一 个 gy(w) 使 10) 式 成 立 , 这 样 
δι (0) 3Π ρι(α)'' 就 分 别 出 现 在 不 同 的 两 个 fC%) 和 fw (o) 
中 ,这 里 fx(%) 和 fw (%) 是 上 述 步 又 重复 j~ 一 1 步 时 出 现在 
f(w) 的 分 解 式 
fo) =fn(w) fin (2) ον ιο (ϱ) 
中 的 两 个 因 式 .因此 总 存在 一 个 JS7 使 = 一 7?。 这 寻 
Τα) -- Γα(ο)Γαία)»'' Γιε() 
就 是 f(z) 分 解 成 不 可 约 多 项 式 的 宕 的 乘积 的 分 解 式 . 
上 面 介绍 的 因 式 分 解 方法 的 前 提 是 要 先 求 出 六 的 一 组 
基 ， 如 何 求 了 的 一 组 基 , 可 以 按照 以 下 步骤 进行 | 
1.1) 计算 
(αἳ) κο =1, (οὔ) κα, (αγ, »'», (αλλο, 
ἜΠΗ π-- δ1(), 3Ι 8 2 中 完全 一 样 ， 这 些 计算 可 以 用 移 位 兰 
421. 设 


(αὔ) 1(α) 一 αμα, αμ Ἐπ. 
我 们 就 得 到 一 个 mxm 征 阵 


Α-- (αι) 06, }-η--1, | 
我 们 把 4 的 行 ( 列 ) 从 上 到 下 (从 左 到 右 ) 依 序 叫做 第 0 行 
01), 38 1 ΠΟΤ), 38 210), ''', 38 α-1ΠΟΊ. 
ὩΣ σία) . σα, 
那么 


09。 


σ()τ-- (8) 一 Ὁ) σαν 


ᾱ--1η-- 


三 和 人 Jr (mod f (%)). 
σία)'--σ(ο) -- ἘῚ (Σὲ οισι--ϑι)α' (mod /(α)). 
因此 g(w) EV, 当 且 仅 当 | 
(4-- 1) (φο, σι, 03» ο σι) -θ, 
ΒΡ Ἡ ΕΖ 4 (ϑο, φι, θα, -'', θαι) ΕΤ όἑΉ ΤΠ Έ:Η 
(4--1) (2ο, V1 2, ""', αρ) --0 (18) 
的 解 空 间 ， 设 dim 六 =7, 那么 4 一 了 的 秩 是 nn 一 7. 
ΕΜ, 由 此 苑 可 推出 下 面 的 系 理 ， 
系 理 f(z) 是 so[Lz] 中 的 一 个 不 可 约 多 项 式 的 宪 , 当 且 
仅 当 4 一 了 的 秩 是 % 一 1. | 
1.2) 令 B=4 一 I 将 也 经 若干 次 行 的 初等 恋 换 化 为 阶 
梯形 矩阵 


B,= 。 
00 0 0.0 0 0…0 0 05-50-51 κ.κ 
065,1) 
第 第 9 第 
το κ. Za | ὅῃ-γ--ᾱ 
2] 列 列 列 


再 经 车 干 次 行 的 初等 变换 , 将 Bo 的 第 0 行 , 第 1 行 ,第 2 行 ， 
…, 第 n 一 ?一 1 行 分 别 变 到 第 加 行 , 58 ὃν 11, 35 11, ''', 
第 各 -+ 行 ，Bo 就 化 成 


ο δ10» 


(Tt iT— ή -ω0 
3Ε sr I 


... 0 


Ne 


: - 0 


μμ... ο συ ον ......ΆἍ στ" .ιι,,  -ε- -πὃ.ὃ.-.--------κ----ἳ ἔτεα. .--,ρὐ---. . μμ. - -- 


0 νιν 

4: oe 46 ο a wo I | 0 0 
0 ας 0 (γε τ--η-ερο 

Δε. «.34ξ 0 ο... ΕΣ -. κ; 0 4ε --- Δὲ Τ 0 0 


μα... σσ ο ος ο --.........------μ--- Ti gp 


0 ... 0 0 (5γ--τ΄τ--ογ--τρ{) 0 
ἂ aes 其 0 ... 46» » ο δὲ 0 δξ ο. 4 0 其 sso 其 Τ 


ii (ee η ο  ᾽--..ἶίκ - a ΠΤ 


0 ο... 0 0 | 0 (οι «ο))() 
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注意 Βι 2ὲ ΑΕ ἠµΞ. δι ΕΤ ΠΕ Β., 即 
1) Bi 的 主 对 角 线 之 下 的 元 素 都 等 于 0. 
1) 如果 Bi 的 主 对 角 线 上 有 一 个 元 素 等 于 0, 那么 这 个 
0 所 在 的 行 中 的 元 素 全 都 等 于 0. 
11) 如 果 Bi 的 主 对 角 线 上 有 一 个 元 取 等 于 二， 那么 这 个 . 
1 所 在 的 列 中 其 余 的 元 素 都 等 于 0. 
iv) Bi=B 
1.9) 显然 方程 组 
Bi (αρ, Ζι, 09, “'', αμ) 一 0 (14) 
与 方程 组 (13) 等 价 , 因此 它们 的 解 空间 相等 . 
ΛΜ. Βι--.Βι 推出 
Βι(1-- Βι) --0, 


容易 看 出 来 , I 一 Bi 一 共有 7 个 非 零 列 , 而 这 ”个 非 零 列 线 
性 无 关 ， 因 此 I 一 Bi 的 秩 是 *。 它 的 了 个 非 零 列 就 是 方程 组 
(14) (也 是 方程 组 (18)) 的 解 空 间 的 一 组 基 . 设 κ 

(bo;, by, boi) Ὁ ὃς 1-1, 2, "°° 
Ἐς {|--Βι [τ 个 非 零 列 . 令 


| n—1 
gi (2) 一 他 | Oo ， 1-1, 2.“ ο 


那么 σι(2), φαία), ''', ο) 
就 是 六 的 一 组 基 . 
我 们 再 指出 ， 因 4 的 第 0 列 是 将 人 =i1 表 成 1，w，w'， 

, w"-1 的 线性 组 合 的 系数 组 成 的 列 ,所 以 4 的 第 0 列 是 
(1, 0, 0, …, 0)'， 于 是 Β-Α-1 {5507} {} το ας 5 Ἡρ1ε 
0，B 经 若干 次 行 的 初等 变换 变 成 Βι, Βι 的 第 0 列 的 元 素 也 
全 都 是 0， 于 是 I 一 Bi 的 第 0 2, 0, 0, »'', 0), 它 相 
应 的 多 项 式 φι(ώ)--1, 
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第 1.2) 步 是 将 如 经 若干 次 行 的 初等 变换 化 为 三 角 震 等 Ὰ 


矩阵 Bi， 为 了 编程 序 的 方便 ,我们 介绍 另 一 个 将 B 直 接 化 成 
”Bi 的 方法 。 这 个 方法 是 将 下 列 四 个 步骤 重复 % 次 来 达到 目 
的 . ΠΠ 
Ὁ 如 果 和 矩阵 第 w 一 1 列 ( 即 最 右边 的 一 列 ) 的 元 素 都 等 于 
0, 或 这 一 列 最 下 边 的 元 素 ( 即 (mn 一 1, ”一 思 位 置 的 元 素 ) 不 等 | 
于 0, 那 就 去 进行 站 .如果 和 矩 阵 第 n 一 1 列 的 元 素 不 全 等 于 
0, [ίη-1, n 一 1) 位 置 的 元 素 等 于 0， 那 就 去 找 一 个 最 靠 右 
的 等 于 0 的 对 角 线 元 素 , 设 为 @, 人 位 置 的 元 素 ， 而 (如 π--1) 
位 置 的 元 素 不 等 于 0, 然后 就 将 第 5 行 与 第 mn 一 1 行 ( 即 第 末 
行 ) 对 调 , 接着 就 去 进行 ἡ). 如 果 等 于 0 的 对 角 线 元 素 所 在 的 
行 的 最 右边 的 元 素 都 等 于 0, 就 去 将 第 mn 一 1 列 中 最 下 面 的 一 
个 非 0 元 所 在 的 行 与 第 %m 一 1 行 对 调 , 接着 去 进行 这 

ἡ) 如 果 和 矩阵 的 (rm 一 1, mn 一 全 位 置 的 元 素 等 于 0， 就 去 进 

Ἠ ἰν), ΗΕ ΡΩΡ η--1 438) Έ {8 (α--ᾱ, π--1)  Ἡ πι 

ορ Β 

13) ΗΕ 1β--ἆ ο “4, 
[4Η βε η--1 列 中 除 最 后 一 个 元 素 外 其 余 元 素 都 等 于 0. 

αφ) 将 矩阵 的 行 向 下 作 循环 移 位 , 并 将 列 向 右 作 循环 移 
位 ,如 下 面 所 示 ， 


0 1 第 m 一 工行 
1 行 | | 第 ο 3 
2 行 


851 ΤΠ, 
-1ῃ/ \ 第 -2 行 

第 第 第 第 第 第 第 第 

ο 1 2: ΗΡΙ 


列 列 列 列 列 列 列 


注意 , 将 上 述 算法 重复 % 次 , 就 将 矩阵 的 各 列 向 右 作 了 
次 循环 移 位 ,因此 各 列 又 回 到 原 位 , 即 等 于 没有 对 列 进 行 变换 ， 

把 天 [2] 中 一 个 次 数 之 1 的 多 项 式 f(w) 分 解 成 一 些 因 
式 的 乘积 ， 而 且 知 道 每 个 因 式 都 是 一 个 不 可 约 多 项 式 的 短 以 
后 ， 还 需要 把 这 些 不 可 约 多 项 式 找 出 来 并 算出 它们 分 别 在 那 
择 因 元 中 出 现 的 次 数 ， 为 了 解决 这 个 问题 , 我们 先 证 明 

”定理 5 ὑξ (ο) 是 [2] 中 一 个 首 项 系数 等 于 1 的 不 可 
约 多 项 式 的 等 , 并 假定 六 (2) 0， 如 果 (f(w), 7’ (αὴ) = 二 那 
ΑΓ) 不 可 约 . 如果 (f(w), (0) 1， 那么 Γίω) /(Τ(ω), 
(4) η. 3 | 

ρ(0)--Γ(9)/ (4), 7’ (ο)), 


那么 / f (2) --ρ(ω)', 
其 中 e=0°f (2)/0°p(z). 
证 ， 设 το) () -ρία)', 


ρίῳ) 是 Fo[z] 中 首 项 系数 等 于 1 的 不 可 约 多 项 式 ,而 
e=0°f (2)/0 (2), 
那么 f' (9) =ep(2) 1p (2), 
因 户 (x) 3.0, 所 以 
Cf (2), f' (2)) =p(2) -1 
{πα (ο), 7'/(α)) --1, ΒΒΔ. ο--1, 这 时 (2) 四 不 可 约 . 
如 果 《(f(%), Ρ'(α)) -:1, 那么 
pV) --Ρ(ῳ)/(Ρίω), fF' (2)). 

因此 f(z)/(f(w), 19) 不 可 约 ， 这 证 明了 定理 所 

基于 定理 5 如 果 已 知 Re[z] 中 次 数 之 1 的 首 项 系数 等 
于 1 的 多 项 式 f(z) 是 某 个 不 可 约 多 项 式 的 宕 ,那么 可 以 按照 
以 下 步骤 将 这 个 不 可 约 多 项 式 求 出 来 

1) 设 g 是 素数 jp ΤΕ, 那么 也 的 特征 是 pz， 根据 第 一 
章 $3 定理 5 及 其 系 理 , 可 将 f(w) 的 系数 不 等 于 0 的 各 项 的 
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ο 的 暴 次 的 公 因 数 入 提出 来 , 得 到 

| f (2) --Ἠ(α)””, 

使 得 h(w) 至 少 有 一 个 系数 不 等 于 0 的 项 的 “的 宕 次 不 被 
除 尽 ， 这 时 一 定 有 (2) *0. 

9) 计算 (ία), hz)). 

如 果 (ἠ(ω), (2)) --1, ΒΔ ἐ(α) 不 可 约 ， 如 果 ( 人 (oh)， 
CE TE | | 
ρ(α) --]ν(α)/ CO) ν (0), 
那么 δία) --ρία)’, ο-- δη) /δ ρα). ΤΕ 

f (2) --ρ(α)”', 

林 节 介绍 的 因 式 分 角 的 方法 是 可 以 编程 序 在 电子 诗 
机 上 进行 计算 的 . 

我 们 举 两 个 例子 来 阐明 上 面 介绍 的 因 式 分 解 的 算法 。 

例 工 将 ,的 多 项 式 

f(%)=2+w+1 
分 解 成 不 可 约 多 项 式 的 乘积 . 

先 计算 | 
(κο, (3) (1290) (ο) κων σ΄. (wv) ΩΣ 
从 而 得 到 和 矩阵 4 

100000000 
000001000 
0100010050 
000000100 
4=-|001000100 |， 
000000010 (| 
000100010 
000000001 
000010001 
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000000000 
010001000 
011001000 
000100100 
那么 “B=4-7T=|001010100 
000001010 
000100110 
000000011 
- 0009010000 
用 行 的 初等 变换 将 刀 化 成 阶梯 形 和 矩阵 
| 0100000600 
0901000000 
0001006000 


000010000| 


2o=|000001000 


0000001006. 


0000000150 
0090000001 
0000009000 


再 将 Bo 的 行 互 换 ,将 Be 化 成 三 角 需 等 矩阵 


000000000 
010000000 
001000000 
000100000 

Βι-|0000109000 
0000010600 
0000060100 
0000006010 
0000000601 
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容易 看 出 了 ~ Bi 只 有 一 个 非 零 列 , 因此 γώ 一 定 是 某 一 个 不 
可 约 多 项 式 的 等 
再 计算 (0) --οδ--1. 


显然 有 :. ἄνΡ(α) {-α«γ'(α) --1 
因此 (fw), f° (7)) -1. 


于 是 fc) 是 下 ， 上 的 不 可 约 多 项 式 ， 
例 2 σι 上 的 多 项 式 
| Πο αν }-ᾳ }-ᾱ--1. 
分 解 成 不 可 约 多 项 式 的 乘积 . 
先 计 算 ΜΙ 
(ὦ) fg) (αὔ)ο, (α κο, DD καὶ. 
μα πισω. ο 
10001011 
00001010 
01001111 
00001111 
00101101 |} 
00000110 
00010110 
00000011 
00001011 
01001010 
00011111 
100100101 
00000010 
00010100 
00000010 
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ΗΓΕΤΗ 8 4. θ᾿ ΒΕ7Ρ ΒΕ 
01000001 
00100101 
00010100 
00001001 
00000010 | 
00000000 
00000000 
00000000 
再 将 Bo 的 行 互 换 ,将 Bo 化 成 三 角 笑 等 矩阵 
00000000- 
01000001 
00100101 
00010100 
O00010011° 
00000000 
00000010 
00000000 


10000000 
00000001 
00000101 
00000100 
00000001}. 
00000100 
00000000 
00000001 


Τ-- Βι 一 共有 8 个 非 零 列 、 由 这 3 个 非 零 列 得 出 


,Όἶδο 


bo 


δι 


| 


σι(α) =1, φοίῳ) 一 和 十 2 γα”, 
σρ(α) 一 --α--0λ-γα, 
用 猎 转 相 除 法 计算 Fe) 与 (9) 的 最 高 公 因 式 , 得 到 
(/(ω), (0) 一 ao 十 % 十 工 
再 计算 .fo) 与 9a(o) 十 1 的 最 高 公 因 式 , 得 到 
(Ρ(α), σε (9) +1) -- οὗ }- αὖ --αλ--1. 
于 是 jw) 一 人 十 Γγα”- 1) (οὗ 十 2 十 天。 
计算 αἴ 十 γα" 1-5 θε (ο) 的 最 高 公 因 式 , 得 到 
(αὖ -|-αἳ ---οἳ 1, σε()) 一 0 十 02 十 2 十 工 
再 计算 * 十 十 思 十 [与 gs(w) 十 1 的 最 高 公 因 式 ,得 到 
(οὗ -αἳ γα” 1, σε(2) 1) 一 22 十 2 十 工 
”因此 Τί) = (ϱ γα) -α-1) (02 十 7 十 1 (ας 1). 
显然 必 +% 十 1 和民 十 zx 十 1 都 是 EF， 上 的 不 可 约 多 项 
式 . 令 : 
fi1(%) -- οὗ }- ο }-ο--1| 


那么 及 Go) -ᾱ5--1-- (3--1)5 

于 是 (Πίο), 万)) = (9--1), 
ρι(ῳ) --}ι()/(}ι(ω), Γι(α)) 1 

μι ή, ~ fi1(%) = (2 十 工 ) 

所 以 -ἁία) -- (αἠ-1)(αἠ-ᾱ-- 1) (αὖ--ᾱἠ-1), 


4 多 项 式 x" 一 1 的 因 式 分 解 


ὃὲ ἘΝ 是 g 个 元 素 的 有 限 域 ,而 g 是 一 个 素数 p 的 筹 : 再 
设 % 是 一 个 与 p 互 素 的 正 整 数 ， 我 们 来 研究 怎样 把 多 项 式 
f (0) --ᾱ--1 
在 Ruefz] 中 分 解 成 不 可 约 多 项 式 的 乘积 这 个 问题 . 
首先 , 我 们 注意 , 因 (n, ϱ) --ᾱ, 所 以 
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Ρ' (9) πω” 1.0, 
因此 (f (2), f° (2)) =1. 
由 此 推出 Fo) 没有 重 因 式 .这 就 是 | 
、 ἘΠῚ 设 是 g 个 元 素 的 有 限 域 ， Ὁ; 
个 正 整 数 , 那么 w" 一 1 没有 重 因 式 . 

其 次 ,因为 (mo 2 一 所 以 (n, φ) 二 1， 那 么 gE€2n， 设 
| μμ. 


| 二 1 (mod n). 
于 是 . σα ! 
| 设 是 了 的 一 个 本 原 元 根据 第 一 章 $4 定 理 4 
| ο... 


就 是 上 on 中 的 一 个 n 阶 元 素 ， 我 们 把 x 叫做 一 个 τι 次 本 原单 
位 根 . 这 时 
α =1, α, αὖ, ''', 0 
”这 如 个 元 素 两 两 相 异 ,而 且 就 是 多 项 式 0* 一 1 的 全 部 个 根 
设 户 (o) 是 ?一 1 的 一 个 首 项 系数 等 于 1 的 不 可 约 因 式 ， 
那么 它 的 根 必 定 是 a 的 某 些 个 竹 ， 假 定 a 是 f(z) 的 一 个 
18, 即 


fi(%) =0, 
那么 Lfila)]’=fi(a®) =0, 
ΒΡ on 也 是 ία) 的 根 ， 设 1 是 最 小 非 负 整 数 使 
at --- ᾱ- 
那么 易 证 
| αἰ, αἴ, αἴ", .... αγ! | { (1) 


两 两 相 异 , 而 它们 都 是 所 (2) 的 根 . 令 . 
{ ᾗα (α) --(α--αἳ (α--αἲ) (α--αν).'«(α--α'. 
仿照 第 一 章 $5 定理 7 中 相应 的 证 明 , 可 证 
hw) E 上 .[zj]. 
ο δ20 » 


但 显然 (vw) |} (2), ΠῚ Τι (ο) 不 可 约 ， 所 以 
| hh (9) --}ι(α). 
这 证 明了 , (1}Η: 1 1 α ΗΠΑ 1ὲ Τι (9) 的 全 部 的 根 . 
反 过 来 ， δὲ 0<%<n 一 41， 如 果 1 是 最 小 非 负 整数 使 
0 一 ol 
那么 目 中 了 个 wa 的 宕 两 两 相 异 ， 令 
hi (2) = (α--α)(α--αἲ) (α-- α)-:.(α--α”΄'), 
那么 和 刚才 的 道理 一 样 ， 
h(t) E FoT2]. 
设 广 (w) 是 加 (w) 的 一 个 首 项 系数 等 于 工 的 不 可 约 因 式 . Ν᾽ 
定 αι (Οκ ἰ-- 1) 1ὲ ᾿ι(α) 的 一 个 根 ， 那 么 和 刚才 一 样 可 以 
证 明 op αἴ'', αὖ αἱ, αἴ, .'., αὐ’ 都 是 二 (2) 的 根 . 
因此 / : 
fi1(2) 一 应 (2)， 
这 证 明了 , hu(%) Ἐὲ α"--1 χε Ἐε[α] 中 的 不 可 约 因 式 ， 
我 们 先 给 出 下 面 这 个 定义 ， 
定义 1 设 σο, αι, ας, ""', qm-1t 是 从 0 到 % 一 1 中 选 出 来 
的 ! 个 两 两 相 异 的 数 . 假定 它们 有 性 质 : 
| .00 (mod n), ὑ--0, 1, 2, «.., 1—2, 
αι-ιΞξαρ(τηοᾶ ην). .. 
我 们 了 驶 说 它们 组 成 mod n 的 一 个 9 9536, 记 作 
(go, αι, αν, 11 αι. 1) 
并 把 了 叫做 这 个 "9 轮换 的 长 . 
有 了 这 个 定义 ,我 们 可 以 把 刚才 得 到 的 结论 叙述 成 
定理 2 设 了 是 9 个 元 素 的 有 限 域 , n 是 与 9 互 素 的 一 
个 正 整 数 ， 假 定 w 是 一 个 nn 次 本 原单 位 根 ( 如 果 g 在 2* 中 的 
阶 是 πι, 那么 上 .> 中 就 一 定 有 % 次 本 原单 位 根 )， 设 
(0) 一 你 一 1 
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并 设 Γι (ο) 是 了 (w) 的 一 个 首 项 系数 等 于 1 的 不 可 约 因 式 , 那 
4 Γι(0) {ΒΒ ΒΕΞ α ἐδ -- ΕΕ αἰ, 0<&i<n, Τα επικ η 
mod n 的 一 个 9g 轮换， 反 过 来 ， 如 果 (@o, αι, αν, “'., αι-1) 是 
mod n 的 一 个 9 轮换, 那么 
fi1(%) --(α-αν)(α-α”)(α-α”)-'.(ο-α”'' 

就 是 α’--1 ΡΕ ΒΗ ας, 

系 理 ὑΕ 是 9 个 元 素 的 有 限 域 , 2 是 与 9 互 素 的 一 个 . 
正 整 数 ， 那 么 2" 一 1 在 fo[Lw] 中 分 解 成 不 可 约 因 式 的 个 数 就 
等 于 0，L，2，…，% 一 工 这 人 个 数 所 分 成 的 modmn 的 9 轮换 
”的 个 数 ， ! | 
| 根据 上 一 节 介 绍 的 因 式 分 解 的 方法 ， 要 将 α'"--1 分 解 成 

不 可 约 因 式 的 乘积 , 首先 就 要 求 出 六 的 一 组 基 , 而 

V=1{g(%) | φ(α) <n 
而 (0) "=9(%) mod α"--1}. 
上 一 节 介 绍 的 求 扩 的 基 的 方法 是 要 算 和 矩阵 。 现在 我 们 介绍 
一 个 简单 的 方法 , 当然 这 个 方法 是 只 对 wv’ 一 1 适用 的 . 设 
(40, οι, ὤμ, “'', -1) 是 mod η 的 一 个 g 轮换 , 令 
θ(α) ασ Γγα- γατα. 

显然 θ(2):Ξ6(2) (παοὰ α’--1), 
假定 0, 1, 2, ση, π--1 这 % 个 数 分 成 了 ?个 modm 的 9 轮 
换 、 对 于 每 个 9 轮换, 我 们 都 得 到 六 中 的 一 个 元 素 。 这样 一 
共 得 到 的 7 个 元 素 : Θι(ω), θαίω), -.', θεία), δὲ λα [8 
每 个 医 w (0 «ὑςκπ- 1)1- ΤΠΗΙ- θίωα ς«{«ςτ) 
31. ΕΗ, θιίω), θα (ο), ---, 0,(z) 在 Fs 上 线性 无 关 ， 根 
82382, 在 是 ,上 的 维 数 等 于 ”一 1 的 不 可 约 因 式 的 
个 数 ; 根据 上 面 定理 2 的 系 理 ,后 者 又 等 于 0, 1, 2, ο». n 一 1 
这 % 个 数 所 分 成 的 modm 的 9 轮换 的 个 数 ， 这 证 明了 θι(ω), 
pz) "'', θ,() ΕΤ 的 一 组 基 , 了 的 一 组 基 既 已 得 到 , 利用 


»δ22» 


急 转 相 除法 就 可 以 将 x* 一 1 分解 成 不 可 约 多 项 式 的 乘积 . 

我 们 再 指出 ， 当 ς--2 时 , 实际 上 就 是 至 [oj]。 中 第 
等 元 的 全 体 所 组 成 的 向 量 空间 . 根据 第 一 章 .8 8 定理 7 和 定 
理 8, 要 将 一 1 分解 成 不 可 约 多 项 式 的 乘积 ， 只 要 将 1 分 
ΒΝ Ελα] οι 中 两 两 正 交 的 本 原 智 等 元 的 和 就 行 了 ， 我 们 
介绍 一 个 如 何 从 六 的 一 组 基 δι, θα, …, θ 出 发 ,将 工分 解 成 
上 sf[o]o-: 中 7 个 两 两 正 交 的 罕 等 元 eg Θα, …, er 的 和 的 一 
个 算法 .我们 先 证 明 

ΠΕΙ 设 双 是 奇数 , 广 是 下 sf[z]。-i 中 寡 等 元 的 全 体 所 
组 成 的 了 ,上 的 向 量 空间 , 而 6:, θ., …, θ. 是 六 的 一 组 基 . 
假定 [x]w_1 中 的 单位 元 素 工 分 解 成 坏 个 两 两 正 交 的 宕 等 
元 δι, 84, “'', ει 的 和 ; 

工 一 8 由 ες) ει ΚΟ; | 
如 果 «Άλλα ῃ- ἢ θιῶ--ὸ-τ) 和 一 个 ει(1-]-ὶ) 6 
᾽ 0 ε/55.0, (165000 ει 0 

同时 成 立 , 

证 . 设 有 由 (1%<7) 使 

ej=0 或 (αΦόρ(ςι-θ, αὶ 4-1, 2,……, ἔ, 
即 Oe=0 或 ey=8y, ΧΙ 1-1, 2, 9". ἡ 
将 (2) 式 双方 同时 乘 以 和, 得 出 δι 是 某 儿 个 8,151, 2 η 2 
的 和 ， 如 果 对 每 个 0.(1<ie&7r) 均 有 / 
ey=0 或 (1@0)@es=0, 对 j=1, 2,…, ἐν 
那么 θι, θα, «.., θ, 痢 是 菜 几 个 ἐι, δα, ''', δι 的 和 , Η ει, δα, 
“Ὁ δε 的 系数 属于 ,的 线性 组 合 。 因 ?>t, 所 以 θι, θα, .'., 
θ, 就 在 上 上 线性 相关 。 这 村 0， θα, ''., 0 是 六 的 一 组 基 
相 了 矛盾 .因此 一 定 有 一 个 央 和 一 个 ε, 使 
Oes#0, (669 Φε 0 

同时 成 立 ， 
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我 们 可 以 把 从 六 的 一 组 基 01, θε, ---, 6, 出 发 , 得 出 将 1 
分 解 成 7 个 两 两 正 交 的 非 零 窒 等 元 οι, e2,…, ὁ. 的 和 的 算法 
叙述 如 下 :  . 
“首先 , 将 1 分 解 成 两 个 互相 正 交 的 Ἔξ Ἐπ 7. θι ΠΠ 1626ι 
的 和 |; 
1-0: (LD0). 
如果 一 2, 我 们 的 目的 已 经 达到 .否则 ,将 内 改 记 成 ει, | 
将 1026: 改 记 成 δ3: 
| 1 -- 81Q)8s. | 
根据 引 理 1, 有 一 个 2 和 一 个 &y, 设 为 at 使 
θει5:-0, (10Θθ90ει-60͵ 
那么 1=0,© 8 10) ees, : 
而 er, (144) er 和 8s 是 3 个 两 两 正 交 的 非 0 只 等 元 . 
如果 "7 = 3, 我 们 的 有 目的 已 经 达到 ， 否则 继续 用 上 面 的 
方法 进行 下 去 ， 直 到 将 工分 成 了 个 两 两 正 交 的 非 零 宕 等 元 的 _ 
πι 
一 且 将 了 [oj 1 中 的 单位 元 素 1 分 解 成 "个 两 两 正 交 
的 非 零星 等 元 el1， θα, …, er 的 和 ， 这 里 + 是 六 在 了 ,上 的 维 
数 ，e1，e2,，…,， 6 一 定 是 本 原 医 等 元 。 令 
Τι) --(ω--1, 1--6), ὑ--, 2, ο. φ 
ποσο (2), 
ΠΠ Γι (0), Γαίῳ), -», fr(z) 是 两 两 不 同 的 不 可 约 多 项 式 . 
当然 上 述 算法 是 可 以 编 出 程序 来 在 电子 计算 机 上 算 的 .. 
当即 不 太 大 时 , 用 手 算 也 并 无 很 大 困难 . 
我 们 举 一 个 例子 来 阐明 上 面 的 算法 。 
例 ”将 了 上。 上 的 多 项 式 
ο --1 
分 解 成 不 可 约 多 项 式 的 乘积 . 
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4.4.0, 1, 2，…， 14 这 二 个 数 分 成 med 15 的 2 轮换 ， 
(1, 2, 4, 8), (8, 6, 12, 9), (δ, 10), (7, 14, 18, 11), (0) 
于 是 我 们 得 到 了 [zj]。 中 的 5 个 知 等 元 

-θι-αἠωθηἠ-α αὖ, θα αἳ ας --αἳ --α., 
θα = + οὐ, 0 一 好 十 zt 十 13 十 cl， θε--1 .. 

它们 组 成 卫 [z]w。 1 中 所 有 短 等 元 所 组 成 的 向 量 空间 六 的 一 
组 基 . | 
”现在 利用 它们 将 二 表 成 5 个 两 两 正 交 的 非 零 者 等 元 的 
和 


首先, 我 们 有 
1=0.0(1001). 
注意 ， OID0) --θιζθθ»-Ε0, 
(1Φθο © (1®0) =100, 0, 
因此 有 ο 15618 (000) (462), 


ΠΠ 6:, θιΦθ. 和 16202 ἘΞ ΤΡΙ 1Ε3σ η 355170. 
又 有 
πο ρολ 

(19969) Φ6ι--θ:ΘθαΦθι 0, 

sO (1-02) = DO 0, 
| (1469 Φ(4Φόλ)- θιΦθεΦθεΦθιΦθε-0. 
因此 | ΤΙ 
1--(θ(ϑ0,)}Θ(θιΘΘ:699ὸ Θ(6ις)69) 

Φ(θιΘθιθθὸ Φ(θιΘΘ.Θ6ωΘΘΘθὶ τἪ 

λε 1 2} μὰ ὅ ΤΗ ΠΈΣΗΙ ΛΕΞΗΣ ΗΛΙΑ. 4 ， 

Ε1--θ.(θθ., C3 一 :D902D04, 6ᾳ--θι(θθα, 

εκ θιΦθε(ΦόΗ, εᾳ--θιςοθ 0 和 ps 中 0， 
”那么 ea θα, ea es 65 都 是 本 原 医 等 元 
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φις. --. ἡ Ἴαδ αἱ 5 十 0 二 00 十 2 十 on， 

.2 σ--αβ--α3--α4 {-αδ--αἲ--αδ--ρο rc, 

το α-γαθ!ἠ-αθ-αὶ --ᾱ- --αθ--ᾳρ --αλὰ, 
ει ταῦ {-αἱ-|-ας -- οἱ -|- ϱ5 -- 01. ᾳ11 二 3 十 m14， 
ος 1 |-ο- γαλ -γαδ--σ1--αδ--αδ--- αἲ-}-ᾳ8-}-α9-}- ϱ10.}-α)]---.ϱ13.1- ρί9-}- ο, 


νας 
Γι) 一 (0 一 二 1--ει) -α-αἠ-1, 
ja(2) --(α--1, 1-69) 一 于 十 22 十 2 十 2 十 1， 
ja) = (αὐ —1, 1 --ει) --αἳ -Γ--1, 
fa l(t) = ο —1, 1 --δι) 一 22 十 Z 十 工 ， 

}ο(ϱ) = (go5 一 二, 1—es) --ᾱ-- 1. 

τ... . 

ο --Ἱ-- (οἱ -Γαδ--1) (α΄ --αἲ-γαἳ--α-- 1) 
"(αἱ -α--1) (0 十 2 十 工 ) (z+1). 


35 确定 不 可 约 多 项 式 和 本 原 多 项 式 的 问题 


在 第 一 章 $5 中 我 们 曾经 指出 ， 要 具体 造 出 γ' 个 元 素 的 
ΤΕ Fn( 这 里 p 是 一 个 素数 ,而 是 个 正 整 数 )， 需 要 求 出 
Ἑ, 上 一 个 % 次 不 可 约 多 项 式 ， 在 第 三 章 $ 3 中 我 们 又 指出 ， 
为 了 得 到 周期 等 于 g" 一 1 的 % 序 列 ,需要 求 出 Fa 上 一 个 % 次 
本 原 多 项 式 ， 因此 确定 有 限 域 了 (或 a) 上 的 不 可 约 多 项 式 
和 本 原 多 项 式 是 有 意义 的 ， 因 为 Fo 上 的 % 次 本 原 多 项 式 是 
周期 等 于 g" 一 1 的 次 不 可 约 多 项 式 , 所 以 要 确定 n 次 本 原 
多 项 式 可 以 先 确 定 % 次 不 可 约 多 项 式 ， 然 后 再 计算 一 下 它 的 
周期 是 不 是 等 于 g" 一 I， 关于 后 一 个 问题 , 即 计 算 不 可 约 多 项 
式 的 周期 这 个 问题 ,可 以 用 $ 2 中 所 介绍 的 方法 来 计算 , 但 困 

难 之 后 是 当 n% 和 og 适当 大 时 , g" 一 1 的 素 因 数 分 解 问题 . 
至 于 怎样 确定 Fe 上 的 不 可 约 多 项 式 呢 ? 我 们 知道 不 可 
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约 多 项 式 在 多 项 式 中 的 地 位 相当 于 素数 在 整数 中 的 地 位 ， 在 
附录 二 里 我 们 介绍 了 求 素数 的 第 法 ， 当 然 也 可 以 用 第 法 来 求 
不 可 约 多 项 式 ， 警 如 将 次 数 > 工 而 <n 的 多 项 式 按 次 数 排列 
成 表 , 次 数 小 的 排 在 前 面 , 次 数 大 的 排 在 后 面 , 次 数 相等 的 多 
项 式 按 某 种 规定 排列 先后 ， 那 么 排 在 最 前 面 的 多 项 式 就 是 不 
可 约 的 , 把 它 轿 出 来 ,再 把 它 的 们 式 从 表 中 划 去 ， 剩 下 的 没有 
图 和 没有 划 的 多 项 式 中 排 在 最 前 面 的 多 项 式 就 是 不 可 约 的 ， 
把 它 轿 出 来 , 再 把 它 的 倍 式 从 表 中 划 去 ;等 等 ， 但 这 种 做 法 ， 
Επ, 工作 量 就 太 大 。 因此 通常 我 们 并 不 采用 这 种 
办 法 . 

为 了 确定 有 限 域 上 的 不 可 约 多 项 式 ， 人 们 探讨 了 判定 一 
个 多 项 式 是 否 可 约 的 一 些 方法 ， 利 用 这 些 方法 去 判定 一 个 多 
项 式 是 否 可 约 。 这样 就 可 以 从 次 数 <m 的 多 项 式 的 表 中 删 去 
这 些 多 项 式 ， 于 是 就 得 到 了 所 有 次 数 <n 的 不 可 约 多 项 式 ， 
$ 8 中 介绍 的 方法 就 可 以 用 来 判定 一 个 多 项 式 是 否 可 约 , 但 这 
个 方法 毕竟 比较 复杂 .因此 人 们 先 用 一 些 简 单 的 容易 判定 一 
个 多 项 式 是 可 约 多 项 式 的 方法 先 删 去 一 些 可 约 多 项 式 . 然后 
再 对 剩 下 的 多 项 式 采用 $3 中 介绍 的 方法 来 判定 它 究竟 可 约 
还 是 不 可 约 . 有 时 如 果 能 够 比较 容易 地 找到 Ἐς [ο] κω 中 一 
个 大 的 非 零 晨 等 元 ， 那 么 根据 第 一 章 38 定 理 7 也 可 以 判 
定 f(w) 可 约 . 

”第 用 的 判定 。 上 的 一 个 “(之 了) 次 多 项 式 是 可 约 多 项 式 

的 方法 有 

1) 如 果 f(w) 的 零 次 项 等 于 0， ΗΕ τα, 否则 πῶ 
一 定 可 约 . 

9) 如 果 }(9) 中 系数 等 于 工 的 项 的 个 数 是 偶数 ， 那 么 
;(α) 一 定 可 约 ， 

8) 如 果 }(α) 中 系数 等 于 工 的 项 的 “的 等 次 都 是 2 的 人 
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数 ,那么 f(z) 一 定 可 约 ， 

4) 如 果 (f (2)， 天 (2)) «1, 那么 f(w) 一 定 可 约 ， 

δ) 如 果 了 lz 十 1) 可 约 ,那么 f(w) 也 可 约 . 

6) 如 果 mp (二) 可 约 ,那么 f(%) 也 可 约 ,等 等 

对 于 了 s 上 的 三 项 式 fx(z) 一 ?十 小 十 1(n, κ ΞΕ πὴ ἘΞ ΠΒ 
数 ), 还 有 κ | 

1) 4554 ή πς1(πιοᾶ 8) 而 5 三 2 (mod 8) 或 当 
n=2 (mod 3) ΤΠ ἔ-ε1 (1αοὰ 8) 时 ，fsr(2) 被 十 2 十 工 除 尽 ， 
因此 这 时 ;ο,χ() 可 约 . 


2)* fx(w) 有 偶数 个 不 可 约 因 式 ， 当日 仅 当 以 下 三 情况 


之 一 成 立 ， 
σος ἃ) nn 是 偶数 ,上 是 奇数 , πλ, 而 他 = 0 Ἡκ (ποι 4), 


ο Ὁ n 是 奇数 ,上 是 偶数 ,£42n, 而 % 三 土 3(mod δ), 

ο 389) mn 是 奇数 ,6 是 偶数 ,|2n, 而 w== 土 1 (mod 8), 
” ”因此 上 述 三 铺 形 之 一 成 立时 , fx(%) 一 定 可 约 ， 

Zierler, Ν. 和 Brillhart. J.** 利用 上 述 这 些 判 定 对 。 上 的 

多 项 式 和 三 项 式 可 约 的 条 件 以 及 § 3 介绍 的 方法 , 用 计算 机 
定 出 了 Ἐ, 上 所 有 次 数 «1000 的 不 可 约 三 项 式 ， 并 对 于 已 知 
2" 一 1 的 素 因 数 分 解 的 那些 n(<1000) 次 不 可 约 三 项 式 算 出 
了 它们 的 周期 , 因而 定 出 了 一 些 本 原 三 项 式 . 他 们 的 结果 者 
ΒΗ, 并 不 是 有 任意 次 数 的 不 可 约 三 项 式 ( 和 本 原 三 项 式 ). 但 是 
” 任 给 一 正 整数 W, 是 否 有 次 数 3 Ν 的 本 原 三 项 式 则 不 清楚 . 
…“ 当然 如 果 已 经 知道 一 个 %% 次 本 原 多 项 式 ， 可 以 用 第 三 章 
$4 中 介绍 的 方法 去 求 其 余 的 n 次 本 原 多 项 式 . 


κῃ Swan, BR. Ω., Factorization of Polynomials over Finite Fieldg, 


Pacific J. Math., 12 (1969), 1099—1106. 
ΚΚ On Primitive Trinomials, 1, TI; Information CC Control, 13 8 (1968), 
541. 554. 14 (1969), 566—569, 
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附录 一 集合 和 映射 


集合 和 映射 是 近代 数学 中 的 两 个 基本 概念 . 我 们 在 下 面 
对 它们 作 一 扼要 的 介绍 ， 

所 谓 集 合 就 是 指 作为 整体 来 考察 的 一 堆 东 西 . 例如 ， 有 
理 数 的 全 体 就 组 成 一 个 集合 , 实数 的 全 体 也 组 成 一 个 集合 , 而 
2, 是 由 p 个 元 素 0, 1, 2, …， 2 一 工 组 成 的 集合 。 组 成 集合 
的 成 员 叫 做 这 个 集合 的 元 素 。 我 们 用 

| αΕΜ 
πέλαγ ΜΗΗΠΕ, Κέα 8ΒΤΜ ΠΠ . 
| ‘oFM | 
表示 @ 不 是 集合 下 的 元 素 , 读 作 @& 不 属于 Μ 

所 谓 给 了 一 个 集合 就 是 规定 了 这 个 集合 是 由 哪些 元 素 组 - 
成 的 ， 通 消 有 两 种 办 法 给 出 一 个 集合 ， 一 种 是 列举 出 它 的 全 
部 元 素来 , 一 种 是 给 出 这 个 集合 的 元 素 所 具有 的 特征 性 质 , Βὲ 
41, 2, 是 由 0, 1, 2，…， φ-11κφ 个 元 素 组 成 的 集合 ， 记 作 

Ζ,--{0, 1, 2, «.., ϱ--1}, 
κ Ε2Η2Ε 1} Z, 的 全 部 元 素 ， 又 如 QIv 2] 是 由 一 . 切 形状 
是 
5 可 
其 中 4 Τὺ 是 有 理 数 , 的 实数 组 成 的 集合 , 记 作 
ϱ[./ 2] -- {α--δαν δα, bEQ}, . 

这 就 是 给 出 Q[w 2] 中 元 素 的 特征 性 质 ， 括 号 {,，…} 中 的 符 
号 | 之 前 的 4 十 5MV2 表 明 Q@[LYV31 中 元 素 的 形状 , Έα, ὃ 
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究竟 是 什么 则 由 符号 | 之 后 的 性 质 c，DE@Q 所 说 明 . 

为 了 处 理 问 题 的 方便 , 我 们 引进 空 集合 的 概念 ,我们 把 经 
集合 看 作 是 不 包含 任何 元 素 的 集合 。 其 余 的 集合 则 叫做 非 空 
集合 , 因此 非 空 集合 就 是 确 包 含 元 素 的 集合 . / 

如 果 一 个 集合 天 所 含 的 元 素 个 数 有 限 ， 我 们 就 说 型 是 
有 限 集 合 , 简称 有 限 集 , 并 用 | 到 | 来 代表 Μ 所 含 的 元 素 个 数 ， 
我 们 把 空 集合 看 作 是 含 0 个 元 素 的 有 限 集 . 如果 性 不 是 有 
限 集 ， 庆 就 叫 无 限 集 . / 

如 果 两 个 集合 ΜΗ 与 入 含有 完全 相 辣 的 元 宗 ， 即 ας ΑΜ, 
当 且 仅 当 4E€ENW, 那么 就 说 它们 相等 , 记 作 

: Μ-- Ν. 

如 果 集 合 型 的 元 率 全 是 集合 访 {ΠΠ ΔΙ, 即 从 gE 以 可 
以 推出 cE 和 ,那么 驶 说 到 是 的 子 集合 ,简称 子 集 , 记 作 

好 CA 或 NOM 
璧 如 , ας Β, RCC, 而 当 p(w) ἘΞ Ζρ[α] 中 的 一 个 不 可 约 多 
项 式 时 ,还 有 LpC4g[w]wz)， 根 据 定 义 ,每 个 集合 都 是 它 自 已 
的 子 集 合 。 我 们 还 规定 , 空 集合 是 任 一 集合 的 子 集合 . 

ΜΠΕΗ, ΝΕ ΜΤΒ, ἈΠ 

ΜΝΝ 代表 由 ΜΗΝ 的 那些 元 素 所 组 成 的 集合 , 即 
ΜΝ Υ--{ααςΜᾖΠ ας δλδ. 

χη] εϑε, ΜΗΝ ΝΕ) Μ ΗΠΙΑ ΤΝ 的 那些 元 素 以 后 ， 

剩 下 的 元 素 所 组 成 的 集合 , 例如 ， 当 Η 是 全 体 整 数组 成 的 集 

合 ,而 六 是 全 体 偶 数 ( 包 括 0) 组 成 的 集合 时 , ΜΝΠΙΜΝΝ 

就 是 由 全 体 奇 数组 成 的 集合 . 

设计 入 是 两 个 集合 。 既 属于 族 又 属于 六 的 全 体 元 

素 所 组 成 的 集合 叫做 型 和 六 的 交 , 记 作 
MNMN. 

即 ΜΠΝ-{α|αΕΜΙΠΠΗ αΕΝ}, 
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例如 , 当 MM 是 全 体 惕 数组 成 的 集合 , 而 Ν 是 全 体 小 于 7 的 正 
整数 所 组 成 的 集合 时 ， 
MNN= {2, 4, 6 
显然 有 MNNCM, ΜΠΝΕΝ. 
仍 设 邓 和 六 是 两 个 集合 . 属于 集合 不 或 者 属于 集合 
Ν 的 全 体 元 素 所 组 成 的 集合 叫做 W 入 的 并 , 记 作 


MUN. 
例如 {1, 2, 3, 4} U {2, 4, Ό}--{1, 2, 8, 4, δ} 
显然 有 ΜΙΟΝΟΝΜ, ΜΙΙΝΝ. 


集合 的 交 和 并 这 两 个 概念 可 以 推广 到 任意 多 个 (有 限 多 

个 或 无 限 多 个 ) 集 合 的 情形 去 ， 设 工 是 一 个 足 码 集合 ， 设 对 

于 每 个 waET 都 有 一 个 集合 Μ., 那么 属于 每 一 个 Μο(ας Τ) 

的 元 素 的 全 体 组 成 的 集合 就 叫做 这 些 Me。 的 交 , 记 作 κ 
ΩΜ. 


同样 , 属于 任何 一 个 Λ.(αΕ1) 的 元 素 的 全 体 组 成 的 集合 叫 
做 这 些 ΜΙ, 的 并 , 记 作 


(J Μα 
显然 有 [ \M.CM,, 
: UMM, 
下 面 再 介绍 映射 的 概念 . 


设 以 和 AM' 是 两 个 集合 。 所 谓 从 集合 政 到 集合 巡 ' 的 
一 个 映射 ,是 指 一 个 规则 , 它 使 至 中 每 一 个 元 素 4 Β Μ' 中 
一 个 确定 的 元 素 σα 与 它 对 应 . 设 o 是 从 以 到 用 的 一 个 映 
射 , 我们 就 记 | | 

σ. Μ-»Μ' 
如 采 o 使 元 素 ας Μ' 与 元 素 5GE 对 应 , 就 记 作 


有 Le 


| σ, ᾱ-»α!, 
有 时 也 记 作 σ, (α)--α', 
我 们 把 α' 叫做 s 在 上 映射 cc 之 下 的 象 , 而 @ 叫做 a! 在 映射 0 之 
下 的 一 个 原 稍 . 我 们 有 时 也 把 从 ΛΘ Μ' 的 一 个 映 届 叫做 
定义 在 六 上 而 在 以 中 取 值 的 一 个 函数 ， 
议 0 是 从 集合 Μ 到 集合 Μ' 的 一 个 映射 ,我 们 用 
o(M) 
代表 Μ 在 映射 之 下 的 象 的 全 体 ; 即 
σ( Μὴ --ἰσ(α)]αξΜ}. 
显然 Ια σ(Ἡ)ς Μ'. 
如 果 o(MM) --Μ', 映射 o 就 叫做 是 映 上 的 . 如 果 在 映射 0 之 
下 , Μ 中 不 同 的 元 素 的 象 也 一 定 不 同 , 即 由 ms 一 定 有 
σ(αι) 天 0(ga)， 我 们 就 说 o 是 一 对 一 的 。 一 对 一 的 而 且 映 上 
的 映射 叫做 一 一 对 应 . 

设 Μ 是 一 个 集合 ， 将 ML 的 每 个 元 素 都 映 到 它 自身 的 
跨 射 : | 
a>a, ας Μ, 
叫做 集合 Μ 的 恒 同 映射 , 记 作 tx， 在 不 致 引起 混淆 时 ， 也 可 

以 简单 地 记 作 显然 , 恒 同 映射 是 一 一 对 应 . 

我 们 举 几 个 例子 来 说 明 上 面 的 概念 . 

ρι WM= {1, 2, 8, 4), Μ'--{1’, 2,8} 定义 
: σ()-οσ()-:1', σ(ὃ)--σ(3) =3'. 映射 0 不 是 映 上 的 ,因为 
2' 没有 原 象 ，o 也 不 是 一 对 一 的 , 因为 上 和 2 的 象 相同， 3 和 
生 的 象 也 相同 . 

例 2 XL=2Z, 而 了 M' 是 全 体 非 负 整 数 的 集合 。 定 义 从 玉 
到 Μ' 的 一 个 映 土 σ. 

σ(α) --|α|, ας Μ. 

那么 o 是 映 上 ,但 不 是 一 对 一 的 . 
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例 3 设 是 全 体 正 整数 的 集合 ,而 
Μ'--{α, αἳ, αὖ, -..} 
即 MM' 是 % ΝΑ ΗΚΙΕΦΙΧΗΦΑ. ΧΜ ΜΞ Μ' ἡ ---- 
映射 
on)=w, nEM | 
那么 o 是 映 上 的 而 且 是 一 对 一 的 , 因而 是 一 一 对 应 。 
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附录 二 整数 的 分 解 


用 2 表示 全 体 整 数 ( 正 、 负 整数 和 0) 的 集合 。 我 们 知道 
在 2 中 定义 了 加 法 运算 和 乘法 运算 , 而 6 对 于 这 两 种 运算 是 
自封 的 ， 我 们 也 知道 域 的 定义 ( 见 第 一 章 $1 定 义 1) ΗΕ 
ΕΠΙ Τ.1 T.2 IT.3, I.4, IT.1, 11.9, 11.8 和 了 III 在 Z 中 都 
成 立 ,而 .4 在 2 中 却 不 成 立 ， 因此 2 不 是 域 

我 们 先 来 复习 一 下 如 中 的 带 余 除法 . 设 4 和 是 两 个 整 
数 , 而 5 关 0。 假定 用 2 去除 & 所 得 的 商 是 9 而 余数 和 是"。 那 
么 可 以 写 

a=gb+7r, Οκ δἱ, (1) 
式 中 | 寻 表 示 好 的 绝对 值 ， 这 就 是 2 中 的 带 余 除法 , 而 (了 DD) 式 
ην κ. 大 家 都 知道 ,满足 (1) 式 的 整数 9 和 7 由 
4 7} ὁ 唯一 决定 , 因此 可 以 记 
r= (0@)s, 
并 说 7 是 6 去 除 & 所 得 的 余数 ， 当 r=0 时 , 我 们 就 说 2 是 
的 因数 , 或 @ 是 0 的 倍数 ,也 说 4 被 0 所 整除 , 或 6 除 得 尽 
a, 并 用 符号 | 
δ |α 
Σπ. 我们 还 用 符号 δα 表示 9 除 不 尽 4a， 显 然 ， 如 果 ὃ 
是 4 的 因数 ,而 σ-θ, 那么 有 
[δ]-«« ια]. κ 

设 a, ὃ, ο 都 是 整数 ,而 ο. ΤΠ ο 既是 ec 的 因数 ， 又 
是 8 的 因数 ,我 们 就 说 c 是 & 和 2 的 公 因 数 . 当 & 和 8 不 全 等 
于 0 时 , 4 和 和 6 的 公 因 数 中 就 有 一 个 最 大 的 ; 我 们 把 a 和 5 的 
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δω] εν 


公 因 数 中 最 大 的 那 一 个 则 做 4& 和 5 ἡδχ κ, ΣΑΕ 
(α, δ) | 


来 表示 。 当 6 和 8 都 等 于 0 时 , 那么 任何 一 个 整数 都 是 它们 


的 公 因数 , 这 时 αι ὁ 没有 最 大 公 因 数 ,因此 符号 (0, 0) 没 有 

ἘΝ. 
18 α 和 8 都 是 不 等 于 0 的 整数 ,我 们 来 复习 一 下 求 (4,? 

的 报 转 相 除 法 ,假定 lc| > 15|， 根 据 带 余 除法 算式 , 依次 有 


ση οιῦ 十 91， 0 一 ri< |1|， (2.1) | 
b= 9271 二 79, 0< rs «γι, (2.2) 
1 一 0afra 十 93， 0<r7s<72, . (2.8) 


ΙΙ... ΙΙΙ ΤΊ ΣΙΤΙ ΠΡΊΠΠΡ 


(η 8Ξ Gri7n2T Tn 1 0-1 «ο (2. η--- 1) 
Jr 2 一 ην ι Ἔ Tn, 0/1 (2) 
Tn1 = Ont1Tn, { (2.%n 十 1) 
那么 - (α, ὃ) =. 
实际 上 , ΗΟ. -- 1) ΔΙ να, 再 由 (2.0) 式 知 和 | as， 
再 由 (2.m 一 蕊 式 知 ro| yo -ss，…， 如 此 继续 下 去 ,最 后 由 τεἰτι 
和 ?oj2 及 (2.1) 式 知 7,|o. 因此 7 是 4 和 5 的 公 因 数 ， 反 过 
来 , 设 Q 是 ga 和 5 的 一 个 公 因 数 , 即 ἀ[α, dj5， 那 么 由 (2.1) 


| 式 知 ἄ[τι, 骨 由 (2.2) 式 知 ά[τα, 再 由 (2.3) 式 知 ἀ|τα, ΝΣ, 如 


此 继续 下 去 ， 最 后 由 ρα 和 CT 1 及 (2.n) 式 知 αἰ η. [8 
此 Tn = (α, 0). 
更 进一步 ,可 将 (2.1) 一 (2.nm) 式 改写 成 


γι--1»α + (--σι) «ὂ, | (9.1) 
Γο--1»δ 十 (一 gs) ?本 (9.2) 
/αΞ 1 ει 十 (— gs) /ο, (9. 8) 


(να 1 Γη 3 十 (— gn_1) "Tn—_9, (3.n—1) 
Tn = 1, 2 十 (--- σι) * Tn—is (3 .m) 
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(3.n) 式 是 说 7, 是 7,-s 和 -1 的 整数 系数 的 线性 组 合 ， 将 

6. νων n) 式 得 
0 一 《一 0 ‘7,8 十 (I 十 Gnqn-1) 1rn 3 

这 就 是 说 τ, ᾿ rss 和 ws 的 整数 系数 的 线性 组 合 ， 如 此 继 
续 下 去 , 就 可 以 将 & 和 2 的 最 大 公 因 数 74 表 成 6 和 2 的 整数 

系数 的 线性 组 合 , 即 
| γῃ--οα-- ἆδ, 
其 中 6 和 a 都 是 整数 ”那么 从 上 面 这 个 式 子 立刻 推出 a 和 ?5 


我 们 举 一 个 实例 来 说 明 怎 样 利 用 轮转 相 除法 来 求 两 个 整 
数 的 最 大 公 因 数 ,并 将 它 表 成 这 两 个 整数 的 整 系数 线性 组 合 . 
设 4=49, 5=36， 利 用 带 余 除法 ,依次 得 到 下 面 的 一 系列 
算式 | 
49--1»86--18, 13 一 36， 
36=2.13+10, 10 一 18， 
18=1.10+3, 8-10, 
10--3.811, 1-8, 


ΜΙ 383=3.1. 
这 表明 κ (49, 86) =1. 
将 前 四 个 式 子 改写 成 。 

18--49--1»86, 

10--86--9.18, 
8--18--1.10, 
1-10--8.8, 


将 第 三 式 右 方 代入 第 四 式 中 的 后 一 个 3， 再 将 所 得 算式 中 的 
10 用 第 二 式 右 方 代入 ,最 后 将 所 得 算式 中 的 18 用 第 一 式 右 
方 代入 ,得 
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41=10 一 8.(13 一 1.10) -- (--θ) «18--4.10 
-(-9)-18--4-{86--2.19) 
-ἀ.86ἠ-(--11)»18 
--4.86--(--11)»(49--1» 36) 
-(--11) «49-15-86. 
即 1-(--11) .49 十 二,36. | 
5 αῇ ὃ 的 最 大 公 因 数 是 1 时 , 即 当 (a, 8) 1 时 , ΑΠ κ 
Μα Πο 58, 例如 ,根据 刚才 的 计算 , 我 们 知道 49 和 96 
互 素 . 当 g5 和 0 互 素 时 ， 即 当 (c，0) =1 时 , 根据 上 面 的 讨论 
可 知 , 工 可 以 表 成 < 和 的 整 系数 的 线性 组 合 , 即 
1 一 CC 十 Cl， 
Ἠ- ο 和 a 都 是 整数 . 
να 都 是 不 等 于 0 的 整数 如 果 既是 5 的 借 数 ， 
又 是 的 倍数 , 我 们 就 说 c 是 5 和 2 的 公 倍 数 ， 显然 |c2| 是- 
g 和 6 的 一 个 正 的 公 倍 数 ， 因此 和 2 的 正 的 公信 数 中 一 定 
有 一 个 最 小 的 ; 我 们 把 5 和 2 的 正 的 公 售 数 中 最 小 的 那 一 个 
叫做 5 和 5 的 最 小 公 倍 数 ， 并 用 符号 / 
[α, ὁ] 
显然 对 于 任意 有 限 多 个 不 全 等 于 0 的 整数 cl，ca，…，an 
”也 可 以 定义 它们 的 公 因 数 和 最 大 公 因 数 ， 我 们 说 oc 是 它们 的 
一 个 公 因 数 ， 如 果 ο 是 每 一 个 4% 一 1，2,…, τ) 的 因数 ; 而 
它们 的 公 因数 中 最 大 的 那 一 个 就 岂 它们 的 最 大 公 因数 ; 并 用 κ 
符号 
(αι, aa po) | 
来 表示 . 对 于 任意 有 限 多 个 都 不 等 于 0 的 整数 本 ,ca，…，an 
也 可 以 定义 它们 的 公 倍 数 和 最 小 公 倍 数 ， 我 们 说 》 是 它们 的 
一 个 公 倍数 ， 如 果 ὁ 是 每 一 个 αι(ἷξ-1, 2，… 史 的 倍数 ; 而 它 


»δ0Τ. 


们 的 正 的 公 倍数 中 最 小 的 那 一 个 就 叫 它们 的 最 小 公 倍数 ， 并 


用 符号 : | 
[αι, Wa, “'', αι] 


来 表示 。 根据 定义 , 显然 有 
(αι, ἄν, “'', ἄμ) = (αι, (αι, “'-, ἄν) 
--(αι, (αυ, ''', (ανν ι, αὐ)''')), 
[αι, Go, ''', Θμ]--[αι, [ᾱ», «:', απ] 
= [a, [G2, :'', αμα, can]…]] 

设 p 是 个 大 于 1 的 整数 .我们 说 2p 是 个 素数 如 果 p 的 正 
因数 只 有 工 和 2。 不 是 素数 的 大 于 工 的 整数 就 叫 复合 数 . 我 
“人们 知道 素数 的 个 数 无 限 ， 为 了 求 出 科 某 一 正 数 的 所 有 的 素 
. ἔς, 可 利用 算法 ， 譬如 要 求 出 «100 的 素数 ， 可 先 将 从 2 到 
100 的 整 数 依 序列 出 ; 

23 2 ᾱ.7 8. 9’ Ὦβ 11 12 13 Ἡ 1 ἹΧ 1721419 
20 2ἵ οὐ 23 24 Ἢ. 36 27 Ἂ 29 30 51 3 33 34 35.36 37 
36. 39 0. 41 ΔΣ 43 Ἂ 45 Ἡς 47 Ἡκ 40 50 51 πο 53 54 ὃς 
56. 57 πα 59 δὰ οἱ δ2. 63 4 ὅπ ὅς 67 Ἔβ 6θ 871 273 
- 4. 25 76. 27 ΤΒ 79 80 ΑΗ 82 83 β4 ὃς Ἔξ 37 Ἡ8 59906 
. ΜΑ 95 94 ὃς 9 97 9 95 1θ0 
2 是 其 中 最 小 的 一 个 数 ，2 就 是 一 个 素数 , 把 2 挑选 出 来 ， 然 
后 把 2 的 倍数 (不 包括 2 本 身 在 内 ) 都 划 去 ， 剩 下 的 没有 划 去 
的 比 2 大 的 数 里 ，3 是 最 小 的 一 个 数 ，3 就 是 一 个 素数 ， 把 3 
挑选 出 来 ， 然 后 把 剩 下 的 数 中 δ 的 倍数 (不 包括 3 本 身 在 内 ) 
ΜΑΗ, 如 此 继续 下 去 , 直到 剩 下 的 没有 划 去 的 也 没有 挑选 
出 来 的 数 里 11 是 最 小 的 一 个 数 时 为 止 。 因 为 <100 的 复合 
数 一 定 有 一 个 素 因 数 往 wv 100 =10， 所 以 这 时 剩 下 的 数 就 都 
是 素数 .这 样 就 得 到 了 <100 的 素数 表 : 

2 3 5 7 11 195 1719 28 29 851 37 41 

43 47 58 59 61 67 ΤΙ τὸ Το 88 89 97 

538 。 


--- 


所 谓 的 并 术 基 本 定理 是 下 面 的 | 

定理 1 大 于 工 的 整数 都 可 以 表 成 一 些 了 素数 的 乘积 如 
条 不 计 这 些 素数 在 乘积 中 排列 的 匈 后 次 序 ， 那 么 这 种 表 法 是 
唯一 的 . 

证 . 设 n 是 个 大 于 1 的 整数 。 如 果 呈 是 素数 ，m 自然 是 


素数 的 乘积 , 即 %n 一 n， 如 果 nn 不 是 素数 , 那么 % 的 大 于 1 的 一 


因数 中 有 一 个 最 小 的 ， 设 这 个 最 小 的 是 ρι. 9. ΜΕ 
是 w 的 因数 ,所 以 pi 一定 是 素数 . 设 
ππ ρα, 1<m <n. 
若 mm 是 素数 , nn 已 家 成 素数 之 积 . 若 mm 不 是 素数 , 令 ps 是 oy κα 
的 最 小 的 大 于 1 的 因数 ,那么 ps 一 定 是 素数 , 设 
| n=DPana, «η «ρι«π, 
如 此 继续 下 去 ， 得 一 串 弟 碱 正 整数 
> 和 72 之 1 
因此 这 样 做 下 去 不 能 超过 nn 次. 故 最 后 必得 
N= MDa pe δε | 
其 中 ρι, Ῥι, Ps，…, Pr 都 是 素数 。 这 证 明了 算术 基本 定理 的 
第 一 部 分 . 
”为 了 证 明 第 二 部 分 , 先 证 明 下 面 这 个 引 理 . 

引 理 1 设 p 是 个 素数 而 pjab, Ἔηα αλ ὁ 都 是 整数 , 那 
Δ ρ|α τὲ φ|δ. 

证 . 如 果 2+f2 那么 (wp, 4) = 1， ΤΕΒΕ οὐά κ 
在 使 
| 1 -«ορ--άόα, 
将 上 式 双 方 都 滋 以 0 得 | 

ὃ -- ῦε.ρ--ἄἆ« αὖ 

因 pleb, 所 以 p12， 因此 引 理 成 立 ， 

从 引 理 1 立刻 推出 设 p 是 素数 而 plai02…an, 那么 
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ρ]αι, 或 p| ca，…， 或 2| cr。 

现在 来 证 明 算术 基本 定理 的 第 二 部 分 ， 设 ” 是 个 大 于 1 
的 整数 , 并 假定 有 两 种 方法 把 ” 玫 成 素数 的 乘积 ， | 

n= Dip pr = 9192°"" Gs, . 

其 中 pi， δα, ,Dr Ἠ]σι, σα, ''-, ο, 都 是 素数 . 我 们 对 ”用 
数学 归纳 法 来 证 明 胡 法 的 唯一 性 . : 

当 7=1 时 , ππρι 是 素数 ， 因此 8=1; n= 二 91， 这 时 
表示 法 唯一 . 

”现在 假定 对 于 任何 大 于 1 的 整数 ， 如 果 它 可 以 表 成 7 一 i 
个 素数 的 乘积 ,那么 表 法 一 定 唯一 . 今 证 明 将 呈 表 成 素数 之 
积 的 表 法 也 了 唯一， 我 们 有 in, 即 P1919a…9s。 因此 根据 引 ， 
理 1, φι[ᾷι, Ἐξ ρι|φα, …, 或 p19s。， 那 么 重新 排列 οι, gs， 
…， gs 之 后 ,可 设 4|q1， 因 加 ,qz 都 是 素数 ,所 以 一 qr、， 那 
么 从 ( 久 式 推出 

ο 11" ντ 108116). 

根据 归纳 法 假设 ,一 定 有 7 一 1 二 s 一 1 而 重 排 93，9s，…，0 之 
后 一 定 有 Pp2 一 92， Ps 一 93,…, πας, 这 证 明了 mn 表 成 素数 
的 乘积 的 方法 , 如 不 计 这 些 素数 在 乘积 中 的 先后 次 序 , 是 唯一 
的 . 

”这 样 算术 基本 定理 就 完全 证 明了 . / 

根据 算术 基本 定理 ， 任 何 一 个 不 等 于 0 的 整数 a4 都 可 以 
Φε ΤΙΜΑ . | 
ᾱ-- Ερὶ δρ”, (6) 
其 中 9, 0, …, Pr 是 两 两 不 同 的 素数 , ει, θα, …， 6- 是 些 正 
整数 ,而 “十 ”号 或 “一 ”号 视 “>0 或 4<0 而 定 。 (5) 叫做 α 的 
素 因 数 分 解 式 . 

假定 4, ὑ, ''' 5 是 有 限 多 个 不 等 于 0 的 整数 ， 将 它们 
家 成 : 


B40% 


ᾱ-- + 

b= περί pe pm, 
0= Εφ pp, 
其 中 mr, Ῥο, --- Pm 是 两 两 不 同 的 素数 ， 而 es, 7ο gi(i=1， 
9, …, πι) 都 是 之 0 的 整数 , 那么 4, ὅ, …, 6 的 最 大 公 因 数 
(α, ὦ, .'', 站 和 县 八 公 全 和 5，…， 50] 分别 是 


《C，D，…，0) | 
τοῖν» sf 3 31) αλ... -- DT nem fm “9m) | | (6) | 
[α, ὃ, - "2 ο) 
ΝΗ sf οι οσον :fg θα). μι COm sf me κ. (7) 


其 中 min(e, jp σὺ»; max(le, jp， σὺ | 
分 别 表示 εὐ Γι -.', σι 中 最 小 的 一 个 数 和 最 大 的 一 个 数 . 从 
上 述 最 大 公 因 数 和 最 小 公 售 数 的 公式 (6) 和 (7) 立 刻 可 以 推 
出 ; 对 于 任意 两 个 正 整 数 c 和 6， 总 有 

(α, ὅ)»[α, ὃ] --α-ὖ 


ο 541.» | 


«Ὁ δο - ο σι Να ϱὦ τὸ μ 


附 表 一 2-1 ηλ ΠΕ 


(ης 100) 


2-1  Ἔ 因数 分 解 


3.5 

31 

32.7 

127 

δ.δ.11 
1:18 
811.81 
28.89 
82.65.7.13 
8191 
848.127 
781.151 
85.17.2517 
191071 
95.719.759 
524287 
9»62.11.81.41 
{2.107.987 


909.850 «6859 


417»17 8481 


ο Θ2.δ-Τ»18.17-241 


51.601.1501 
3.2731.8191 
7.73.262657 
3.5.29.43.113,127 


ra 


附 表 一 《 续 ) 
η 1 κ μ Κη 解 
29 233.1103.2089 
30 32 .7.11.31.151.331 
31 9147433641 
39 3.5.17.257.65537 
33 7.23.89.599479 
84 3.43691.131071 
35 31.71.127.122921 
36 33.5.7.13.19.37.73.109 
37 228.616318177 
38 8.174768 .524287 
39 7,79.8191.121369 
40 8.52.11.17-81-41.61681 
41 18367,164511353 
49 32.72.43.127.337.5419 
43 431 .9719.2099863 
44 3.5.23.89.397.683.2113 
45 | 7.31,73,151.631.,23311 
46 | 3.47.178481.2796208 
47 | 2351.4513.18264529 
48 | 9.5.7.18.17.97.241.257.673 
49 127.44382676798593 
50 3,11.31.251.601.1801.4051 
51 7.108.2143.11119.131071 
δ9 8.5.58.157.1618.9731»8191 
53 6361.69431.20394401 
54 34.7.19,73.872311.263657 
55 23.31.89.881.3191.201961 
56 3.5.17.29.43.113.127.15790321 
57 7.32377:524287.1212847 
58 3.59.238.1103.2089.3033169 
59 179951.3203431780337 


60 82.52.7.11.18.51»41.61.151.831. 1821 


ο 542 ο 
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附 表 一 ( 续 ) 


2"- Ἢ κ 因数 分 解 


2305843009213693951 
3.715827883.2147483647 
72.73,127.337.92737.649657 
3.5,17.257.641.65537.6700417 
31.8191.145295143558111 
32.7.23.67.89.683.20857 .599479 
193707721.761838257287 
3.5.187.953.26317.43691.131071 
7.47.178481.10052678938039 
8.11.81.48.71.197.981.861Τ1.129091 
228479 .48544191,.312885833 
33.5.7.13.17.19,37,73.109.241,433.38737 
439.2298041.9361973132609 
3.223.1777.25781083.616318177 
7.31.151.601.1801.100801.10567201 
3.5.229.457.174763.524287.525313 
98.89.1927 .681258643949119059 
82.Τ.Τ9.9Τ81 8191 191969 «92866891 

9087 «9090909708. 1119491139167 
3.52,11,17.31.41.257.61681.4278255361 
7.73.2593.71119.262657.97685839 
3.83.13367.164511353.8831418697 
167.57912614213275649087791 
32.5.72.13.29.48.118.127.837.1429.5419.14449 
31.131071.9520972806333758431 
3.481.9719.2099863.2982031007403 
7.233.1103.2089.4177.9857737155463 
3.5.17.23.89.353.397.683.2113.2931542417 
618970019642690137449562111 
33.7,11.19.31.78.151.331.631.23311.18837001 
127.911.8191.112901158.23140471537 
3.5.47.977.1013.1657.30269.178481.2796203 


ΡΝ 


附 表 一 ( 续 ) 


πι 2* 一 ] ΝΑ κα 因数 分 ΒΕ 
93 7.9147483547 .658812288653553079 
94 3.:283.2351.4513.13264529.165768537521 
95 31.191.524287.420778751.30327152671 
96 32.5.7.13.17.97.103.241.257.,673.,65537 .22253377 
97 11447.13842607235828485645766393 
ΝΙΝ 3.43.127.4363953127297.4432676798593 
99 7.98.78-89.199.158649.599479.Β805Τ806959 
100 3.593.11.81.41.101»951»601»1801»4051.8101 «968501 
附注 1) 本 表 根 据 'Κταιίομίκ, Μ., On the Factorization of 23:51, 


aa 一- 
ο FT 


ϑογήγία Mathematica, 18(1952), ，39 一 52 编 成 ，2% 一 1 的 素 因 
数 人 分解 据 “Robinson, ΠΝ. Μ., Some Factorizations of Numbers 
of {36 Form 2n 士 1]，MIAG，11 (1957)，265 一 268 一 文 加 以 
改正 ， | | | 

(2) 对 于 当 %> 100 ΒΗ, 5-1 的 带 因 数 分 解 有 兴趣 的 读者 靖 参 阅 
‘Rrillhart, J. and Nelfridge, J. L., Some Factorizations of 
ΜΝ and Related Results, ath, of Comp., 21 αν, 5 δῖ--- 

6 一 文 及 焦 文 所 引文 献 。 


附 表 二 Ει 上 不 可 约 多 项 式 的 表 
(次 数 志 10) 


次 数 | 不 可 约 多 项 式 | 周期 | 次 数 


ee ,| PP 


不 可 约 多 项 式 | 周期 


1 10 7 |11001011 197 
1 1 1 11101111 197 

2 [111 8 ᾗ 8 i100011011 δι 
3 |1011 7 100011101 255 
4 |10011 15 1001091011 255 
11τ11 6 100101101 955 

5 1100101 31 1001110601 17 
11031111 31 100111111 85 
110111 31 1010011901 255 

6 |1000011 63 101011111 255 
1001001 9 1011000011 955 
1910111 91 1011101101 85 
1011011 63 101111011 85 
1100111 68 110000111 | 555 

7 1100000711 127 110001011 85 
10001001 127 110011111 51 
10001111 197 111001111 255 
10011101 197 111010111 17 
10100111 197 9 |1000000011 | 78 
10101011 197 1000010001 | 511 
10111111 197 1000010111 73 


说 了 明 : (1) 不 可 约 多 项 式 栏 中 列 出 了 不 可 约 多 项 式 各 次 办 的 系数 ， 最 左 侧 
是 最 高 次 桥 的 系数 , 然后 依 序 是 次 禹 次 疾 的 系数 ，… 直 到 0 ΛΒ 
的 系数 。 Εάν 111 代表 多 项 式 oz 十 二 100011011 代表 多 

项 式 αδ--σ.-γαῦ --σ--1, 
(2) 与 表 中 不 可 约 多 项 式 互 反 的 多 项 式 未 列 入 , 例如 , 5 αὐ γα γα κ 
十 4 十 1 互 反 的 多 项 式 中 十 吧 十 下 十 4 十 就 涿 有 列 入 。 


- μπα, Pi Be ντ 


次 数 


συ. 


9 


不 可 约 多 项 式 


0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
00 
0 0 
0 0 
0 0 
00 
00 


σσ» 
ο ο μπι 5. μὰ πι μη: εἰ 
- Ὁ -- μι ο Ὁ ο ο ο - εΕεἠ Εἠ επ πι μμ -- ο Ὁ οὉ 


μι Ἐ α πι μὰ κα μα πι µα κ Εἰ Κα π.μ Ἐν Εν πι πι μπι πι ει ει Βι 
ως πι oo 


ο ο ο ο ο 
ο ο ΞΕ: πι πι 5Ο 


μι 
Co 


0 0 
1000 
1000 
1000 
1000 
1000 


πι ο OO Ω η πι ΟΏ 


10 
11 
0 0 
10 
10 
11 
91 
11 
01 
11 
01 
01 
00 
11 
01 
11 
11 
1 0 
0 0 
11 
10 
1 1 
10 
11 
1 1 
01 
01 
11 
11 
0 0 
01 
1 0 


1 1 
ο 1 
11 
11 
01 
11 
01 
11 
11 
Οι 
11 
01 
11 
11 
1 1 
01 
11 
11 
11 
11 
1 


pt 


1 
1 
1 
1 
0 
1 
0 
1 
1 
1 
1 


ο ο Γ ο -η ο πὶ πὶ -ὶ πι 


Πα -- "' μα πἁ 


附 表 二 ( 续 ) 


周期 | 次数 | 不 可 约 多 项 式 | 周期 


511 


i -.-- 


1011000 


100 
100 
100 
100 
1060 
100 
100 
100 
100 
100 


1900 


100 
100 


0 
0 
0 
0 
1 
1 
1 


ο Ὁ: πι π: π: - . ο») Ὁ 5 Ὁ ΗΕ π: η: η: ει 


ο 5 πι κα [1 μπι π: pp 


οσο ο ο ὦ ο 
κ Ἱἵ - ι ο ο 5 


α 5 上 πι πι 
απ ο ο Ὁ ο 


ον 
-4 | 


0001 


ο1 
1 0 
1 0 
1 0 
00 
01 
10 
10 
00 
01 
10 
10 
11 
11 


00 


00 
0 1 
10 
11 
0 0 
01 
1 0 
10 
0 0 
0 1 
0 1 
1 0 
0 0 
11 


0 0 
0 9 
0 工 
11 
1 0 
10 
10 
11 
01 
01 
01 
11 
0 0 
11 
10 
11 
11 
00 
11 
00 
01 
οι 
10 
11 
01 
10 


11 
11 
11 
Ο1 
11 
11 
01 
ο1 
11 
01 
11 
11 
01 
11 
11 
11 
01 
1 1 
11 
01 
1 


μα 


-ᾱ- πι πι πὰ μι 2 πὶ πι π 


341 
341 
941 


ὁ BAT ο 


附 表 二 ( 续 ) 


次 数 | 不 可 约 多 项 式 | 半期 | 次 数 | 不 可 约 多 项 式 | 周期 
10|11900010011|1023|}| 1011101001 11111 
i11000100011| 33 
1100011 0111| 1028 
1001001111 | 1088 
1100101101 1 1028 
11001111111|1028 
11010100111| 98 


341 
ΤΙΟΙΙΟ:1Ι11Τ11| 1025 
Iii01l11l1iili01i1iil| δι 
II LI00001111 οι 
ιι1ουσσοτιοιί Ι 1! 1028 
11111111111 11 


附注 ， 本 表 根 据 ‘Marsh, Β. W., Table of Irreducible Polynomials over 
GF (3) Through Degree 19, NSA, Washington, D, Ο., 19517 ἄν 
成 。 


᾿οβέδυ 


附 表 三 Fas 上 不 可 约 三 项 式 x" 十 x+1 的 表 


(2<n<100, 1<h<n/2) 


ο ο ἃᾗἳ σα σοι οι σι ην ο το 


-ι κ μα 
το 5.5 


- 44 


Β 期 (或 指数 ) 多 周 期 (或 指数 ) 
本 原 15 4 本 原 
25-|51 1 本 原 
本 原 17 3 本 原 
本 原 9 ἀκ 151 
Ακ 6 να 
82 18 3 33.7 
本 原 7 本 原 
ᾱ- κ 9 39 
73 90 3 ΙΕ 
本 原 5 3.52 
本 原 21 2 η 
本 原 7 72 
32,5 99 1 2 
(5) 35 5 本 原 
(3) 9 本 原 
本 原 25 3 本 原 


15 


μμ απ σα ο 15 ϱ α - ο πὶ ο π! υ5 πὶ πι Γι 


153: (1) 因 σπήἠ-αΐ!-1 Ἆ απ ση. 1 同时 可 约 或 不 可 约 , ΤΠΞ 它们 不 


(2) 


可 约 时 , 它们 的 周期 相等 , 所 以 当 m/2<k<n 时 ,三 项 式 α’--2 
1-1 是否 不 可 约 及 是 否 本 原 可 以 从 表 中 ση απ αγ] 是否 列 人 
及 是 否 本 原来 断定 , 而 当 ;十 8 十 1 不 可 约 时 , 它 的 周期 等 于 表 
中 十 ze 到 十 上 的 周期 ， 

当 wr 十 小 十 1 是 本 原 多 项 式 时 , 在 表 中 周期 (或 指数 ) 栏 哥 明 ， 
当 入 十 好 十 1 是 非 本 原 的 不 可 约 三 项 式 时 ， 表 中 周期 (或 指数 ) 
栏 中 一 般 列 出 的 是 它 的 周期 ,但 如 周期 较 大 , 则 列 出 指数 。 注 意 
局 期 .指数 一 加 一 1。 周期 (或 指数 ) 栏 中 ， 不 加 圆 括号 的 数 子 是 
局 期 ， 加 圆 括号 的 数字 是 指数 ,如 ο Γαὔ- 1 的 周期 是 了， 
22 十 巡 十 工 的 撕 数 是 ὅ, 


ο04θ0. 


附 表 三 ( 续 ) 


er 


η k Ε 期 (或 指数 ) | .ῃ x | ΒΒ (或 指数 ) 


25 | 7 林原 49 12 本 原 


28 1 (9.5) 15 本 原 
本 原 22 本 原 
9 本 原 52 3 本 原 
15 本 原 7 (3) 
29 2 本 大 19 本 原 
30 1 (32.11) | 01 本 原 
9 32.11.31 54 9 34.7 
31 3 本 原 21 93.719.798 
6 本 原 54 | 27 34 
7 本 原 55 7 (29) 
18 本 有 原 24 本 原 
33 10 (7) 57 4 (7) 
19 本 有 原 7 25 Εἰ 
34 7 (3) 22 本 原 
35 2 本 原 25 (7) 
36 | 9 33.5 58 | 19 | 本 原 
11 本 原 60 1 本 原 
15 33.7.13 9 32.52.11.31.41 
39 4 本 原 11 本 原 
8 本 原 15 | 31.52 
14 本 原 17 (3.5.7.11) 
41 3 本 了 原 23 (5) 
20 ΑΕ 62 | 99 (3) 
49 7 .72 68 1 本 原 
44 5 (9.5) 9 ΑΞ|πὶ 
46 1 (3) 11 (7) 
47 5 本 康 κ 28 72.78 
14 本 原 31 本 原 
20 本 原 65 18 本 原 
21 本 原 | | 82 5-5 
49 9 本 原 66 3 92.93.89 . 698 


"μκκπαπα....-παπα-π--π..-ι----- ϱ-----νκ-ν 
ο Ππ..-} ea 


ΒΗ 期 (或 指数 ) 


本 原 
本 原 

(5) . 
32.5.29.,43.118.127 
(5) 
本 原 
32.5.29.43.118.127 


100 


附 表 三 ( 续 ) 


周 期 《或 指数 ) 
52.72.19 
2.5.29.49.1195. 14 
(9) 

本 原 

本 原 

33.11 .31 

(δ) 

本 原 

本 原 

本 原 

本 原 

本 原 

本 原 

本 原 

本 原 

本 原 

本 原 
93.05.11 «51 «41 
(41) - 
3.53 

本 原 

(11) 


附注 ， 本 崇 根 据 Zierler, Ν. and Brilljhart，J.，On Primitive Trinomials 


(αιοᾶ 2), Injormation απᾶ Coutrol 13 (1968), δ41--554 编 成 ， 


9051. 


«ο ο αι οι σι ἠν ο εὖ |- 


22 


[πε F， 上 本 原 多 项 式 的 表 


(次 数 «168, 每 个 次 数 一 个 ) 


本 原 多 项 式 | 次 数 | 本 原 多 项 式 


10 


这 


0 | 98 23 5 0 
1 0 24 24 4 ἃ 10 
1 0 25 25 3 0 
1 0 26 26 8 7 10 
2 0 27 27 8 7 0 
1 0 28 28 3 0 | 
1 0 29 29 2 0 
6 5 1 0 30 80 16 15 1 0 
4 0 81 31 3 0 
3 ο 32 32 28 27 1 0 
2 0 38 38 18 0 
7 4 30 34 34 15 14 1 0 
4 383 10 35 35 2 0 
12 11 1 0 36 36 11 0 
1 0 37 37 19 10 2 0 
5 3 3 0 38 38 6 5 10 
ὁ 0 39 39 4 0 
τ ο 40 40 21 19 ο 0 
6 5 1 0 41 41 3 0 
3 0 42 42 23 99 1 0 
2 0 43 43 6 5 10 
1 ο 44 44 27 26 1 0 


说 明 : Ω) 本 原 多 项 式 栏 中 列 出 的 是 该 多 项 式 非 零 系 数 的 手 次 。 例 如 , 210 


ο 552 υ 


(2) 


代表 αἳ-Γα-ξ1, 86510 代表 αϑ-αϑη-αδ--ᾳ--1, | 
对 于 一 个 给 定 的 次 数 πς16δ, ΠΠ ΔΕ ΙΣΠ, ἃ 
个 表 里 就 列 出 一 个 本 原 三 项 式 刀 十 亚丁 而 天 尽 可 能 地 小 ; 如 
果 没 有 本 原 % 次 三 项 式 存 在 ， 这 个 表 颗 就 列 出 了 一 个 本 原 五 项 
式 ανἠ-αρτο!-αρ-ἠ-χἠ-1, 1Π 0<a<b<n 一 a, 同时 a 尽 可 能 地 
小 , 而 下 4a 尽 可 能 小 的 朋 提 下 ,6 义 尽 可 能 地 小 。 参 看 第 三 章 
810, 例 5, 


多 项 式 
9 0 

90 0 
0 

27 0 
0 

26 1 0 

15 0 
0 

15 0 

36 0 
0 

91 1 0 
0 
0 

91 1 0 
0 

15 0 

56 0 
0 | 
8 10 
0 
9 0 
9 1 0 
0 

27 2 0 

15 1 0 
0 

47 0 
0 

15 1 0 

10 0 

35 1 0 


次 


100 
101 
102 
108 
104 
105 
106 
107 
108 


数 


附 家 四 ( 续 ) 


本 原 多项式 


100 
101 
102 
103 
104 
105 
106 
107 
1058 


- 5538 » 


附 表 四 ( 续 ) 
次 数 | 本 原 多 项 式 | 次 数 | κ 3 Ἡ Ἀ 


109 109 7 6 1 139 199 8 5 3 0 
110 110 15 1 1 0 140 140 29 0 
111 111 10 ο 141 141 32 δι 1 0 
112 ll2 45 489 0 142 145 241 0 
113 113 9 0 148 145 21 ο 1 0 
114 114 32 δι 1 0 148 144 0 00 1 0 
115 115 15 141 0 145 145 52 0 
116 16 1 01 0 146 146 60 5ο 1 0 
117 111 20 189 0 147 147 838 37 1 0 
118 115 33 0 148 146 37 0 
119 109 8 0 149 149 110 109 1 0 
120 120 118 111 7 ο 150 150 58 0 
121 121 18 0 151 151 3 0 
122 Ἴδα 60 591 0 196 152 600 65 0 
128 123 2 0 159 158 1 0 
124 1244 37 0 154 154 129 127 9 0 
126 125 108 107 1 0 155 155 392 οἱ 1 0 
120 126 897 36 1 0 156 156 1161165 1 0 
127 12. 1 0 157 157 21 26 1 0 
125 128 29 27 ο 0 155 158 οὐ ο 1.0 
129 129 5 0 159 159 31 0 
130 130 3 0 160 160 19 18 1 0 
151 151 48 47 1 0 161 161 18 0 
132 152 29 0 162 162 88 87 1 0 
133 195 53 δΙ 1 0 168 168 60 59 1 0 
184 134: 5f 0 164 164 14 15 1 0 
185 195 1 0 165 165 831 30 1 0 
186 196 126 125 1 0 106 166 39 38 1 0 
187 18 21 0 107 167 6 0 


138 138. 8 7 1 0 168 168 17 15 ο 0 


附注 :本 表 取 目 Ntahnke，W .， Primitive Binary Polynomials, Math, of 
Comp. 16 (1962), 368—369, 
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ο ΚΛΕΡΡΣ 
二 次 狗 余 
二 次 剩余 序列 


1] 
过 


不 可 约 多 项 式 

不 可 约 多 项 式 的 周期 
不 可 约 多 项 式 的 指数 
开关 函数 
互 反 多 项 式 
互相 关 通 数 

到 馈 开 关 线路 
反馈 函数 κ 
反馈 移 位 寄存 器 
反馈 逻辑 

分 块 矩阵 


主 对 角 线 
”主峰 高 度 


名 词 


298 


90 


990 
945, 851 
174 


166 
275 


索 引 


平移 相 异 
平移 等 价 
避 约 多 项 式 
司 逆 矩 阵 
本 原 元 


本 原 多 项 式 


本 原著 等 元 
本 原 BOH 码 
左 移 变换 
对 角 和 矩阵 
对 偶 子 空间 
对 偶 码 
代数 余子 式 
纠 错 码 

纪 错 编码 
生成 多 项 式 


生成 矩阵 


字 
”交换 环 


交换 群 
交换 整 环 


齐 次 线性 方程 组 


列 秩 

有 向 图 

有 限 交换 群 
有 限 域 


有 限 维 向 置 空间 


成 区 间 的 差错 


成 区 间 的 差错 模式 


19115 
ΚΥΠ 
同 余 式 
同 余 类 

” 同 余 类 环 
同 构 

月 同 构 

有 相关 洱 数 
向 量 空间 
优选 对 
优选 组 
伪 随 机 序列 
多 项 式 的 周期 
先导 

后 继 
行列 式 
行 等 价 

阶 
阶梯 形 矩 阵 


七 ἢ 


完全 码 
初等 变换 
初等 矩阵 
状态 

状态 转移 变换 
状态 图 

找 错位 多 项 式 
形式 微 商 Ἢ 
系统 码 
伴随 矩阵 
κ. 


ΛΝ. Ὦ 


极 大 似 然 译 码 方法 
极 大 距离 可 分 码 
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50, 68, 102, 


278， 


65, 06, 


255, 
256, 


108 


146 


极 小 多 项 式 
极 小 重量 
极 小 距离 
单位 矩阵 

顶点 : 

码 

码 长 

码 元 

码 字 

码 的 等 价 

ΒΚ Τὴ ῳ 函数 
奇异 矩阵 

如 多 项 式 

转 奸 矩阵 

直 和 分 解 

ὯΝ 

非 本 原 BOH 19 
非 齐 次 线性 方程 组 
非 异 开关 函数 
非 异 矩阵 

非 异 移 位 寄存 器 
非 线性 移 位 寄存 器 


” 非 退 化 开关 函数 
非 退 化 移 位 寄存 器 


局 期 序列 

局 期 序列 的 周期 
范 德 蒙 德行 列 式 
采样 


线性 无 关 


线性 方程 组 
线性 映射 

线性 码 

线性 相关 
线性 移 位 寄存 器 
线性 移 位 寄存 器 序列 
线性 递归 关系 式 


80, 195, 


121, 


286 
417 
417 
166 
2580 
410 
410 
410 
410 
417 

65 
190 


229 


线性 递归 序列 230 
”组 织 码 421 
, Ἡ 
卒 咎 案 数 序列 303 
迹 266 
逆序 190 
逆序 数 190 
αμα 166 
带 信 除法 24, 534 
信息 全 480 
15 ΕΕ 419 
除法 所 路 423 
矩阵 151 

十 3 

容积 界 452 
差错 模式 405 
ἂν αι 8, 49, 51 
校 验 子 429 
校 验方 程 421 
校 验 多 项 式 430 
校 验 位 420 
校 验 矩阵 421 
3 40 
特征 多 项 式 195 
秩 149, 153 
π΄ Βα 104 

十 一 刘 

商 空 间 145 
商 群 101 
检 错 码 410 
λὲν ΒΒ ὯΝ ἵν «10 
城 4 
其 134 


理想 97 
副 峰 高 度 275 
勒 让 德 序列 298 
图 257 
圈 长 258 
网 的 周期 258 
移 位 寄存 器 序列 331 
偶 多 项 式 471 
维 数 149 
十 二 划 
游程 279 
ἮΤΟ 120 
联结 多 项 式 996 
最 长 线性 移 位 寄存 器 序列 233 
最 长 移 位 寄存 器 序列 340 
最 优 码 481 
御 环 码 428 
循环 群 68 
十 三 划 
ΞΕ 95 
ΞΕ ΕΡΕ 164 
群 69 
群 码 418 
十 四 I 刘 
{δ ΤΠῊΞ 8 
模 2 乘法 .- 
” 轰 转 相 除 法 29, 586 
十 六 划 
霍 尔 序列 302 ， 
其 Ὁ 
BCE {3 455, 456 
ο 659 oe 


ος Τη 


Legendrs 序列 
m 序列 

πι 序列 码 

4 序列 
Mersenne 素数 
Reed-Solomon 三 


298 
280 
438 
540 

93 
418 


目录 
正文 


